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AVERTISSEME 


Ces  eampiéments,  ainsi  que  le  nom  Pindique  v^mt  de  simples 
développeiiieats  de  ooriaioes  parties  du  Cw/n  éiéme»taire  de 
Trigonométrie^  Ils  renlbnDeDt  des  détaUjr^ai  ne  aoni  qv'indi- 
diqués  an  livre  de  Télèro,  des  théorie  qui  n'oai  pu  trouver 
pliice  dans  le  cours,  des  méiliodaa  géuérales  pour  la  reahercke 
de  qiielqiit&  fermnleu  irigimoinétrii^s,  et  surtout  dea  méiea^ 
tîeas  tri»  étendues,  pour  arriver  à  la  résolution  cooTenable  des 
problèittas.  Us  supposent  la  connaissance  entière  du  cours;  de 
teUe  aoffle  qu'il  ne  faudra  pas  être  sorpHs  de  trouver  dans  quel- 
ques eiercices  du  cenunanoemeBt  un  appel  à  des  notions  étudiées 
seulement  à  la  fin  du  cours. 

Bien  qu'il  n'y  soit  pas  question  de  Trigcmométrie  spbérique, 
et  que  Ton  se  soit  restreint  aux  seuls  éléments  de  la  Trigono- 
métrie rectiligne,  néanmoins  en  les  étudiant  sérieusement,  il 
sera  £eicile  d'acquérir  la  conviction  que,  dans  tes  sciences  de 
calcul,  la  Trigonométrie  est  un  auxiliaire  éminemment  utile. 
Elle  met,  en  effet,  au  service  de  toutes  les  recherches  mathéma- 
tiques des  ressources  variées,  des  procédés  ingénieux,  des  mé- 
thodes élégantes,  qui  en  font  un  des  plus  puissants  moyens 
d'investigation.  Les  jeunes  gens  qui  s'adonnent  à  cette  étude 
ne  tardent  pa»  à  constater  que  la  recherche  des  formules  re»- 
fenne  tout  ua  art  délietft  et  plein  d'attrait,  et  que  leur  applica- 
tion donne  à  la  plupart  des  solutions  un  véritable  cachet  d'élé- 
gante simplicité. 

Les  nombreuses  questions  traitées  dans  ces  compléments  sont 
extraites  presque  toutes  des  sujets  de  composition  donnés  à  di- 
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vers  examens;  les  autres  ont  été  empruntés  aux  auteurs  anglais, 
et  particulièrement  à  Texcellente  Trigonoméhne  de  M.  Todhunter. 

A  la  suite,  on  trouvera  les  solutions  de  tous  les  exercices  et 
problèmes  proposés  dans  les  Éléments  de  TiHgonomclrie.  Ces 
questions  sont  divisées  en  trois  parties.  Celles  de  la  première  partie 
n'ont  d'autre  but  que  de  familiariser  les  élèves  avec  les  calculs 
trigonométriques  et  de  leur  rendre  facile  Pusage  des  tables.  Or 
il  est  à  remarquer  que,  depuis  plusieurs  années,  la  tendance 
de  certains  examens  est  de  ne  plus  proposer  de  questions  récla- 
mant remploi  des  tables.  Pour  la  préparation  à  ces  examens, 
les  exercices  de  toute  la  première  partie  pourraient  être  avanta- 
geusement remplacés  par  les  Exercices  supplémentaires  placés 
avant  la  deuxième  partie ,  et  dont  les  énoncés  ne  figurent  pas 
au  livre  de  l'élève.  Ces  questions  étant  d*une  très  grande  sim- 
plicité, on  n'a  pas  cru  utile  d'en  donner  les  solutions;  la  simple 
indication  des  résultats  a  été  jugée  un  guide  suffisant. 

Les  exercices  et  les  problèmes  des  deux  autres  parties  doivent 
être  regardés  comme  très  importants.  Presque  tous  ayant  été 
donnés  comme  sujets  de  concours,  ils  se  recommandent  d'eux- 
mêmes  à  rattentioQ  des  élèves  qui  se  préparent  à  subir  des 
examens.  On  a  groupé  sous  des  titres  spéciaux  les  questions  de 
même  ordre,  en  les  plaçant  le  plus  possible  par  gradation. 
Certains  paragraphes  peuvent  être  omis,  et  l'on  peut  se  borner 
aux  premiers  exercices  des  autres  {groupes  lorsque  les  élèves 
n'ont  pas  encore  acquis  une  habitude  suffisante.  A  l'aide  des 
indications  données  sur  la  provenance  des  questions  et  sur 
l'époque  où  elles  ont  été  proposées,  on  peut  facilement  se  mettre 
en  mesure  de  faire  face  aux  diverses  exigences  avec  lesquelles 
les  candidats  doivent  compter. 

Quelques  problèmes,  recueillis  après  l'achèvement  du  livre 
de  l'élève,  ont  été  ajoutés  à  la  suite  de  ceux  avec  lesquels  ils 
ont  le  plus  de  rapport  et  marqués  d'un  numéro  bis.  Les  énoncés 
de  ces  questions  ne  sont  donc  pas  dans  l'ouvrage  que  les  élèves 
ont  entre  les  mains;  on  peut  les  considérer  comme  des  complé- 
ments aux  problèmes  auxquels  ces  questions  se  trouvent  ratta- 
chées. 
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APERÇU  HISTORIQUE  SUR  LA  TRIGONOMÉTRIE 


11  n'est  pas  possible  de  fixer  d'ane  manière  précise  TorifODO  des 
malbéoiatiques;  on  peut  seulement  affirraur  qu'elle  remonte  aux  temps 
les  plus  reculés.  L'opinion  la  plus  générale  est  que  les  mathématiques 
ont  commencé  à  prendre  un  certain  corps,  presque  en  même  temps, 
chez  les  Chaldéeus  et  les  Égyptiens,  c'est-à-dire  chez  les  deux  plus 
anciens  peuples  connus.  Suivant  une  tradition  constante,  les  pasteurs 
de  €baldée,  au  milieu  de  leurs  paisibles  fonctions  et  placés  sous  le 
ciel  le  plus  pur,  jetèrent  les  fondements  de  l'astronomie.  Si  leurs 
obsenrations  trop  imparfaites  n'ont  pu  servir  de  base  à  aucune  théo- 
rie, elles  ont  du  moins  donné  quelques  indications  générales  et  épar- 
gné quelques  fausses  tentatives  aux  premiers  astronomes. 

Les  prêtres  de  l'Egypte  furent  dès  les  temps  les  plus  reculés  les 
dépositaires  et  les  dispensateurs  de  toutes  les  connaissances  humaines, 
que  les  lois  de  leur  institution  les  obligeaient  d'étudier  et  de  re- 
cueillir; mais  ils  ne  communiquaient  leur  scieuce  qu'à  un  petit  nombre 
d'initiés;  leur  enseignement  ne  devint  jamais  populaire. 

Lee  anciennes  mathématiques  nous  sont  connues  seulement  par  les 
ouvrages  des  Grecs,  que  les  prêtres  égyptiens  avaient  initiés.  Toute- 
fois, il  faut  reconnaître  que  si  les  Ëgyptieos  ont  été  les  premiers 
maîtres  des  Grecs,  ils  n'ont  pas  tardé  à  être  surpassés  par  leurs  dis* 
ciples.  Aussitôt  que  les  mathématiques  commencèrent  à  prendre  ra- 
cine dans  la  Grèce,  on  les  vit  croître  et  se  développer  rapidement,  et 
s'enrichir  successivement  d'une  foule  de  découvertes  importantes,  de 
telle  sorte  que  bientôt  les  Grecs  purent  servir  de  précepteurs  à  toutes 
les  autres  nations. 

Les  diverses  branches  des  mathématiques  n'ont  pas  pris  leur  essor 
dans  le  même  temps;  elles  se  sont  formées  et  développées  par  gra- 
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dation,  et  souvent  les  unes  à  Foccasion  des  autres.  L'une  des  plus 
anciennes  et  des  mieux  cultivées  fut  la  Géométrie;  cependant  elle  ne 
prit  le  caractère  d*une  véritable  science  qu*â  Tépoque  de  Thaïes, 
640  ans  avant  Tère  chrétienne.  Pytfaagore,  le  plus  illustre  des  dis- 
ciples de  Thaïes,  laissa  un  nom  immortel  dans  les  annales  de  la  Géo- 
métrie, par  ses  remarquables  découvertes  et  en  particulier  par  celle 
du  théorème  relatif  au  carré  de  Thypoténuse.  On  raconte  à  ce  sujet 
que,  transporté  de  joie  par  leeuceès  de  ses  rtcherches,  il  oiïrit  un 
sacrifice  de  cent  bœufe  pour  remercier  les  dieux  de  Ta  voir  si  bien 
inspiré. 

A  partir  de  cette  époque,  la  géométrie  continua  à  faire  des  progrès 
marqués  avec  Hippoorat»,  Platon,  Dlnoatrate,  Aristée,  Mèneohme,  VU 
oomèda,  Dloolès,  Eaollde,  Arohimède,  Apollonius,  etc.  (Voir  Exercices 
de  Géométrie,  page  10.) 

11  faut  cependant  ajouter  que  la  plupart  de  ces  grands  hommes, 
trop  livrée  peut-être  aux  spéculations  abstraites  et  théoriques  de  la 
Géométrie,  paraissent  n'avoir  attaché  qu'une  importance  secondaire 
aux  applications  qu'on  en  pouvait  faire  dans  la  pratique.  C'est  là  sans 
doute  la  cause,  qui  a  fait  tomber  dans  l'oubli  la  première  origine  de 
la  Trigonométrie,  ou  de  cette  branche  de  1^  Géométrie  qui  établit  les 
relations  entre  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle.  Elle  olTIre  cepen- 
dant des  problèmes  curieux  qui  ont  di\  exciter  naturellemeat  les  re- 
cbercbee  des  premiers  géomètres.  Par  exemple,  on  a  pu  désirer  ou 
avoir  besoin  de  connaître  la  largeur  d^une  grande  rivière ,  sans  pou- 
voir la  mesurer  immédiatement;  on  aura  voulu  savoir  la  distance  des 
sommets  de  doux  montaj^^nes  séparées  par  un  précipice,  etc.  11  est 
très  probable  que  les  Egyptiens  n'ont  pas  ignoré  les  principes  si 
simple  de  la  Trigonométrie;  on  en  a  même  des  indices  irrécusables. 
Quant  aux  Grecs,  on  a  la  certitude  que  ces  principes  leur  étaient  fa- 
miliers; ils  les  appliquaient  à  la  mesure  des  distances  terrestres  et  à 
plusieurs  problèmes  d'Astronomie.  C'est  Hipparqno  qui  en  forma  un 
corps  de  doctrine. 

mppar^o  était  de  Nieée,  en  Bilhyoie;  il  consacra  de  longues  années 
à  la  tnéorie  et  è  la  pratique  de  Pastronomte  dans  les  différents  en- 
droits où  il  fixa  son  séjour  :  dans  sa  patrie,  à  Rhodes  et  à  Alexandrie. 
Ptolénée  nous  rapporte  plusieurs  de  ses  observations  faites  depuis 
l'an  160  avant  J.-C.  jusqu'à  l'an  125,  oe  qui  détermine  l'âge  où  il  a 
fleuri.  Le  premier,  il  détermina  avec  précision  tous  les  mouvements 
du  soleil,  expliqua  la  procession  des  équinoxes,  fixa  la  position  du 
point  équinoxial  du  printemps.  11  ne  put  qu'ébaucher  la  théorie  de 
la  lune;  mais  il  découvrit  et  calcula  quelques-uns  des  éléments 
nombreux  qui  la  compliquent.  11  s'appliqua  avec  un  grand  soin  à 
calculer  les  distances  des  corps  célestes ,  et  s'il  resta  encore  bien  au- 
dessous  de  la  vérité  dans  ses  déterminations ,  il  faut  convenir  qu'il  en 
approcha  plus  qu'aucun  de  ses  prédécesseurs.  D'ailleurs,  ne  voulant 
pas  léguer  au  monde  de  simples  hypothèses  sur  ce  point,  il  se  borna 
à  laisser  des  matériaux  pour  ceux  qui  devaient  venir  après  lui ,  et  ne 
M^nnosa  avec  certitude  que  sa  théorie  du  soleil  et  celle  de  la  lune. 
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Qmk  génie  porta  dans  la  géographie  les  mêmes  lumières  qae  dans 
fastronomie,  et  le  premier,  il  imagina  de  faire  nsage  des  longitudes  et 
des  latitudes  pour  fixer  la  position  des  lieux  sur  la  surface  de  la  terre. 

«  Quand  on  réunit  tout  ce  qu*il  a  inventé  et  perfectionné ,  et  qu'on 
songe  an  nombre  de  ses  ouvrages,  à  la  quantité  de  calculs  quMIs  sup- 
posent, on  trouve  dans  Hipparque  un  des  hommes  les  plus  étonnants 
de  Tantiquité  et  le  plus  grand  de  tous  dans  les  sciences  qui  ne  sont 
pn  purement  spéculatives.  •»  (Delambre.) 

Lee  calculs  nombreux  où  tant  de  travaux  engagèrent  ce  laberieux 
astrottone,  firent  naître  entre  ses  mains  la  Trigonométrie.  Théo*  eite 
de  hii  un  Traité  sur  les  cordes  des  arcs  de  cerclCy  en  douze  livre», 
qui  tt*était  autre  chose  qu^un  traité  de  Trigonométrie  :  car  on  sait  que 
les  anciens  employaient  les  cordes  au  lieu  des  sinus  qui  sont  aujour- 
d'hui en  usage. 

La  connaissance  des  œuvres  d*Hipparque  nous  a  été  léguée  par 
Pf6WM6«,  le  phis  célèbre  des  astronomes  de  Tantiquilé  (125  ans  après 
J.-C.)'  Le  fond  de  son  grand  traité  d'astronomie,  portant  le  titre  de 
Syntaxe  mathématique,  est  emprunté  à  Hipparque;  mais,  pour  en 
harmoniser  toutes  les  parties,  il  y  a  poussé  les  complications  jusqu'à 
l'absurde.  On  connaît  son  Système  du  monde,  qui  le  fit  régner  en 
souverain  dans  le  domaine  de  l'astronomie  jusqu^à  Copernic.  Ceet 
dans  la  Syntcuoe  mathématique,  appelée  aussi  par  les  Arabes  Ai- 
mageHe,  c'est-à-dire  très  grande,  que  se  trouve  le  premier  traité  de 
Trigonométrie  recliligne  et  sphérique  qui  nous  soit  parvenu. 

Au  XV*  siècle,  on  ne  connaissait  encore  d'autre  édition  de  Ptoléraée 
que  la  traduction  laissée  par  les  Arabes;  mais  elle  était  fort  déliee- 
tueuae,  à  cause  de  l'ignorance  de  ceux  qui  l'avaient  entreprise.  Ce 
fut  Pvrbttoh  (né  en  Bavière  en  1421)  qui  s'imposa  la  tâche  de  rétablir 
le  vrai  sens  et  le  texte  de  Ptoléméc.  Il  introduisit  les  sinus  dans  la 
trigonométrie  pour  remplacer  les  cordes,  et  dressa  la  première  Table 
trigonométrique.  Quelques  auteurs  affirment  cependant  que  Tintro- 
duction  des  nnus  dans  les  recherches  géométriques  remonte  au  cé- 
lèbre ■ohamed-bea-Oeber,  prince  de!  Syrie,  qui  vivait  au  commen- 
cement du  X*  siècle:  ce  géomètre  est  aussi  connu  sous  le  nom  de 
AlbatésaliM  (877-929)  *. 

*  Telto  ett,  en  puticaUor,  l'opinioa  de  Chabus.  On  Ut  dans  le  célèbre 
Aperçu  historique  de  ce  grand  géomètre  :  c  Los  premiers  progrès  de  la  Trigo- 
noméCrie  cbes  les  Arabes  datent  de  Mohamiid-bex-Obbeb,  prhice  de  Syrie,  qni 
fnt  surnommé  al  Batani,  parce  qn*!!  était  né  à  Batan  en  Mésopotamie,  d'où 
les  BMdeiuii  ont  fait  AuiATfoimjs.  CTast  te  grand  astronome  qui  eut  rheareose 
et  féconde  Idée  de  snbstitoer  aox  cordes  dos  arcs,  dont  les  Grecs  se  servaient 
dans  Itnn  oOenla  trigoaooiéMqMS,  les  demi-oordes  des  arcs  doubles,  c'est-à- 
dire  las  slmu  des  arcs  proposés.  >  —  c  Peu  de  temps  après,  ajonto-t-il  enoore, 
nu  antre  Arabe,  Aboul-W^fa  (937-998)  parait  avoir  connn  les  tangentes  et 
s'en  être  servi  dans  les  calculs,  mais  sons  la  forme  embarrassante  dn  rapport  du 
sinus  an  cosinus.  La  pensée  d'employer  le  symbole  simple  usité  aujourd'hui  ne 
surgit  que  500  ans  plus  tard;  elle  fut  introduite  par  BimoxoKTAKrs ,  l'un  des 

re  dsa  BiatMMrtIqfaw,  etc.  » 
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La  pluii  grande  gloire  de  Purbach  est  d'avoir  formé  Béglomo 
qui  fut  Tun  des  plus  grands  malhématiciens  de  son  siècle  (1436- 
4475).  Ses  travaux  l ri gono métriques  ne  furent  publiés  qu'en  1533, 
sous  le  titre  de  Traité  df$  triangles,  en  cinq  livres;  cVst  une  Trigo- 
oométrie  fort  complète.  Les  Arabes  avaient  déjà  fait  progresser  cette 
science  en  découvrant  quelques-uns  des  théorèmes  fondamentaux; 
mais  le  mathématicien  allemand  y  mit  le  comble  par  la  découverte  et 
la  solution  des  cas  les  plus  difficiles.  A  Pinvention  près  des  loga- 
rithmes et  de  quelques  théorèmes  proposés  par  Néper  (1550-1617),  la 
Trigonométrie  de  Régiomontanus  ne  diffère  en  rien  de  ce  qu^elle  est 
aujourd'hui.  11  perfectionna  la  table  des  sinus  de  Purbach  et  intro- 
duisit dans  la  Trigonométrie  l'usage  des  tangentes.  Les  avantages 
nombreux  qu'il  trouva  à  s'en  servir  lui  firent  désigner  la  table  de 
ces  lignes  sous  le  nom  de  table  féconde,  qu'elle  a  gardé  pendant  un 
certain  temps. 

D'autres  tables  furent  calculées  au  siècle  suivant  par  joMhim 
mhétloas  (1514-1575),  qui  s'était  proposé  d'atteindre  une  exactitude 
plus  rigoureuse.  Ces  tables  renferment,  avec  onze  décimales,  les 
sinus,  tangentes  et  sécantes,  de  minute  en  minute,  pour  les  arcs  du 
quart  de  cercle,  et  de  dix  secondes  en  dix  secondes  pour  le  premier 
et  le  dernier  degré/,  mais  il  s'est  glissé  beaucoup  de  fautes  dans  son 
travail.  Pour  ce  motif,  en  1610,  BaHhélemi  PltlMms  en  donna  une 
nouvelle  édition  contenant  les  lignes  trigonométriques  de  dix  secondes 
en  dix  secondes,  avec  seize  décimales,  et  môme  étendues  à  vingt-six 
décimales  pour  le  premier  et  le  dernier  degré.  C'est  un  des  monu- 
ments les  plus  remarquables  de  la  patience  humaine;  disons  mieux, 
d'un  dévouement  à  l'utilité  des  sciences  d'autant  plus  méritoire  qu*au- 
cune  gloire  ne  raccompagne.  Ce  travail  est  précieux  pour  la  vérifica- 
tion des  tables  ordinaires. 

11  est  à  propos  de  remarquer  que  c'est  à  Bhétkms  qu'en  doit  l'in- 
troduction des  sécantes  en  Trigomométrie. 

C'est  vers  cette  époque,  en  1588,  que  Tyeho-Bmhé  (1546-1601) 
inventa  une  méthode  pour  abréger  les  calculs  trigonométriques  en  les 
réduisant  à  des  additions  et  des  soustractions;  sa  découverte  n'obtint 
pas  le  succès  qu'elle  méritait,  parce  que  l'invention  des  logarithmes, 
présentant  des  avantages  bien  supérieurs,  vint  lui  enlever  toute  sa 
valeur. 

Aussitôt  après  leur  apparition,  les  logarithmes  furent  appliqués  aux 
calculs  trigonométriques  et  substitués  dans  les  tables  aux  valeurs 
naturelles  des  lignes.  Les  premières  tables  publiées  datent  de  1625; 
l'année  suivante,  un  Français,  D.  Henrioa,  édita  à  Paris  les  premières 
tables  à  sept  décimales. 

C'est  un  géomètre  hollandais,  Snelllua  (1591-1626),  qui  le  premier 
réalisa  l'idée  d'appliquer  la  Trigonométrie  à  la  mesure  du  méridien 
terrestre.  Les  instruments  dont  il  se  servit  étaient  trop  médiocres 
pour  donner  des  résultats  satisfaisants;  son  mérite  est  d'avoir  ouvert 
la  voie  et  indiqué  la  méthode  â  suivre. 

Le  xvii*  siècle  marque  une  nouvelle  ère  dans  les  progrès  des  sciences 
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mathéiDstiques  :  c^est  Tépoque  des  plus  brillaDtes  dëcoaverles  scien- 
lifiqaes.  En  appliquant  TAlgèbre  â  la  Géométrie,  lUMoartM  (1596- 
1650)  ouvrit  une  voie  nouvelle  aux  spéculalions  les  plus  élevées;  dès 
lors  la  Géométrie  prit  un  rapide  essor,  et  ses  progrès  B*étendirent  sur 
toutes  les  autres  sciences  qui  sont  de  son  domaine.  Le  calcul  infini* 
lésimal  dont  les  premières  bases  avaient  été  posées  par  Képlar  (1571- 
1630),  dans  sa  Nouvelle  Stéréotomie,  et  que  Leibniis  et  Vewton  éri- 
gèrent en  corps  de  doctrine  (lr>84  et  1687),  vint  à  son  tour  perrec- 
tionner  les  sciences  de  calcul  et  opérer  une  véritable  révolution  dans 
réiude  des  mathématiques. 

Parmi  les  grands  hommes  de  cette  époque  qui  étendirent  le  do- 
maine de  la  science  et  Tenrichirent  de  leurs  découvertes,  il  faut  citer 
Lambert,  né  à  Mulhouse  en  1728  et  mort  à  Berlin  en  1777;  la  pro- 
fondeur de  vues  de  ses  travaux  mathématiques  Ta  fait  mettre  sur  le 
môme  rang  que  Leibnitz.  On  lui  doit  la  théorie  des  angles  imagi- 
naires qu'il  réalisait  sous  la  forme  de  secteurs  d'hyperbole  équilatère. 
Toutes  les  formules  relatives  à  l'addition,  la  multiplication  et  la  di- 
vision des  arcs,  il  les  transporta  du  cercle  à  Thyperbole  équilatère; 
il  calcula  même  des  tables  des  fonctions  trigonomélriqucs  appliquées 
aux  angles  imaginaires,  destinées  à  la  pratique  de  sa  Trigonométrie 
hyperbolique.  Les  angles  réels  étaient  rapportés  au  cercle  et  les  angles 
imaginaires  à  Thyperbole,  ce  qui  lui  permettait  de  trouver  des  so- 
lutions très  réelles  dans  les  cas  où  la  trigonométrie  ordinaire  en 
fournit  d'imaginaires.  Toutefois  cette  théorie,  sans  applications  pra- 
tiques, ne  pouvait  être  acceptée  qu'à  titre  de  remarque  curieuse. 

Au  premier  rang,  parmi  les  mathématiciens  illustres  du  siècle  der- 
nier, on  doit  sans  contredit  placer  Enler,  né  à  Bâle  le  15  avril  1707, 
mort  k  Saint-Pétersbourg  en  1783.  Entre  les  mains  de  ce  grand  ana- 
lyste, le  calcul  intégral  apparut,  selon  l'expression  de  O)ndorcet, 
comme  •  l'instrument  le  plus  fécond  de  découvertes  que  jamais  les 
hommes  aient  possédé  ».  Ce  fut  Eulcr  qui,  découvrant  l'identification 
des  fonctions  circulaires  directes  et  inverses  avec  les  fonctions  expo- 
nentielles et  logarithmiques,  exposa,  d'après  une  méthode  nouvelle, 
la  véritable  théorie  des  fonctions  trigonométriques  et  leur  dévelop- 
pement en  séries.  Dès  ce  moment,  les  principes  de  la  Trigonométrie 
élémentaire  ne  furent  plus  considérés  que  comme  des  cas  particuliers 
d'une  science  beaucoup  plus  générale  et  plus  étendue.  Les  fonctions 
circulaires  devinrent  l'objet  d'une  étude  transcendante  qui  est  du 
domaine  de  VAnalyse  infinilésimale;  elles  furent  envisagées  comme 
des  fonctions  composées  de  la  fonction  exponentielle,  et  abstraction 
faite  de  la  représentation  si  simple  et  si  remarquable  à  laquelle  elles 
devaient  leur  nom.  La  notion  des  lignes  trigonométriques,  qui  avait 
été  le  point  de  départ  de  leur  étude  élémentaire,  était  devenue  une 
base  trop  étroite,  et  d'ailleurs  sa  provenance  géométrique  suffisait  à 
la  faire  écarter  systématiquement  de  l'analyse.  Elle  fut  remplacée  par 
des  principes  purement  analytiques,  à  l'aide  desquels  on  déduisit  une 
foule  do  propriétés  essentielles  tout  à  fait  étrangères  aux  éléments. 

Les  méthodes  d'Euler  ont  été  considérablement  améliorées   par 
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x.agr«nge  (1736-1815},  et  appliquées  par  les  analystes  da  siècle  der- 
nier à  des  théories  encore  plus  élevées ,  spécialeonent  aux  Fonctioiw 
elliptiques,  dont  les  propriétés  ne  sauraient  être  puisées  méthodique- 
ment dans  la  géométrie  des  sections  coniques,  pas  plus  que  Ton  ne 
peut  déduire,  en  analyse,  celles  des  fondions  circulaires  de  la  cooti- 
dération  du  cercle. 

Les«Mlt«  (1752-1834)  réunit  les  résultats  de  près  de  quarante  années 
de  recherches  dans  un  grand  Traité  des  fonctions  elliptiques  qui  suf- 
firait seul  à  immortaliser  le  nom  du  célèbre  auteur  des  ÉUmenês  de 
Géométrie,  Néanmoins  cet  ouvrage  no  mentionne  pas  la  propriété 
earaclérislique  que  possèdent  ces  fonctions  d^être  doublement  pério- 
diques. Oanss  (1777-1855)  aperçut  le  premier  cette  double  périodi- 
cité, l'une  réelle.  Taulre  imaginaire.  Elle  ne  fut  nettement  établie 
par  Abel  qu'en  1826.  Jaoobi  et  M.  Hermite  l'ont  prise  l'un  et  l'autre 
pour  base  de  leur  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

11  est  maintenant  facile  d'entrevoir  que  l'étude  complète  de  la  Tri- 
gonométrie est  très  étendue ,  et  que  les  applications  de  cette  science 
sont  innombrables.  On  ne  peut  s'en  faire  une  idée  exacte  avec  les 
petits  traités  répandus  partout  aujourd'hui;  car  la  plupart  sont  rédt(;és 
en  vue  des  examens,  et  ils  ne  contiennent  que  les  connaissances  élé- 
mentaires exigées  par  les  programmes.  Quelques-uns  seulement  con- 
tiennent  des  développements  plus  étendus;  leU  sont,  pour  la  théorie, 
les  Traités  de  Trigonométrie  de  j.  Serret  ou  de  Briot ,  et  le  Traité  des 
fonctions  circulaires  du  P.  Leoointe.  Pour  les  applications'  élémen- 
taires, les  Questions  de  Trigonométrie  de  M.  DeiboTM  forment  l'uu 
des  meilleurs  recueils  qui  aient  été  publiés  en  France. 
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PB0PRIËT£S  ANALTnQUES  DES  FONCTIONS  GIRGULAIRES 


CHAPITRE  I 

DBS    FONCTIONS    CIRCULAIRES 

§  I.  —  Préliminaires. 

i.  Lorsque  deux  quantités  dépendent  Tanede  Fautre,  de  telle  sorte 
ti'à  cbaqae  râleur  attribuée  à  Tune  correspondent  une  ou  plusieurs 
laJeurs  déterminées  de  Pautre ,  on  dit  qu^elles  sont  fonction  l'une  de 
taulre.  OrdÎDairement  on  considère  l'une  des  quantités  comme  va- 
nant  arbitrairement:  on  lui  donne  le  nom  devariabU  indépendttnte; 
[autre,  dont  la  yariation  dépend  de  la  première,  est  la  fonction  pro^ 
idite. 

Ainsi j  le  sinus,  la  tangente,  la  sécante,  etc.,  d^un  arc  sont  des 
bnctioDs  de  cet  arc,  parce  que  ces  quantités  varient  quand  Parc  re- 
>it  différentes  valeurs;  Tare  est  la  variable  indépendante. 

2.  Parmi  les  différentes  espèces  de  fonctions,  on  distingue  les 
^ionê  algébriques  et  les  fonctionê  Iranêcendanteê.  Les  premières 
l  celles  qui  sont  liées  à  leur  variable  indépendante  par  les  seules 

érations  de  Talgèbre  :  addition  ou  soustraction ,  multiplication  ou 
[îvisioD,  élévation  à  une  puissance  donnée  ou  extraction  d'une  racine 
éterminée.  Les  autres  sont  celles  où  la  variable  indépendante  et  la 

Dction  ne  sont  pas  liées  par  les  opérations  simples  de  Talgèbre, 
omme  la  fonction  exponentielle  {Algèbre,  n<»487)  et  la  fonction  loga- 
Hhmiqtie.  Les  fondions  circtUaires  sont  aussi  des  fonctions  trana- 
eodantes. 

TaiooNOM^BiB.  —  M.  r^  T 

Digitized  by  VnOOQlC 


â  COMPLÉMENTS  DE  TRIGONOMÉTRIE 

3.  Une  fonction  est  appelée  périodique  quand  elle  reprend  la 
même  valeur  lorsqu'on  ajoute  à  sa  variable  une  quantité  déterminée 
ou  l'un  quelconque  de  ses  multiples.  Celte  quantité,  qui  n'altère  pas 
la  valeur  de  la  fonction ,  se  nomme  Vamplilude  de  la  période.  Ainsi , 
le  sinus  reprend  périodiquement  la  même  valeur  quaod  on  ajoute  2n 
à  son  arc;  c'est  donc  une  fonction  périodique  ayant  pour  amplitude 
2ic.  11  en  est  de  même  de  toutes  les  fonctions  trlgonométriques,  mais 
l'amplitude  varie. 

.  4.  On  peut  choisir  arbitrairement  la  variable  indépendante;  ordi- 
nairement, dans  les  fonctions  circulaires,  c'est  l'arc  que  l'on  considère 
comme  variable  indépendante;  dans  ce  cas,  pour  un  arc  donné  il  n'y 
a  qu'une  seule  ligne  trigonométrique  de  chaque  espèce.  Mais  on  peut 
inversement  considérer  l'arc  comme  étant  une  fonction  d'une  ligne 
trigonométrique  donnée;  dans  ce  cas,  il  y  a  une  inûnité  d'arcs  qui 
correspondent  à  la  même  ligne;  ils  sont  compris  dans  les  formules 
connues  (Trig.,  n®»  15,  16  et  17).  Ces  fonctions  sont  appelées  fonc- 
tions cireiUaires  inverses  :  telle  est  la  fonction  y  =  arc  sin  x;  le  sinus 
X  est  la  variable  indépendante,  et  l'arc  y  est  la  fonction.  Cette  ex- 
pression désigne  donc  un  arc  dont  le  sitius  est  x;  par  conséquent,  on 
peut  en  déduire  :  sin  y  =  x. 

§  2.  —  Des  variations  des  fonctions  circulaires. 

5.  L'étude  des  variations  des  fonctions  circulaires,  parfois  laborieuse 
pour  les  commençants,  prend  un  caractère  de  simplicité  extrême  lors- 
qu'on la  rapporte  à  la  notion  bien  connue  des  coordonnées  d'un  point 
(Géom.,  no  611,  et  Algèbre,  n^  432).  Reprenons  à  ce  point  de  vue 
l'étude  des  variations  de  signes  et  celle  des  variations  de  grandeur 
des  lignes  trigonométriques« 

!•  Variations  de  signes. 

Les  deux  diamètres  rectangulaires  A  A'  et  BB'  du  cercle  trigono- 
métrique étant  pris  pour  axes  coordonnés,  on  voit  que  le  sinus 
et  le  cosinuA  d'un  arc  AM  ^ont  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  cet 

arc:  le  costnua  en  est  Vabscisse,  et 
le  sinus  Vordonnée,  Par  conséquent, 
pour  les  arcs  qui  se  terminent  dans 
le  l*r  et  dans  le  2«  quadrant,  le  si- 
nus est  positif,  tandis  qu'il  est  négatif 
pour  ceux  qui  se  terminent  dans 
le  3*  et  le  4*  quadrant.  De  même  le 
cosinus  est  positif  pour  les  arcs  ter- 
minés dans  le  !"•  et  le  4«  quadrant, 
tandis  qu'il  est  négatif  pour  les  arcs 
terminés  dans  le  2*  et  le  3*  qua- 
drant. 
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Ceci  posé,  bien  que  Tétude  des  relations  fondamentales  ait  sa  place 

naturelle  au  début  du  chapitre  ii ,  on  peut  faire  remarcfuer,  sur  la 

figure  même  qui  a  servi  à  donner  la  première  notion  des  fonctions 

AT 
circulaires,  que  le  rapport  -rry^  par  lequel  on  a  défini  la  tangente 

MP 
de  l'arc  AM ,  est  égal  au  rapport   ^ip'  >  ^  4"^  permet  de  dire  que 

la  tangente  d*un  are  est  le  quotient  du  sinus  par  le  cosinus  de  cet 

r>a  MO 

arc.  De  même,  Tégalité  des  rapports  -t^tt  et  -r—  montre  que  la 

cotangente  d*un  arc  est  le  quotient  du  cosinus  par  le  sinus  de  cet 
arc.  Par  suite,  ces  deux  fonctions  sont  positives  quand  le  sinus  et  le 
cosinus  sont  de  même  signe,  c'est-à-dire  quand  les  arcs  se  terminent 
dans  le  l*'  et  le  3*  quadrant;  elles  sont  négatives  dans  le  cas  contraire, 
c'est-à-dire  quand  les  arcs  se  terminent  dans  le  2«  et  le  4«  quadrant. 
De  plus,  ces  deux  fonctions  étant  inverses  Tune  de  Tautre  sont  tou- 
jours de  même  signe. 

m       OM 
Pareillement,  Tégalilé  des   rapports  -rj^  ©^  -^p-  fait  voir  que  la 

sécante  est  l^inverse  du  cosinus,  et  Tégalité  des  rapports -ryjr  et-T^rr- 

montre  que  la  cosécante  est  l'inverse  du  sinu^.  Donc  la  sécante  est 
toujours  de  même  signe  que  le  cosinus:  elle  est  positive  pour  les  arcs 
qui  se  terminent  dans  le  l*"iiBt  le  4*  quadrant,  et  négative  pour  ceux 
qui  se  terminent  dans  les  deux  autres.  La  cosécante  est  de  même 
signe  que  le  sinus  :  elle  est  positive  pour  les  arcs  terminés  dans  le 
l«r  et  le  2*  quadrant,  et  négativo  pour  ceux  qui  sont  terminés  dans 
les  deux  autres. 

Enfin,  on  peut  remarquer  que  chaque  ligne  directe  a  pour  inverse 
une  ligne  complémentaire,  ou  réciproquement. 

6.  Cette  théorie  des  signes  peut  être  rendue  facile  à  retenir  à  Taide 
d'un  moyen  mnémonique  proposé  par  M.  Dostor,  de  l'Institut  catho* 
lique  de  Paris. 

Si  Ton  dispose  lee  lignes  trigonométriques  dans  Tordre  habituel  de 
leur  définition,  c*estrà-dire  en  écrivant  sur  une  ligne  horizontale  ou 
sur  une  colonne  verticale  : 

«n.    ,    Ig,    ,    séc.    ,    cos.    ,    cotg.    ,    cosic,    , 

on  peut  appeler  la  première  et  la  dernière  [sin  et  coséc)  lignes  ex- 
trêmes; les  deux  du  milieu  (séc  et  cos)  lignes  moyennes,  et  les  deux 
antres  {tg  ei  eotg)  lignes  intermédiaires.  On  dira  alors  que  les  lignes 
trigonométriques  positives  d'un  arc  sont  : 

i*  dans  le  1«»  quadrant,  toutes  les  lignes; 
2"  dans  le  2*  quadrant,  les  lignes  extrêmes; 
3»  daoB  le  3*  quadrant,  les  lignes  intermédiaires; 
et  V  dans  le  4«  quadrant,  les  lignes  moyennes,  ^  , 
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Les  deux  lignes  extrêmes  sont  toujours  de  même  signe  ;  il  en  est  de 
même  des  deux  lignes  moyennes  et  des  deux  lignes  intermédiaires. 

Cette  convention  permet  encore  de  formuler  très  simplement  les 
résultats  indiqués  aux  n»»  18,  19,  20  et  21,  lorsqu'on  modifie  un  arc  : 
1®  en  ajoutant  ou  retranchant  un  nombre  entier  de  circonférences  ; 
2»  en  le  remplaçant  par  l'arc  supplémentaire;  3®  en  ajoutant  ou  re- 
tranchant une  demi -circonférence  ou  un  nombre  impair  de  demi- 
circonférences;  et  4»  en  le  remplaçant  par  un  arc  de  signe  contraire. 
Les  lignes  trigonométriques  conservent  leur  valeur  absolue,  et  celles 
qui  ne  changent  pas  de  signe  sont  : 

dans  le  l*"*  cas,  toutes  les  lignfs; 
dans  le  2<>  cas,  les  lignes  extrêmes; 
dans  le  3*  cas,  les  lignes  intermédiaires; 
et  dans  le  4«  cas,  les  lignes  moyennes, 

2»  Variations  de  grandeur, 

7.  Pour  étudier  les  variations  de  grandeur  des  fonctions  circulaires, 
il  suffit  de  connaître  les  variations  du  sinus  et  du  cosinus;  l'étude  des 
variations  de  grandeur  de  ces  deux  fonctions  est  très  simple,  elle  se 
fait  directement  sur  le  cercle  trigonométrique.  Celle  des  autres  fonc- 
tions s*en  déduit  facilement. 

Ainsi,  pour  la  tangente,  on  écrit  la  relation    tga=-^^^  ,    et  Ton 

suit  les  variations  de  cette  fraction  povif  les  diverses  valeurs  de  a. 

Si,  par  exemple,  a  =  0,  on  a    tgO  =  j  =0. 

Si  a  augmente  de  0  à  90«,  le  numérateur  augmente  et  le  dénomi- 
nateur diminue;  donc  la  tangente  augmente.  Four  a  =  45o,  le  sinus 
étant  égal  au  cosinus,  la  valeur  de  la  tangente  est  1.  Quand  a  =  90<>, 

on  a    tg90*=-Tr  =  oC.  On  peut  continuer  à  donner  ainsi  à  Tare  a 

des  valeurs  croissantes  ou  décroissantes,  et  Ton  retrouve  tous  les  ré- 
sultats connus. 

On  étudie  de  la  même  manière  les  variations  de  la  cotangente,  soit 
en  écrivant    colga=^2^     ou  plus  simplement    cotga=-r — . 

Les  variations  de  la  sécante  et  de  la  cosécanle  s'obtiennent  égale- 
ment à  l'aide  des  relations    séc  a  = et    coséc  a  t=  -^  — .   Ces 

cos  a  sm  a 

deux  fonctions  ne  servent  presque  jamais. 

On  peut  conclure  de  ce  qui  précède  que  Tétude  du  chapitre  i*'  de 
la  Trigonométrie  se  trouve  considérablement  simplifiée  quand  on  se 
familiarise  de  bonne  heure  avec  les  relations  fondamentales.  C^esl  ce 
que  Ton  pourrait  encore  constater  dans  l'étude  du  g  5,  où  Ton  re- 
cherche ce  que  deviennent  les  lignes  trigonométriques  des  arcs  que 
l'on  modifie,  soit  en  les  augmentant  ou  en  les  diminuant  d'un  certain 
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nombre  de  circonférences  ou  de  demi-circonfërences,  soit  en  \m  rem- 
plaçant par  lear  supplément  ou  par  des  arcs  de  signes  contraires. 
Dans  chacun  de  ces  cas,  il  suffit  d'examiner  les  changements  de 
signes  du  sinus  et  du  cosinus  pour  en  conclure  immédiatement  tous 
les  autres  résultats. 
Cherchons,  par  exemple ,  ce  que  deviennent  U$  lignée  irigonomé- 

triques  d'un  are  a  lorsqu'on  reiranehe  ^  à  cet  arc. 

Deax  méthodes  ont  déjà  été  indiquées  dans  le  cours  (appl.  du 
chap.  i«,  &>}  ;  appliquons  une  troisième  méthode. 

Le  sinus  et  le  cosinus  d'un  arc  étant,  par  définition,  égaux  au 
cosinus  et  au  sinus  du  complément  de  cet  arc ,  on  a  : 

sin  (^a— -^)  =  cos  J^-^  -  (a- y)  J  =cos{it-a) 

et  cos(a— ^)=8in[-|--(a-^)]=sin(ic-a) 

.Mais  les  arcs  supplémentaires  a  et  ic  — a  ayant  des  sinus  égaux  et 
de  mêmes  signes,  des  cosinus  égaux  et  de  signes  contraires,  on  a  : 

sin  («  —  a)=:sina         et      cos(ii  — a)  =  —  cosa 

donc  8tn(a— ^j=-^co8a,         cosTa— î-j=sina 

par  suite      tg^a— ^W  — cotga,     cotg^a— ^W— tga 

séc(a— --î-j=C08éca,      coséc  (  a  — -J- )  =  — -  séc  a 

ce  qui  justifie  le  résultat  indiqué  dans  le  cours. 

Cette  méthode  explique  en  détail  les  transformations  données  som- 
mairement au  n»  34,  2»  de  la  Trigonométrie, 

8.  L*étude  des  variations  des  fonctions  circulaires  présente  des 
exemples  de  toutes  les  particularités  que  Ton  rencontre  dans  les  ques- 
tions de  maximum;  sous  ce  rapport,  elle  peut  contribuer  utilement 
à  graver  dans  Tesprit  les  notions  étudiées  en  algèbre. 

Lorsqu'une  fonction,  variant  d'une  manière  continue,  cesse  de 
croître  pour  commencer  à  décroître,  on  dit  qu'elle  passe  par  un 
maximum;  lorsqu*elle  cesse  de  décroître  pour  commencer  à  croître, 
on  dit  qu'elle  passe  par  un  minimum.  Dans  les  variations  d'une 
fonction,  il  peut  se  rencontrer  plusieurs  maximum  ou  plusieurs  mi- 
nimum. Le  maximum  est  plus  grand  que  les  valeurs  qui  précèdent  et 
que  celles  qui  suivent  immédiatement;  de  même  le  minimum  est 
plus  petit  que  les  valeurs  voisines.  De  sorte  qu'il  peut  se  rencontrer 
un  maximum  plus  petit  qu'un  minimum,  et  réciproquement.  Enfin, 
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lorsqu'une  fonction  peut  passer  par  tous  les  éjtats  de  grandeur,  sans 
cesser  de  croître  ou  de  décroître,  elle  n'a  ni  maximum  ni  minimum. 

Tous  ces  détails  trouvent  leur  application  dans  les  variations  des 
fonctions  circulaires. 

Ainsi,  quand  un  arc  varie  de  0  à  2u,  le  sintiê  croît  jusqu*à  ce  que 
Tare  ait  atteint  90*>;  alors  il  cesse  de  croître  pour  commencer  à  dé- 
croître, il  passe  par  un  maximum  dont  la  valeur  est  1.  Quand  Parc 

atteint  la  valeur  de  -^ ,  le  sinus  cesse  de  décroître  pour  commencer 

à  croître;  il  passe  par  un  minimuot  égal  à  —1.  Si  Parc  varie  indéfi- 
niment, le  sinus  reprenant  périodiquement  la  même  série  de  valeurs^ 
cette  fonction  présente  un  nombre  illimité  de  maximum  et  de  mini- 
mum. Les  mêmes  circonstances  se  retrouvent  dans  les  variations  du 
cosinus. 

De  même,  la  sécante  peut  prendre  toutes  les  valeurs  positives  de- 
puis 1  jusqu'à  rinûni  et  toutes  les  valeurs  négatives  plus  petites  que 
7—1.  Donc  1  est  le  minimum  de  la  série  des  valeurs  positives,  et 
—  1  est  le  maximum  de  la  série  des  valeurs  négatives.  Le  maximum 
est  plus  petit  que  le  minimum.  La  cosécante  offre  les  mêmes  particu- 
larités. 

Enfin  la  tangente  et  la  cotangente,  étant  constamment  croissantes 
ou  décroissantes',  n'ont  ni  maximum  ni  minimum. 


§  3.  ~-  Arcs  ayant  des  lignes  trigonométriques 
égales. 

9.  On  a  vu  que  les  arcs  ayant  même  sinus  ou  même  cosécante 
qu'un  arc  a,  sont  compris  dans  les  deux  formules 

2kTz  +  a       et        {2k-\-i)%  —  a 

k  étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif,  nul  ou  négatif.  Il  est 
facile  de  voir  que  deux  arcs  quelconques  obtenus  par  ces  formules 
difl'èrent  d'une  ou  de  plusieurs  circonférences  ou  bien  ont  une  somme 
égale  à  un  nombre  impair  de  demi-circonférences. 

Les  arcs  qui  ont  même  cosinus  ou  même  sécante  qu'un  arc  a,  sont 
donnés  par  la  formule  2k%±ia;  leur  somme  ou  leur  différence 
est  un  nombre  entier  de  circonférences. 

Enfin,  ceux  qui  ont  même  tangente  ou  même  cotangente  qu^un 
arc  a,  étant  compris  dans  la  formule  kit -{-a,  diffèrent  entre  eux 
d'un  nombre  entier  de  demi-circonférences. 

Réciproquement  : 

10.  Pour  que  deux  arcs  aient  le  mène  sinus  ou  la  même  cosécante, 
il  faut  et  il  suffit  que  leur  gomme  soit  égale  à  un  nombre  impair  de 
demi-circonférences,  ou  que  leur  différence  soit  égale  à  un  nombre 
pair  de  demi-circonférences. 
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Pour  que  deux  arcs  aient  le  môme  eoêintu  ou  la  môme  êécante,  il 
faut  et  il  suffit  que  leur  somme  ou  leur  différeoce  soit  égale  â  un 
nombre  entier  de  demi -circonférences. 

Pour  que  deux  arcs  aient  la  même  tangente  ou  la  môme  coioin- 
gente,  il  faut  et  il  suffît  que  la  différence  de  ces  arcs  soit  égale  à  un 
nombre  entier  de  demi-circonférences. 

ii.  Les  résultats  démontrés  dans  le  cours  au  §  5,  n««  18  et  suivants, 
pourraient  permettre  de  formuler  des  conclusions  analogues.  Ainsi, 
par  exemple  : 

!•  Pour  que  deux  arcs  aient  toutes  leurs  lignes  trigonométriques 
égales  en  grandeur  et  en  signes,  il  faut  et  il  suffit  quMls  diffèrent 
d'un  nombre  entier  de  circonférences.         ^ 

2*  Pour  que  deux  arcs  aient  des  sinus  égaux,  mais  de  signes  con- 
traires, il  faut  et  il  suffit  que  leur  somme  soit  un  nombre  pair  de 
demi-circonférences,  ou  que  leur  différence  soit  un  nombre  impair  de 
demi-circonférences. 

d<>  Pour  que  deux  arcs  aient  des  tangentes  égales,  mais  de  signes 
contraires,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  somme  soit  un  nombre  entier 
de  demi*-cirooiiférences. 

4*  Pour  que  deux  aros  aient  leurs  cosinus  égaux,  mais  de  signe» 
contraires,  il  Aiut  et  il  suffit  que  leur  somme  ou  leur  différence  soft 
an  nombre  impair  de  demi-oirconférences ,  etc. 
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§  1.  —  Discussion  des  Formules  du  cours. 


12.  Un  grand  nombre  de  relations  trigonométriques ,  Boit  entre  les 
lignes  d'un  même  arc,  soit  entre  celles  d*un  arc  et  celles  de  ses  sous- 
multiples,  s^expriment  d^une  manière  irrationnelle;  par  suite,  elles 
donnent  lieu  à  une  discussion.  Ce  n^est  pas  assez  de  se  borner,  comme 
on  le  fait  ordinairement  dans  une  étude  élémentaire,  à  rendre  compte 
des  valeurs  multiples  que  Ton  obtient,  il  faut  encore  examiner  : 
i<»  dans  quels  cas  ces  valeurs  sont  réelles;  2o  entre  quelles  limites 
doit  rester  la  variable  indépendante. 

Les  formules,  étudiées  dans  le  cours  et  qui  demandent  cette  dis- 
cussion, sont  celles  qui  expriment  les  valeurs  des  lignes  trigonomé- 
triques  d'un  arc  en  fonction  de  la  tangente  de  cet  arc,  et  les  formules 
relatives  aux  lignes  trigonométriques  de  la  moitié  d'un  arc. 

!•  Formule»  des  lignes  irigonomélriqiies  d*un  arc  en  fonction  de  la 
tangenU  de  cet  arc. 

13.  Soit,  par  exemple,  la  formule 

„.    ^      tpTo 


zt^/nTg^a 

La  quantité  placée  sous  le  radical  étant  toujours  positive,  les  va- 
leurs de  sina  sont  toujours  réelles.  De  plus,  ces  valeurs  sont  com- 
prises entre  —  1  et  +1 ,  carie  carré  de  sina  est    .  _^  ^^ — ,  fraction 

évidemment  plus  petite  que  Tunité,  son  numérateur  étant  plus  petit 
que  son  dénominateur.  Ainsi,  cette  formule  est  vraie  pour  toutes  les 
valeurs  de  tga. 

Les  autres  formules  se  discutent  d'une  manière  absolument  iden- 
tique. 
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2»  Formulée  des  lignes  trigonomélriques  de  la  moitié  d'un  arc, 

14.  On  exprime  les  lignes  trigonomélriques  de  la  moitié  d*un  arc, 
soit  en  fonction  du  cosinus  ou  du  sinus,  soit  en  fonction  de  la  tan- 
gente de  cet  arc.  Prenons  d^abord  la  formule 


C08-|  =  ±V/ÎÏP^ 


La  valeur  de  cos  a  étant  toujours  supérieure  à  —  1 ,  la  quantité 
placée  80U8  le  radical  est  positive;  par  suite,  les  valeurs  de  cos  -§-  sont 
toujours  réelles.  De  plus,  ces  valeurs  sont  comprises  entre  — 1  et 
+  1,  car  le  carré  de  cos -2-  est  — -t-^^<*  ^  fraction  évidemment 
plus  petite  que  Tunité,  son  numérateur  notant  jamais  supérieur  à  2. 
Ainsi ,  cette  formule  donne  toujours  pour  cos  ^  des  valeurs  accep- 
tables. 

On  verrait  de  la  même  manière  qu'il  en  est  toujours  ainsi  pour  les 

valeurs  de  sin  -§-  et  de  tg  -^  exprimées  en  fonction  de  cos  a. 
Soit  maintenant  la  formule 

sin  -jj-  =  -Q  (±vT-i-sina±  /l  —  sin  a  ) 

La  valeur  de  sin  a  étant  toujours  comprise  entre  —1  et  +1,  il 
en  résulte  que  les  quantités  placées  sous  les  radicaux  sont  positives; 

par  suite,  les  qiiatre  valeurs  de  sin  -^  sont  toujours  réelles.  De  plus, 

elles  sont  comprises  entre  —  1  et  + 1 ,  car  le  carré  de  sin  -^  est 
*  ^1 


-^dz^/l— 8in»a  ;    or  la  plus  grande  valeur  de  la  quantité  sous 

le  radical  étant  Tunité,  pour  sin<a=0,  les  valeurs  de  sin-^  sont 

toujours  comprises  dans  les  limites  indiquées;  elles  sont  donc  tou- 
jours acceptables. 

Le  môme  raisonnement  s'applique  à  la  formule  de  cos  -2-  exprimé 

en  fonction  de  sin  a. 

Soit  enfin  la  formule 


.g  a  _  —  Idzy/l-ftg'g, 
•^a  -  tga 

La  quantité  placée  sous  le  radical  étant  toujours  positive,  les  va- 
leurs de  tg  -S-  sont  toujours  réelles.  C'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  pou- 
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vait  prévoir;  Téquation  du  second  degré  qui  les  a  fournies,  ayant  son 
dernier  terme  négatif,  a  ses  racines  réelles.  De  plus,  les  valeurs  ob- 
tenues sont  toujours  acceptables,  puisqu'une  tangente  peut  prendre 
toutes  les  valeurs  possiblea. 


§  2.  —  Des  valeurs  multiples  de  certaines 
fonctions  trigonométriques. 

15.  Dans  toutes  les  formules  qui  renferment  un  radical,  on  a  rendu 
compte  des  valeurs  multiples  obtenues,  par  le  tracé  d'une  figure.  Cette 
explication  peut  être  également  donnée  à  Taide  des  formules  relatives 
aux  arcs  correspondant  à  une  ligne  trigonométrique  connue  (  TVt^., 
n«  16).  11  faut  cependant  ajouter  que  rien  n'est  aussi  satisfaisant  que 
l'emploi  simultané  des  flgures  et  des  formules. 

1»  Formules  des  lignes  trigonométriques  d*un  arc  exprimées  en 
fonction  de  la  tangente  de  cet  arc. 

16.  Lorsqu'on  donne  tga,  l'arc  a  n'est  pas  déterminé;  il  répond  à 
tous  les  arcs  compris  dans  la  formule 

a=k7z  +  0L 

Or,  si  k  est  pair,  on  peut  retrancher  aux  arcs  plusieurs  circonfé- 
rences sans  changer  leurs  lignes;  on  a  ainsi 

8ina  =  +  sina 

Si  k  est  impair,  après  avoir  retranché  les  circonférences,  il  reste 

8ina  =  8in  (n  +  a) 

Or,  si  l'on  retranche  encore  la  demi -circonférence  qui  reste,  on 
changera  le  signe  du  sinus  et  l'on  aura 

&ina= — sina 

ce  qui  montre  que  sina  doit  avoir  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires.  —  Le  raisonnement  est  le  môme  pour  les  autres  lignes 
trigonométriques  exprimées  en  fonction  de  la  tangente. 

17.  Si  l'on  veut  joindre  à  remploi  des  formules  l'explication  donnée 
sur  une  Hgure,  voici  la  manière  la  plus  simple  de  procéder  : 

Soit  a  un  arc  ayant  pour  tangente  la  longueur  donnée.  Tous  les 
arcs  ayant  la  même  tangente  sont  compris  dans  la  formule 

a  =  /cw-|-a 

Cherchons  leurs  extrémités  :  les  arcs  k-K  se  terminent  en  Â  ou  en  A'; 
donc  les  arcs  kn  +  a  sont  terminés  en  M  ou  en  M'  aux  extrémitëe 
d^un  même  diamètre.  Or  ces  arcs  ont  des  sinus,  cosinus,  sécantes  et 
cosécantes  dont  les  valeurs  absolues  sont  les  mêmes,  mais  dont  les 
signes  sont  contraires. 
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11  en  est  de  môme  pour  Teiplication  des  valeurs  multiples  des 
fonctions  trigonomélriques  des  autres  arcs.  Par  exemple,  pour  les 
lignes  de  la  moitié  d*un  arc  donné  par  son  cosinus,  on  dira  :  11  faut 
trouver  les  lignes  trigonoihëiriques  des  arcs  compris  dans  la  formule 

Or  les  arcs  hn  sont  terminés  on  A  et  A'  ;  donc  les  arcs  compris  dans 
la  formule  précédente  sotit  terminés  en  quatre  points  syttoétriques 
deux  à  deux  par  rapport  à  AA';  é^ù'ï  Ton  conclut  les  signés  des  di- 
verses lignes  de  ces  arcs. 

2»  Formules  des  lignes  trigonométriques  de  la  moitié  d*un  arc. 


18.  Les  formules      sin -s-  =  dr  i/— 


^^„  a .  .  /1  -f  cos  g 

cos^  =  ±y -^ 

.a        .  .  /l  —  cos  a 


-COS  a 

donnent  une  double  valeur  que  t*on  peut  expliquer  également  de  la 
même  manière. 

En  effet,  lorsqu^on  donne  oos  a,  Tare  a  n^est  pas  déterminé;  il  répond 
à  tous  les  arcs  compris  dans  la  formule    a  =  2/c7c=i=a>    et  quand 

on  cherche  les  lignes  trigonooiétriques  de  -^,  on  doit  retrouver  les 

lignes  trigonomélriques  de  tous  les  arcs  compris  dans  la  formule 

Or  1<»  pour  sin  -^y  si  1^  est  Un  iiombre  Ipâii*,  on  peut  retrancher  /wt, 
et  on  a  (  Trig.,  n*  21  ) 

Bitl(d=|)=±8lll|. 

si  k  est  impair^  on  a  (  Trîgx,  n<»  21  ) 

-  8in(«±|.)  =  q=sin« 

on  à  aottd  tobJoilHI  ^mf  sitt  ^    dëMt  fâlëti»  égales  et  dé  sitr&et 
contraires. 

2«  Pour  cos^,  on  aura  dé  tnôme,  suivant  que  k  sera  pair  ou 
impair  (ÎVi(/„  n'2i), 

coé  \±i  y  j  =  cos  i 

C0*Cltd=^'i=:-.00s5 
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30  Enfin  pour  tg  |-,  on  a  (Trig,,  n»  2i  ) 

tg(fc«±|)=tg(±|)=±tg|. 

Les  formules  de  sin  -^  et  de  cos  -^  en  fonction  de  sin  a  nous  ont 

donné  quatre  valeurs  dont  on  peut  rendre  compte  de  la  même  ma- 
nière. Car  un  sinus  étant  donné,  les  arcs  correspondants  sont  com- 
pris dans  les  formules  (Trig.,  n»  15)  2fcir-|-a  et  {2k +  1)'^  — a; 
leurs  moitiés  sont  donc  comprises  dans  les  formules 

fc«  +  |.    et    fc,,  +  ^-.|. 
La  l'*  donne,  selon  que  k  est  pair  ou  impair  : 

gin  "2  =  sin  (^  "*"■?)  =  =t:  sin  Y 

cos-j-  =  cos  (kn  +  y)  =±cos-^ 

et  la2T  8in|-=8in(fcii  +  ^  — l-Wicos^ 

COB  •!-  =  cos  (kn  +  -J^  —  y^  =  ±:  sin  Y 

§  3.  —  Lignes  trigonométriques  d'un  arc  a 
en  fonction  de  tgy. 

On  éviterait  la  discussion  des  formules  et  Tambiguïté  des  valeurs, 
si  l'on  parvenait  à  exprimer  les  lignes  trigonométriques  à  Taide  de 
formules  rationnelles.  Or  c^est  ce  qui  a  lieu  quand  on  cherche  à 
exprimer  ces  lignes  en  fonction  de  la  tangente  du  demi -arc.  De  là 
ce  théorème  remarquable  : 

19.  Les  lignée  trigonométriques  d'un  même  arc  s'expriment  ra^ 
tionnellement  en  fonction  de  la  tangente  du  demi -arc. 

En  eflét,  la  formule    tga  = montre  déjà  que  la  tan- 

i-tg«|- 

gente,  et  par  suite  la  colangente  d*un  arc  a,  s^expriment  rationnel* 
lement  en  fonction  de  tg  -n- .  Or  il  en  est  de  môme  des  autres  lignes 
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trigonométriques.  Cherchons  le  sinus  et  le  cosinus;  si  leurs  valeurs 
sont  rationnelles,  il  en  sera  de  même  de  leurs  inverses  la  cosécanteet 
la  sécante,  et  le  théorème  sera  démontré. 

1^  Méthode,  —  Dans  la  formule 

sin  a  =  28in  ~  cos  ^ 

remplaçons  sin-^  et  co8-|-  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  la 
tangente  ;  c'est-à-dire 


:0  +  tg»2-  ±0  +  tg»|- 


il  vient 


2tg^ 


l  +  tgt|. 


Mettons  les  mêmes  valeurs  dans  la  formule 
cos  a= cos*  -s-  —  sin*  -§- 

il  vient       cos  a  s 


i  +  tg»f        l+tg^Y       l  +  tg^-g 

Cette  méthode  a  Tincon veulent  d'exiger  une  discussion  pour  rendre 
compte  de  la  disparition  du  double  signe  =b. 

2«  Mélhode.  —  On  peut  écrire  sous  forme  fractionnaire  les  valeurs  de 
sin  a  et  de  cos  a,  en  mettant  comme  dénominateur  sin*  ^  +  cos*  -^ , 
dont  la  valeur  égale  Tunité;  il  sufût  de  diviser  ensuite  les  deux 
termes  de  la  fraction  par  cos*  ^ .  On  a  ainsi  : 

28in-2^cos5-  2tg~ 


es  '    a         a  2         2 

sin  a  =  28in  y  cos  -g^  = 


co6*^-  +  sin*|       *  +  tg*-5- 

,a        ..a       cos*^-8in*-^        l-tg*|- 

cosa  =  cos*-^-sin*^=       ^a^   .,a=  ,^^^a 

cos*  y  +  sm*  Y        *  +  tg*  -5- 
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Bemarqn**  —  On  peut  démoDtrer  à  priori  que  les  lignes  tngono- 
métriquee  expHAées  en  fonction  de  tg  ^ ,  âUroht  châbutie  Utiè  seule 

yaleur.  En  eiTet,  si  l'on  représente  par  a  Tun  des  arcs  ayant  pour 
tangente  la  tangente  donnée,  tous  les  autres  arcs  ayant  la  même  tan- 
gente sont  compris  dans  la  formule    ■2-  =  /cii  +  a.    Donc  tous  les 

arcs  dont  on  cherche  les  lignes  trigonométriques  sont  exprimés  par 
la  formule  a  =  2/e7c  +  2a;  ils  sont  terminés  au  même  point,  et  cha- 
cune de  leurs  lignes  trigonométriques  n^a  qu^une  seule  valeur. 

Le  théorème  précédent  est  particulièrement  utile  pour  résoudre  les 
équations  dans  lesquelles  se  trouvent  diverses  lignes  trigonométriques 
de  rinconnue;  il  permet  de  les  remplacer  par  des  équations  ration- 
nelles ne  renfermant  plus  que  la  seule  ligne  tg-^. 


§  4.  —  Formes  diverses  des  relations 
trigonométriques. 

20.  Un  certain  nombre  de  formules  trigonométriques  peuvent  être 
obtenues  de  diverses  manières;  on  en  a  vu  des  exemples  dans  la  re- 
cherche du  sinus  et  du  cosinus  d'un  arc  en  fonction  de  la  tangente 
de  cet  arc,  ou  en  fonction  de  la  tangente  du  demi-arc.  Lorsque  ces 
formules  dépendent  de  la  résolution  de  plusieurs  équations  dont  une 
au  moins  est  de  degré  supérieur  au  premier,  les  méthodes  de  réso- 
lution sont  parfois  multiples  et  les  résultats  paraissent  diflTérents;  pour 
constater  Tidentité  des  valeurs  obtenues,  il  faut  employer  les  procédés 
suivis  en  algèbre. 

Ainsi,  par  exemple,  U  valeur  de  sin  -S-  en  fbnction  de  siâ  a  dé- 
pend de  la  résolution  du  système  d'équations 
2  sin  ^  ces  -S-  =  BÎn  a 

sin*5H-oo8t|.  =  i 

Si,  au  lieu  de  procéder  comme  on  Ta  fait,  par  un  artifice  de  calcul , 
on  opérait  par  substitution,  ou  si  Ton  remplaçait  dans  la  formule 


■.^- 


ces  a  par  sa  valeur    ±/l— sm*a,    on  obtiendrait 


giû^=-+-i/tiilHilB!« 


2 
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formule  qui  diffère  eeneiblemeot  de  celle  que  Ton  a  trouvée  par  l'autre 
méthode.  Or,  eu  appliquant  le  procédé  donné  en  algèbre  pour  trans- 
former un  radical  double  en  une  somme  de  deux  radicaux  simples 
(Algèbre,  n*>  256),  on  a 

..      o       1        1— sin«a        8in«a  .    ^,  .     ^       sina 
A»  — B=-j ^ = — ^— ;    doù    C=— 2— 

la  formule  de  transformation  doi^ne 

sin  -^  =  d: -H-/l~+  sin a  zt: -^^/l  —  sin a 

c'est  la  formille  connue» 

On  peut  s'exercer  utilement  à  appliquer  ainsi  à  un  même  système 
d'équations  les  divers  modes  de  résolution,  puis  chercher  à  constater 
l'équivalence  des  résultats  obtenus. 

21.  En  combinant  entre  elles  les  formules  trigonométriques,  en 
substituant  à  une  ligne  quelconque  sa  valeur  exprimée  en  fonction 
des  autres  lignes,  on  conçoit  que  Ton  peut  multiplier  indéfiniment  le 
nombre  des  relations.  Les  résultats  que  Ton  obtient  constituent  des 
idenlUis;  on  indiquera  plus  loin  la  manière  de  les  vérifier.  Nous 
nous  proposerons  ici  d'établir  directement  quelques-unes  de  ces  re- 
lations. 


!•  Dans  la  formule    tg  -S-  =»  4/  __-^^^ ,    si  Ton  multiplie  les  deux 

termes  de  la  fraction  sous  le  radical ,  soit  par  le  dénominateur,  soit 
par  le  numérateur,  il  vient 


.    a  _      sma 
^»Y"~  l+cosa 

»  .    a       i  ^  cos  a 

et  tg4^a^ 2^ 

^2  sin  a 

Cette  dernière  peut  s'écrire  encore 

tg  Y  =  co8éca — cotga 

2*  La  formule    sin  a  s  Sain -2  cos-|-    peut  s'écrire 


.  8ln«^-fcos«^ 

Bin  a=2  : «=2  : = — ^= 

a        a  r,         „ 

ttnTj.oos-2 

qu*on  peut  encore  écrire 


»in^oo«Y  sin  ^  00s  Y  tg^  +  colg^ 


tga  +  cotga=:-g|g^ 
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De  même,  en  repreDant  à  peu  près  le  même  calcul  en  sens  inverse, 

,  .  sina       cosa       8in«a  — cos^a 

on  a  tga-cotga  =  -^^^— ^j  — =     sina  cosa 

co82a     __2coig2a 


sina  cosa 


cotg2a  =  ^(cotga  — Iga) 


3oOna    l  +  séc2a=  ^  +  "^^^^  =  ^^"|^  .  ^+<^^^^-'. 
cos2a  co82a        8in2a 

=  tg2a.cotga  =  -!|^ 

lflr2a 
'g''=l  +  8ëc2a 

4.  On  a  8éc2a  =  — V-=— t*"^''"!" 

ces  2a       cos*  a — sm'  a 

si  Ton  divise  les  deux  termes  de  la  fraction  par  sin^a,  il  vient 

8éo2a=-^^* 
colg*  a  —  1 

6.  On  a  tg2a=.gill|°  =  ^"°^'''"° 

^  cos  2a        2  cos  2a  sm  a 

en  remplaçant  dans  les  deux  termes  les  produits  par  des  différences 
de  sinus  ou  de  cosinus  (  Trig,,  n«  46),  il  vient 

tg2a— ^y^^""^.^^ 
^  sinSa  — sina 

De  même,  on  peut  écrire 

tg3fl—  ^''^^  =  28in3a8ina 
^  cos 3a  "  2 cos 3a sina 

coft  2a  —  cos  ^4a 


tg3a  = 


sin4a  — sin2a 


..     sina  +  Bin6       2Bin  *  («  +  6)co8|  (a-6)  . 

«•  "S5iïï+^55F  =  „    -1-7- ,  .T—rr— .T="'«ï(»+*' 

'  2cos -s-(<*H~o)  cos-i- (a  —  0) 
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De  même 

.    ,         2cosi(a  +  6)8in4  (a  — fc)  - 

2  8in  -a-  (a  +  ojsiDw  (a  —  o) 

On  peut  également  substituer  à  certaines  quantités  numériques  les 
valeurs  correspondantes  des  lignes  trigonométriques  des  arcs  de  45*, 
de  60»,  etc.  Ezenaples  : 

>  On  peut  écrire        sin2a  =  co8  2(45* — a) 

si  Ton  remplace  le  cosinus  par  sa  ?aleur  en  fonction  de  la  tangente 
du  demi-arc  (n?  19),  il  vient 

l-i-tg«(45»  — a) 
8*  On  a       8in3a  =  38ina  — 4sin'a 

=t  4  sin  a  ( -T- — 8  in*  a  j 

=  4  sin  a  (  sin'  60»  —  sin*  a  ) 

=  4  sin  a8in(60  — a)  sin  (60«  +  a) 

De  même        cos  3a  =  4  cos'  a  —  3  cos  a 

=  4  cos  a  f  cos*  a  — -^  j 

=  4  cos  a  (  cos*  a  —  sin*  60»  ) 
=  4  cos  a  cos  (60o  +  a)  cos  (60»  —  a) 
Par  suite, 

^  4  cos  a  cos(60»  —  a)  cos(60  +  a)         »      ev      -r    /  6\  / 

Un  certain  nombre  de  ces  relations  n*ont  qu'un  médiocre  intérêt; 
les  autres  trouveront  leur  application  dans  quelques  cas  particuliers, 
par  exemple  dans  Tétude  des  séries  et  dans  la  simplification  des  for- 
mules trigonométriques.  (Voir  n«*  54  etsuiv.,  n«93.) 

22.  Pour  donner  une  idée  plus  exacte  de  la  variété  des  expressions 
par  lesquelles  il  est  possible  de  représenter  uoe  fonction  trigono- 
métrique,  ajoutons  un  petit  tableau  présentant  de  diverses  manières 
la  valeur  des  trois  lignes  principales  :  sin  a,  cos  a  et  tg  a.  La  véri- 
fication des  formules  de  ce  tableau  peut  oiTrir  la  matière  d'un  utile 
exercice. 
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âO  COMPLÉMENTS  DE  TRIGONOMÉTBIE 


§  5.  —  Démonstration  géométrique  de  quelques 
formules. 


23.  La  TrigODométrie  est  une  BcieDce  qui,  dans  toutes  ses  investi- 
gatioDs,  procède  surtout  par  le  calcul;  il  ji^est  pas  dans  son  esprit 
d^emprunler  des  démonstrations  à  la  Géométrie.  Voilà  pourquoi,  en 
particulier,  quand  on  veut  établir  les  formules  de  sin(a±:6)  et 
co8(a±:6),  la  méthode  des  projections  est  préférable  à  la  méthode 
géométrique.  Cependant  ces  deux  sciences  ont  trop  de  rapports  pour 
ne  pas  se  prêter  un  mutuel  appui  :  la  Trigonométrie  met  au  service 
de  la  Géométrie  do  nombreuses  et  puissantes  ressources;  mais  à  son 
tour  celle-ci  peut  éclairer  la  marche  de  la  Trigonométrie ,  et  il  n'est 
pas  sans  intérêt  de  voir  comment  on  peut  établir  géométriquement 
les  principales  formules  de  la  Trigonométrie.  Avant  de  présenter 
quelques  exemples  de  cette  recherche,  complétons  la  démonstration 
géométrique  donnée  dans  le  cours,  pour  trouver  8in(a=b6)  et 
co8(a±:6).  La  figure  dont  on  s'est  servi  semble  supposer  a>6  et 
a  +  6<90o;  mais  il  n^est  pas  nécessaire  que  Tare  a  soit  plus  grand 
que  b;  la  somme  de  ces  deux  arcs  peut  être  aussi  grande  que  Ton 
veut,  les  constructions  sont  toujours  les  mêmes.  Prenons,  par 
exemple,  le  cas  où  a  et  6  étant  moindres  que  90»  ont  une  somme 

plus  grande  que-^. 

Soient  AB  =  a  et  BC  =  6. 
J^:— ^>^  Menons  le  rayon  OB,  traçons  les  sinus  des 

/^_!^b>y^X        arcs  a,  6  et  a +  6,  puis  les  perpendiculaires  IL 
/           /      \      et  IH. 
L L.ZJJ ]         On  a  sin(a  +  6)  =  lL4-CH 

^  ^  *'^      ^        Or  les  triangles  semblables  CIH  et  OBP,  puis 
OIL  ot  OBP  donnent  sans  difficulté 
sin(a  +  6)  =  sina  C08  6  +  sin6  cosa 
Quant  à  cos(a  +  6)  on  a 

0Q  =  LQ~0L  =  1H-0L 
Or  lH  =  8inasin6    et    OL  =  cosa  cos6 

donc  OQ  =  sin  a  sin  6  —  cos  a  cos  b 

mais  à  cause  du  changement  de  sens 

co8(a-i-6)=— OQ 
d*où  cos  (a +  6)  =  cos  a  cos  6  — sin  a  sin  6 

On  trouverait  toujours  les  mêmes  résultats  en  modifiant  arbitraire- 
ment les  positions  des  points  B  et  G. 

Remarque.  En  appliquant  le  premier  théorème  sur  les  triangles 
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recUDgles  [Trig.,  n»  63),  on  pourrait  écrire  immédiatement  les  va- 
leurs des  lignes  IL,  CH,  IH  et  OL  sans  recourir  aux  triangles  sem- 
blables. Cette  modification  est  réclamée  par  les  nouveaux  programmes 
de  renseignement  spécial. 

24. 1»  Soit  à  démontrer  géométriquement  les  formules  d«  sin  (a ±  6) 
et  cos(a±6). 

Outre  la  démonstration  donnée  dans  le  cours,  il  en  existe  un  grand 
nombre  d'autres  ;  Tune  des  plus  remarquables  par  sa  simplicité  et  sa 
généralité  est  la  suivante,  due  au  célèbre  Cauchy  *. 

Cberchons  d*abord  directement  cos  (  a  ~  6  ). 

Soient  a  et  6  deux  arcs  quelconqties  ayant 
pour  origine  A  et  pour  extrémités  B  et  C. 

Abaissons  les  perpendiculaires  BP  et  CQ 
sur  le  diamètre  AA'  et  menons  CI  parallèle 
au  même  diamètre;  enfin  traçons  le  diamètre 
ce  et  menons  à  cette  ligne  la  perpendicu- 
laire BD. 

Quels  que  soient  a  et  b,  on  aura  toujours 

BC*=BÏ*  +  CÏ* 

on  BC*=(sina  — Bin6)»-|-(co8a— cos6)* 

Eo  développant  les  calculs  dans  le  second  membre  et  remarquant 

que  8in«a-|-cos*a  =  sin«6  +  co8'6  =  l 

il  vient  BC*  =  2--2(cosa  cos6  +  sina  sin6)  (1) 

Or  la  corde  BC  est  moyenne  proportionnelle  entre  sa  projection  CD 
et  Je  diamètre  CC';  d'ailleurs,  quelle  que  soit  la  position  de  BC,  on 
a  toujours 

CD  =  1— coB(a— 6) 

donc  BC»  =  2[i—co8(a  — 6)]  (2) 

En  égalant  ces  deux  valeurs  de  BC ,  il  vient 

cos(a  — fe)  =  cosa  cos6-|- sina  sin6 
Si,  dans  cette  formule,  on  change  le  signe  de  b,  on  a 

cos(a  +  6)  =  cosa  cos6  —  sina  sint 
Il  suffit,  dans  ces  deux  formules,  de  changer  a  en-^-f  a    pour 
obtenir  sin  (a±6)  =  sina  cos&ibsinb  cos  a. 


*  Caucht,  né  à  Parii  en  1789,  mort  à  Sceaax  en  1867,  fut  le  plus  Illaitre 
m»thénaUclea  et  l'an  des  pitu  grands  cbrétlens  de  notre  siècle,  n  résolut  toutes 
les  qnentlon»  que  ses  devanciers  avaient  cherchées  sans  succès  ;  toutes  les  parties 
des  mathématiques  sont  profondément  marquées  des  traces  de  son  génie.  Le 
rocoeil  de  let  œuvra ,  publié  par  r Académie ,  forme  26  vol.  in-4«. 
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25.  M.  Sarrus*  a  modifié  quelque  p^u  celte  démonstration,  de 
sorte  que  Ton  peut  se  dispenser  de  mener  CC  et  BD. 

Si  dans  (i)  on  fait  6  =  U,  cette  relation  se  réduit  à 

BG*  =  2  — 2co8a 

et  cette  relation  ayant  lieu,  quel  que  soit  a,  devient,  quand  on  y 

change  a  en  a— 6  ;   

BC*  =  2[1— co»(a  — 6)] 

c'est  la  relation  (2)  déjà  trouvée. 

26.  On  peut  encore  obtenir  sin(a  +  6)  par  la  méthode  suivante, 
qui  est  d'une  simplicité  remarquable. 

Soient  les  ares  AB  »=  a  et  BC  =  6. 

Du  point  B  menons  sur  les  rayons  ÔA  et 
OC  les  cordes  perpendiculaires  BD  et  BE, 
puis  joignons  DE. 

Toute  corde  étant  le  double  du  sinus  de  la 
moitié  de  Tare  sous-tendu ,  on  a 

^BD  =  2sina,   BE=i2sin6 
et  *       DE  =  2sin{a  +  6) 

Si  Ton  mène  le  diamètre  du  point  B  et  qu'on 
joigne  son  extrémité  F  aux  points  D  et  E,  on  aura  de  même 

DF  =  2cosa    et    EF  =  2co86 
Or  le  théorème  de  Ptoléuèe**  sur  le  quadrilatère  inscrit  donne 
imipédiatement 

BFxDE  =  BDxEF  +  BEXDF 

ou,  en  divisant  les  deux  membres  par  4, 

s\n{a'\-b)  =  s\na  cosb  +  sinb  ces  a 
(Voir  Exerc.  de  Géométrie,  n»4209.) 

27.  Soit  à  établir  par  la  Géométrie  le»  formules  : 


!• 


2* 


30 


1 — C08a  =  28in<n 


1  -|-co8a=2cos*-S- 


tg- 


V  i+( 


Soit  l'arc  AM= a. 

Joignons  M  aux  points  A  et  A\  puis  menons 
01  perpendiculaire  sur  AM  et  MP  perpendi- 


*  SARRini,  anden  profeaBoor  à  StrastMorg,  né  à  Saint -Allrlqae  en  1798.  On 
liU  doit  dirers  optucnles  IntéroMants. 

**  ProubciB ,  le  plus  célèbre  des  astronomes  de  l'antiquité, florissait  à  Alexan- 
drie vers  l'an  ISS  après  J.-C;  il  monmt  en  168.  On  loi  attribue  le  premier 
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culaire  sur  AA'.  Le  sinus  de  -^  sera  Ml ,  et  le  cosinus  01. 

!•  On  a  A'P  =  l+co8a    et    AP  =  1— cosa 

Mais  la  corde  AM  étant  double  de  MI ,  son  carré  en  ett  le  quadruple  ; 
donc  AM*  =  4  sin*  -2- 

d'ailleurs  AM*=2(1  — cosa) 

il  en  résulte  1— «osa==28in*-J- 


2•>  De  même,  le  carré  de  A'M  égale  quatre  fois  le  carré  de  01  ; 
donc  1 +cosa=2cos*-2- 

3»  L'angle  AMP  =  -S-,  ainsi  que  Tangle  A'; 
par  suite  tg^=AP^MP 

donc  ig.«=4P2lMP^jAP        1-^çosa 

oQuc  '«  T— MPXA'P-^ITF^  l+cosa 


28.  Soit  à  démonlrep  directement  sur  une  figure  les  formules  : 
4*  co8  2a  =  co8<a— sin*a 

2»  8in2a  =  28ina  cosa 

i'*  Solution.  Sur  la  figure  précédente,  soit  l'arc  AM  =  2a.  La 
corde  AM=2sina    et    OP  =  cos2a. 

1«  Dans  le  triangle  AMO,  on  a 

â:m*  =  ÔM*  +  ÔA*  — 20A.OP  =  2— 20P 

d'où      0P=  l=^Ml=^  (2— 4sin«a)=»1--sin«a-Bin«a 

Or  on  Yoit  que  1  — sin*aaKC08*a 

donc  co82a=soos<a— sin'a 


traité  de  Trigonométrie.  Ohmot  m  montré,  du»  sa  Oéomitrie  de  posMon,  que 
l'on  pouTait  déduire  du  théorème  de  Ftolémée  tontea  toi  formiaw  de  la  Trlgo- 
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2o  DaDS  le  triangle  AMP,  on  a,  d'après  le  théorème  des  projections, 
MP  =  AMco8AMP,    c'est-à-dire    sin2a=2sina  cosa 

2*  Solution.  Sin  2a  =  21H    et    cos  2a  =  OP  =  OH  —  AH. 
Or  le  triangle  rectangle  OIA  donne 

Al.  10 


1H  = 


=  8ina  cosa 


d'où 

et 

d'où 


OA 
sin  2a  =  2sin  a  cos  a 


OV 


0H=  -Q^rscos'a 


AH=-^  =  sin«a 


cos  2a  =  cos*  a  —  si  n  *  a 


29.  40  Démontrer  géométriquement  la  formule 
«p/^  I  fex^    tga4-tg6 

Soient  AB  =  a,  BC  =  6. 

On  a  tga  =  BR,  tg6  =  BS  et  lg(a  +  fe)  =  AT. 
La  valeur  de    i%{a-\-h)    peut  s'écrire  encore 
SH 

■(ïïr 

Déterminons  SH  et  OH. 

Les  triangles  semblables  SHR  et  OBR  donnent 

^H  _  PB 
SR"""  OK 


d'où 


SH=i&^Jl^ 


OH 


Mais 
ou 
d'où 


d'où 


donc 


HS*  ou  (BR -I-  BS)*=ÔR*  -|-  OS*  —  20R . OH 
BR*  -*- BS*  +  2BR .  BS  =  ÔR*  H-  ÔS*  — 20R .  OH 
20R.0H  =  ÔR*  — BR«  +  Ô5*-BS*-2BR.BS 
=2ÔB*— 2BR.BS 
=2  — 2tga  tg6 

^S(^  +  ^)-TJH  =  i-tgatg6 


On  démontrerait  de  la  même  manière  la  formule  de  tg(a  — 6). 
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30.  S»  Déterminer  par  la  Géométrie  les  valeurs  de  sinSa  et  co8  3a. 

Soit  AB  =  BC==GD  =  a. 
Menons  PH  parallèle  à  OB. 

8in3a=DG  =  DF  +  FH  — GH. 

Or  les  triangles  BOD  et  BDF  ayant  Tangle  B  commun  et  les  angles 
BOD  =  BDF  sont  semblables; 

donc  -m  =  m- 

d'où  BF  =  4sin«a  =  PH 

Les  triangles  semblables  BPO  et  HOP  donnent  : 
OH  __  PH 
"BF  — ÛB" 
d*où  GH  =  4BinSa 

PG        PH 
®^  -DP^IÔB 

d*où  PG  =  4sin*  a  ces  a 

doncsin3a  =  DF  +  FH-GH  =  BD  +  BP  — GH  =  3sina 
De  même  cos  3a  =  cos  a  —  4siD*  a  cos  a  ; 

en  y  sobstitaant  8in*a==l  —  co6*a^ 

on  trouve  cos  3a  =  4cos3  a  —  3cos  a. 


/ 


'!»  A 


(  Joi^es  DB.  ) 
48in'  a. 


31.  6*  On  peut  encore  démontrer  directement  par  la  Géométrie  la 
formule  qui  sert  à  résoudre  le  2«  cas  des  triangles.  On  renonce 
ainsi  : 

La  somme  de  deux  côtés  d'un  triangle  est  à  leur  différence  comme 
la  tangente  de  la  demi' somme  des  angles  opposés  est  à  la  tangente 
de  leur  demi-différence. 

Soit  le  triangle  ABC.  On  décrit  un 
cercle  du  sommet  de  Tangle  donné  G 
comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  au 
plus  petit  côté  b;  on  prolonge  BG  jus- 
qu'en I  ;  on  joint  AI  et  AD ,  et  par  le 
point  B  on  mène  une  perpendiculaire  à 
AI  ou  une  parallèle  à  AD. 

On  a    BI  =  a  +  6    et    BD=a  — 6. 


Appelons  m  Tangle  IBE  et  n  Fangle 
ABE. 


L'angle 


m  =  D=^ACI  =  -^(A  +  B) 


n=m— B= 


^(A-B) 


1' 
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or 


Bl   _   El   _  El  :  BE  __  Igm 
BD  ~ÂiEr"~ÀE:BE  "^  tgn 


„  +  6        tg^(A+B) 


"-^        tgl(A-B) 

.  On  voit  que  les  démoDslrations  trigODomélriques  de  ees 
formules  out  une  supériorité  incontestable  :  on  les  établit  par  la  Géo- 
métrie à  Taide  de  simples  procédés  sans  liaison ,  tandis  que  les  dé- 
monstrations données  par  la  Trigonométrie  sont  naturelles,  élégantes, 
méthodiques,  et  se  retiennent  avec  la  plus  grande  facilité. 
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GÉNÉRALISATION  DES  FORMULES 
POUR  L* ADDITION ,  LA  MULTIPLICATION  ET  LA  DIVISION  DES  ARCS 

g  1.  —  Addition  des  arcs. 


32.  On  peut  caloaler  facilement  le  sinuë  et  le  coêinuB  de  la  somme 
d^autant  d'arcs  que  l*on  veut,  en  fonction  des  Hn  et  des  eo«  de  ces 
arcs. 

En  effet,  si  Ton  veut  développer 

8in(a-f6  +  c)     et    C08(a  +  6  +  c) 

on  considère  la  somme  de  deux  quelconques  de  ces  arcs»  a-^-b,  par 
exemple ,  comme  un  seul  arc ,  et  les  deux  lignes  se  trouvent  exprimées 
en  fonction  de  sind,  cosc^  sin(a4-6)  et  co3(a-f-6).  Il  n^  a  plus 
qu'à  remplacer  ensuite  ces  deux  dernières  lignes  par  leurs  valeurs.  On 
obtient  ainsi  (Trig,,  applications  du  chap.  11,  3«j  : 

•in(a4-&4~c)=ilnaoo6  5co8c  +  tin6c<waooec  +  Bin<}co«aootb— ■inaBin&sinc 
coa(s-r^  +  e)=cosaoo«booBC  —  sinaiin&cose  — tinasindooeh  — dn^sinccosa 

On  passe  de  même  du  cas  de  trois  arcs  au  cas  de  quatre  arcs,  et 
ainsi  de  suite.  On  a  ainsi  les  formules  relatives  à 

sin(a-h6  +  c+...0 

et  co8(aH-6 +  C  +  ...Z) 

33.  Pour  obtenir  la  tangente  de  la  somme  de  plusieurs  arcs,  on  pro- 
cède de  la  même  manière.  Par  exemple  : 


tR  (a  +  6  +  c)  =  ^tg ^  H-  tp b+  tgc^tg g jgMg ( 
»KV«-ra-ro;       l-igaip^tgalgc-tg6tg 


On  peut  calculer  ainsi  de  proche  en  proche  la  tangente  de  la  somme 
de  quatre  arcs,  de  cinq  arcs,  etc.,  et  en  général 

tg(a  +  6+c-h...t) 
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34.  Ces  formules  soDt  données  directement  par  la  formule  de 
MoiVRB*  (Trig,,  Appendice,  n«  101). 

En  faisant  p  =  1 ,  on  a 

(cos  a  4-  sin  av/^)  (cos  b  +  sin  6v/— l)  =  cos  (a  +  6)  +  sin  (a  +  b)^^^ 

Si  le  nombre  des  facteurs  est  m,  on  a  pareillement  : 

(cos  a  +  sin  a/— 1)  (cos  6  +  sin  b^^^i) ...  (cos  i  -f  sin  (/ — l)  =: 

=  cos(a  + 6  H- ...  0  +  sin  (a4- 6+ ...  0/^^ 

Pour  avoir  la  partie  réelle  du  produit,  ou  cos(a  +  6  +  ...  j),  il 
faut  prendre  un  nombre  pair  de  sinus  :  sin  a,  8in6, ...  sin  j,  de  toutes 
les  façons  possibles,  les  multiplier  entre  eux  et  par  les  co$  des  arcs 
qui  n*y  figurent  pas  ;  on  fait  précéder  le  terme  obtenu  du  signe  —  si 
le  nombre  des  sin  de  ce  terme  n^est  pas  divisible  par  4,  et  du  signe + 
dans  le  cas  contraire. 

Pour  avoir  sin  (a -f- 6 +  ...(),  il  faut  prendre  un  nombre  pair  de 
sinus  de  toutes  les  façons  possibles,  les  multiplier  entre  eux  et  par 
les  cos  des  autres  arcs  ;  on  fait  précéder  le  terme  obtenu  du  signe  + 
si  le  nombre  des  sin  diminué  de  1  est  divisible  par  4,  et  du  signe  — 
dans  le  cas  contraire. 

Or  en  remarquant  que 

cosa-f  sinav/^  =  co8a(l  +tgav^— l) 

C08  6  +  sin  6/^  =  cos  6  (1  +  tg  6/^^) 

on  en  déduit  par  la  multiplication  membre  à  membre  : 

cos  (a  4-  6  + ...  I)  +  sin  (a  +  6  +  ...  ()  \f^  =  ^ 

=  cosaoos6...cos/(l  +  tgav/^nr)(l  +lg6v^)...(l +  lgi/=l') 

Les  termes  de  ce  produit  qui  contiennent  un  nombre  pair  de  tan- 
gentes sont  réels,  et  les  autres  sont  imaginaires.  Si  donc  on  représente 
par  P  le  produit  des  cosinus  des  arcs  a,  b,  c,  .,.  l,  par  S  la  somme 
de  leurs  tangentes,  par  S,,  S3,...  Sni>la  somme  des  produits  des  tan- 
gentes prises  2à2,3à3,  ...  m  à  m,  et  si  Ton  égale  entre  elles  les 
parties  réelles  d^une  part,  et  de  Tautre  les  parties  imaginaires,  on 
obtiendra  les  deux  formules  : 

8in(a4-6  +  c  +  .../)  =  P(Si-S3  +  S5-S7  +  ...)  (1) 

C08(a  +  6  +  c4-...()==P(l  — Ss  +  S4-S«  +  ...)  (2) 


*  MoiVRB,  membre  de  l'Académie  des  sciences,  né  à  Vitry-Ie-Fronçals  en  1667, 
mort  à  Londres  en  1766.  Il  manifesta  de  bonne  heure  un  talent  supérieur  pour 
la  géométrie;  le  mauTals  état  de  sa  fortune  l'obligea  de  donner  des  leçons  de 
mathématiques  pour  Tlyre.  Newton  professait  pour  lui  la  plus  grande  estime, 
et  quand  on  venait  lui  soumettre  quelque  difficulté  scientifique,  11  conseillait 
de  s'adresser  à  Molvre  comme  <  possédant  tontes  choses  beaucoup  mieux  que 
lui-môme  ».  Les  Transactions  de  Moivre  sont  un  recueil  de  mémoires  très  in- 
téressants. 
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En  les  divisant  membre  à  membre ,  il  vient  : 

tg(a+t+c+...o=-f^5|^»;zg;+;;;         o) 

Par  exemple ,  la  dernière  formule  donne ,  pour  le  cas  des  trois  arcs 
a,  b,  c: 

itr(a  I  b  \  ç]—    tg<*  +  tg64-tgc  — tgatg6tgc 

35.  Les  formules  précédentes  peuvent  encore  être  obtenues  par  une 
méthode  entièrement  élémentaire  qui  consiste  à  faire  voir  que  si  elles 
sont  vraies  pour  m  —  1  arcs  a,  b,  c,  ...  k,  elles  sont  également  vraies 
quand  on  prend  un  arc  (  de  plus.  Car  alors  étant  démontrées  direc- 
tement pour  2  arcB,  elles  le  sont  pour  3,  pour  4,  ...  pour  m. 

Soit  p  le  produit  des  cosinus  des  arcs  a,  h,  c,  ...  k;  s^  s^,  Sm,  la 
soinme  des  produits  de  leurs  tangentes  prises  2à2y3à3,...m — i 
à  m  —  1.  On  a  par  hypothèse 

sin  (a  +  6  4-c H- ...  + /c)=:;)(«i  — «8 +  «5  — «7  +  ...) 
cos(a  +  6  +  c4-...-f^)  =  p(l—»î  +  »4  — ««  +  ...) 
Or,  si  Ton  considère  la  somme  aH-6-fc-H...-f/c  comme  un  seul 
arc  a',  on  aura 

sin  (a'  H-  f  )  =  cos Z  (sin  a'  +  tg ^  cos a') 

coB  (a'  4-  f  )  =  cos  /  ( cos  a'  +  tg  <  sin  a') 
et,  en  y  remplaçant  sin  a'  et  cos  a'  par  les  valeurs  précédentes,  il  vient 
sin(a'-hO  =  P[(«i  +  lgO-(»3  +  »«tgO  +  («8  +  »*tgO-...] 
cos(a'  +  /)  =  P[l-(«^  +  »,tgO  +  («*  +  »3lgO-...] 
Mais  les  quantités    $^  +  tg l,  s^-^Siigl,  8^  +  8^igl,  etc.,   sont  res- 
pectivement égales  à  Si,  ^,  S3,  ...  ;  les  formules  (1)  et  (2)  sont  donc 
démontrées  *, 

§  2.  —  Multiplication  des  arcs. 


36.  Si  Ton  change  6  en  2a  dans  les  formules  de  sin(a  +  ^)» 
cos  (a  +  6)  et  tg  (a  +  6],  on  obtient  le  gin,  le  cos  et  la  tg  de  Tare  3a, 
ce  qui  donne 

sin  3a = 3sin  a  —  4sin'  a 

cos3a  =  4cos'a  —  3cosa 


^^-"^ê:^ 


*  La  première  idée  de  œtte  démonstration  paratt  appartenir  à  M.  Dsbbotxb, 
profetMar  an  lycée  Fontanes,  auteur  de  plnsienrs  ouvrages  très  estimét.  Bet 
Quê9tUmê  de  Trio<mwnitri6  renferment  Fun  dea  recneila  de  problèmes  les  plus 
intére»ant«  qui  aient  été  publiés  Jusqu'à  ce  Jour. 
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On  passe  de  la  même  manière  du  cas  de  3a  à  celui  de  Aa,  etc.,  et 
en  continuant  on  exprime  sinma^  ces  ma  et  \gma  respectivement  en 
fonction  de  sina^  cosaet  tga. 

Ce  résultat  peut  aussi  s'obtenir  directement  à  Taide  de  la  formule 
de  MoiVBE  (Appendice,  n»  102). 

On  peut  également  le  déduire  des  formules  (1),  (2j  et  (3)  du  numéro 
précédent  en  y  faisant  tous  les  arcs  égaux  à  a  et  en  remplaçant,  dans 
les  deux  premières,  les  tangentes  par  les  rapports  du  sinus  au  co- 
sinus. Le  raisonnement  est  le  même  que  celui  qui  est  donné  en  algèbre 
pour  passer  du  produit  (x  +  a)  (as-f  6)  ...  (œ  +  O  à  (x  +  a)''.  On 
obtient  ainsi  : 

8lnma  =  wtoos*^<arina-  ""^"^"^^^^""^^  cob*»-» a >ln> a  + ...  (A) 

^^^^ -,        m(m— 1)      __•     .  ,     ,  m(m— l)(m— 2)(m— 3)      -_*    _.  x         ,_, 

co« ma —oob"» a —:: — ooi"» "«iln'aH — -^= ;— »— » — ^^ ^oo**  *a8iii*a.„  (B) 

1.3  1.2.3.4 

m(m— l)(m  — 2)  ^  a      , 
t.  mtgg --3 tg»a  +  ... 

,        m(m-l)      ,     ,     m(m-l)(m-8)(m~3)       .  ^^^ 

1  1.2  ^      ^  1.2.8.4  **  "• 

37.  Les  formules  de  Simpson  (Trig.,  n«  57)  offrent  le  moyen  de  cal- 
culer d*une  manière  uniforme  et  très  simple  les  sinus  et  cosinus  de 
tous  les  multiples  d*un  arc. 

En  effet,  les  relations 

sin  (m  -|- 1  )  a  Œ  sin  ma .  2cos  a  —  sin  (m  —  i  )  a 

cos  (  m  +  4  )  a = cos  ma .  2cos  a  —  cos  (  m  —  1  )  a 

donnent  la  règle  suivante  :  Loraque  des  arcs  sont  en  progression 
arithmétique,  on  obtient  le  sinus  ou  le  cosinus  d'un  terme  quelconque 
en  multipliant  le  sinus  ou  le  cosinus  du  terme  précédent  par  2  fois 
le  cosintis  de  la  raison,  et  en  retranchant  du  produit  le  sinue  ou  le 
cosinus  du  terme  qui  précède  de  deux  ran^s. 

Si  les  arcs  considérés  sont 

0,  a,  2a,  3a,  ka,  ... 

Tapplication  de  cette  règle  donne 

8in2a  =  28taLaooea  oos2a  =  2cos^a— 1 

8lnSa=8aina  — 48in*a  ooe 3a  ==  4 ooa' a ^  8 oos a 

Bln  4a  =  (4  afna  —  Sain'  a)  coia  coa  4a  =  8  coe*  o  —  8  coa*  a  + 1 

'    lin  3a = 6  8ln  a  — 20  sin' a +  18  «In' a  ooe  Sa  »  16  oos' a  —  20  ooe^a  +  6  ood  a 

aln6a=a(«cosa~82oofl'a  +  32oos^a)BiDa  co8  3a  =  82co8®a— 48co8*a  +  18ooi*a  — 1 
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§  3.  —  Division  des  arcs. 


38.  Les  formules  qui  permettent  d*obtenir  les  lignes  trigonomë- 
triques  de  la  moitié  d'un  arc,  soit  en  fonction  du  cos,  du  sin  ou  de 
la  ig^  sont  toutes  du  second  degré.  La  recherche  des  formules  qui 
donnent  les  lignes  trigonomélriques  du  tiers  d'un  arc  demande  la 
résolution  d'équations  du  3«  degré.'  En  effet,  on  a  déjà  vu  (Appen- 
dice, n«  97)  que  les  valeurs  de  cos -ij- en  fonction  de  cos  a  dépendent 

de  réquation    x'  —  -r-  a?  --  -j-  =  0 .    Il  en  est  de  même  de  sin  -~  ;  car 

si  dans  la  formule    sin3a=3sina  — 48in'a,    on  met -^  au  lieu  de 

a,  et  que  Ton  remplatïe  Pinconnue  sin  -i-  par  x,  et  par  6  la  quantité 
donnée  sin  a,  il  vient 

qui  est  du  3«  degré.  Elle  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  signe 
de  6. 

Réciproquement,  la  solution  du  problème  de  la  trisection  deTangle 
fournit  le  moyen  de  résoudre,  à  l'aide  de  la  Trigonométrie,  les 
équations  du  3«  degré.  (Foir  l'Appendice,  no  98.) 

39.  On  peut  démontrer  très  simplement,  soit  à  Taide  d*uoe  formule, 
soit  à   Taide  d'une   figure,  que  l'équation  par   laquelle  on  obtient 

coa-n-^t  ^^  ^*  degré,  qu'elle  a  ses  racines  réelles  et  généralement 

inégales,  et  qu'elle  donne  deux  séries  d'arcs  formant  deux  résultats 
identiques. 

lo  Les  arcs  qui  correspondent  à  un  cosinus  donné  sont  compris 
dans  la  formule  2/cic±:a;  ceux  qui  correspondent  au  cosinus  du  tiers 

d'un  arc  sont  donc  représentés  par        „    ^  ou  k .  -j-  Hh  -S- .  Cher- 
chons à  déterminer  les  extrémités  de  ces  arcs. 

2-r 
Les  arcs  représentés  par  k .  -^  sont  terminés  à  l'origine  A  et  aux 

points  C  et  D  symétriques  par  rapport  à  AA'  ;  donc  les  arcs  compris 

dans  la  formule  k .  -.7-  =b  -7-  sont  terminés  en  six  points  N  et  N', 

Ni  et  Ni',  N,  et  N« ,  qui  sont  les  extrémités  de  trois  cordes  paral- 
lèles à  BB'.  Il  est  clair  que  ces  arcs  ont  en  général  trois  cosinus  dif- 

Digitized  by  LjOOglC 


32  COMPLÉMENTS   DE  TRIGONOMÉTRIR 

férenU;  si  donc  une  même  équation  donne  ces  trois  cosinus,  elle  est 
du  3«  degré;  ses  racines  sont  réelles  et  généralement  inégales. 

2»  Soit  OP  un  cosinus  donné;  les  arcs  cor- 
respondants sont  terminés  en  M  ou  en  M'. 
Considérons  d'abord  les  premiers  :  on  les  ob" 
tient  en  ajoutant  ou  retranchant  à  un  premier 
arc  AM  =  a  une,  deux,  trois...  circonférences. 
Si  AN  est  le  tiers  de  a,  on  obtiendra  les  arcs 
cherchés  en  ajoutant  ou  retranchant  à  celui-ci 
des  tiers  de  circonférence ,  ce  qui  donnera  une 
première  série  d'arcs  terminés  aux  sommets 
du  triangle  équilatçral  NNjN].  De  même,  si 
—  AN'  est  le  tiers  de  Tare  —  AM  =  — a,  et  qu'à  partir  de  N'  on 
porte  des  tiers  de  circonférence,  on  obtiendra  une  nouvelle  série 
d'arcs  terminés  aux  sommets  du  triangle  équilatéral  N'Ni'Nj'.  Or  les 
deux  points  N  et  N'  étant  symétriques  par  rapport  à  AA',  il  en  est 
de  même  des  points  N|  et  N|',  N^  et  N^';  par  suite,  les  arcs  terminés 
aux  sommets  du  second  triangle  ont  mêmes  cosinus  que  les  arcs  ter- 
minés aux  sommets  du  premier  triangle.  Ainsi,  le  problème  de  la 
recherche  du  cosinus  du  tiers  d'un  arc  admet  en  général  trois  solu- 
tions différentes  ;  Téquation  qui  les  fournit  doit  donc  être  du  3"  degré. 
Pour  que  cette  équation  ait  deux  racines  égales,  il  faut  que  deux 
sommets  du  premier  triangle  soient  symétriques  par  rapport  au  dia- 
mètre AA',  et  par  suite  que  Tautre  sommet  soit  A  ou  A'  ;  alors  Tun 
des  arcs  cherchés  égale  0  ou  ic,  et  par  conséquent  a  égale  0  ou  3ic. 
Dans  le  premier  cas,  Téquation  a  pour  racine  simple  1  et  pour  racine 

double  — -Ç-;  dans  le  second  cas,  elle  a  —1  pour  racine  simple  et 
4-  -i-  pour  racine  double. 

40.  Pareillement,  Téquation  qui  donne  sin-^est  du  3*  degré;  elle 

a  ses  racines  réelles  et  généralement  inégales,  et  les  deux  séries 
d'arcs  répondant  à  la  question  rentrent  l'une  dans  l'autre.  Pour  le 
démontrer,  il  suffit  de  répéter  identiquement  tout  le  raisonnement 
qui  précède ,  après  avoir  fait  tourner  la  figure  précédente  d'un  qua- 
drant. 

41.  Enfin  l'équation  qui  donne  tg-^est  aussi  du  3«  degré;  elle  a 
ses  racines  réelles  et  inégales. 

En  effet ,  si  dans  la  formule 

tg3^^  3tga---tg3a 

on  change  a  en-^,  que  l'on  remplace  l'inconnue  tg^  paras,  et  la 
quantité  donnée  tga  par  b,  on  obtient  l'équation  du  3*  degré 
œ»  — 36x«  — 3x-l-6  =  0 
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Cette  équation  a  ses  trois  racines  réelles;  car  les  arcs  qui  corres- 
pondent à  la  tangente  donnée  sont  compris  dans  la  formule    kjt  +  a; 

donc  les  tiers  de  ces  arcs  sont  donnés  par  la  formule  ^  ^  +  -f-*  Or 
les  arcs  k .  -^  sont  terminés  aux  six  sommets  d*un  hexagone  régulier  ; 

par  suite,  les  arcs    ^-7-  +  -f'    ^®  terminent  aux  extrémités  de  trois 

diamètres.  Ceux  qui  ont  leurs  extrémités  diamétralement  opposées 
ont  môme  tangente  ;  par  conséquent,  on  n'obtiendra  que  trois  tangentes 

différentes.  Donc  Téqualion  qui  donne  tg  -^  a  ses  trois  racines  réelles. 

De  plus,  il  est  impossible  que  deux  racines  soient  égales,  puisque 
lee  extrémités  de  trois  arcs  consécutifs  sont  sur  une  même  demi-cir- 
conférence. 

Ce  résultat  peut  se  constater  aussi  simplement  à  Taide  d'une 
figure. 

42.  De  même,  si  Ton  veut  obtenir  sin-j-,  cos-^,  lfi>X'  i^  ^'*^<^^^ 
remplacer  a  par  ^  dans  les  formules  qui  donnent  Bin4a^  cos4a  et 

tg4a,  et  Ton  aura  à  résoudre  des  équations  du  4*  degré  ayant  leurs 
racines  réelles  et  généralement  inégales. 

43.  En  général,  dans  les  formules  qui  donnent  sin ma,  cos ma  et 
Igma  [no  36,  (A),  (B),  (C)],  si  Ton  remplace  «  çar-^,  on  obtient,' 

pour  déterminer  sin-^,  cos~   et  tg-^,  des  équations  qui  sont 

généralement  du  degré  m,  et  dont  la  résolution  sort  des  éléments.  Un 
raisonnement  tout  semblable  à  celui  qui  précède  établit  que  ces 
équations  ont  leurs  racines  réelles  et  généralement  inégales. 

Voici  ce  raisonnement  emprunté  à  la  Trigonométrie  de  Briot*  : 
i«  Cos-—-.  —  La  relation  (B)  (n«  36),  dans  laquelle  on  remplace 


g 
m 

de  la  forme:        A,ap*  —  A,a^-'-fA4ap»»"- *—...  =  6 


a  par  -^,  donne,  pour  déterminer  cos  -*-,  une  équation  du  degré  m 


*  Briot,  né  à  Saint -Hlppolyto  (Donbs)  en  1817,  admis  premier  à  TÉcoIe 
normale  snpérienre  en  18S8,  reça  doctenr  trois  ans  après.  II  est  aatenr  d*im 
grand  nombre  de  mémoires  et  de  traités  classiques  remarquables  par  leur 
clarté  d'exposlUon.  Rn  1896,  il  fut  nommé  professeur  à  la  Faculté  des  sciences 
de  Paris.  Il  est  mort,  le  20  septembre  1882,  au  vlUage  d*Ault  (Somme). 
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Les  arcs  qui  admettent  le  cosinus  donné  aboutissent  à  deux  points 
M  et  M'  symétriques  par  rapport  à  AA^  Si  l*on  prend  la  m'*»*  partie 
des  arcs  terminés  en  M,  on  obtient  une  première  série  d^arcs  aboutissant 
aux  sommels  d*un  polygone  régulier  de  m  côtés»  De  même,  si  Ton  prend 
la  fn'^«  partie  des  arcs  terminés  en  M',  on  obtient  une  nouvelle  série 
d^afos  aboutissant  aux  sommets  d'un  second  polygone  régulier  symé- 
trique du  premier  par  rapport  au  diamètre  AÂ'.  Les  arcs  terminés 
aux  sommets  du  second  polygone  ayant  mêmes  cosinus  que  les  arcs 
terminés  aux  sommets  du  premier,  on  obtient  ainsi  m  valeurs  dilTé- 

rentes  pour  cos— >  et  par  conséquent  Téquation  a  ses  m  racines 

.réelles,  différentes  et  comprises  entre  -^1  et  -fi* 

Pour  que  Téquation  ait  des  racines  égales,  il  faut  que  deux  des 
sommets  du  premier  polygone  soient  symétriques  par  rapport  à  AA', 
et  alors  tous  les  sommets,  excepté  ceux  qui  coïncident  avec  A  ou  A^ 
seront  symétriques,  deux  à  deux,  par  rapport  à  AA'.  —  Si  m  est 
impair,  Tun  des  sommets  coïncidera  avec  Tun  des  points  A  ou  A'  ; 

Tune  des  valeurs  de  Tare  —  sera  0  ou  ic;  la  valeur  correspondante 

de  l*arc  a  sera  elle-même  0  ou  rmz;  et,  par  conséquent,  le  cosinus 
donné  sera  égal  à  -f-1  ou  à  — 1.  L'équation  admet  la  racine  simple 
+  1  OU  —1  ;  les  autres  racines  étant  égales  deux  à  deux,  si  Pon  di- 
vise le  premier  membre  par  »  —  1  ou  par  »  +  !,  on  obtiendra  un 
quotient  carré  parfait.  —  Si  ,m  est  pair,  il  y  a  deux  cas  à  distinguer: 
lo  le  polygone  peut  avoir  deux  sommets  sur  le  diamètre,  Pun  en  A 
et  l'autre  en  A'.  Pour  la  raison  qui  vient  d'être  donnée,  Téquation 
admet  les  racines  simples  -f  1  et  —1;  ses  autres  racines  sont  égales 
deux  i  deux,  et  si  l'on  divise  le  polynôme  par  x^  —  1,  le  quo- 
tient sera  carré  parfait.  2*»  Si  aucun  sommet  n'est  placé  sur  AA', 
la  distance  du  point  A  au  point  voisin  sera  la  moitié  de  l'un  des  arcs 
sous- tendus  par  les  côtés  du  polygone,  et    par  conséquent  égal 

â  -^;  la  valeur  correspondante  de  a  sera  n,  et  le  cosinus  sera  égal 

à  —1.  Dans  ce  cas,  toutes  les  racines  sont  doubles,  et  le  polynôme 
est  un  cérré. 

2*  Sia~.  ^  L*équation  qui  donne  sin  ^  se  déduit  de  la  même 

manière  de  la  formule  (A)  (n<>  36).  Quand  m  est.  impair,  on  a  immé- 
diatement une  équation  du  degré  m  en  sin  a;  mais  si  m  est  pair,  on 
doit  remplacer,  dans  le  premier  membre,  ces  a  par  ^i  —  siu^a,  puis 
élever  au  carré  les  deux  membres,  ce  qui  conduit  à  une  équation  de 
degré  2m.  Mais  cette  équation,  ne  renfermant  que  des  puissances 
paires  de  l'inconnue,  peut  être  remplacée  par  une  équation  de  degré 
m,  comme  on  le  fait  en  algèbre  pour  résoudre  l'équation  bicarrée. 

En  répétant  le  même  raisonnement  que  dans  le  cas  de  oos  -^  >  on 
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démontre  aue  cellô  équatioQ  a  tgutes  ses  racines  réelles  et  générale* 
ment  inégales. 

3«  tg— .  —  De  même,  réquatioQ  qai  donne  ig—  «a  déduit  de 

la  relation  (C)  (n<>  36);  elle  est  aussi  du  degré  m,  elle  a  toutes  set 
racines  réelles  et  inégales;  car  à  la  tangente  donnée  correspondent 
les  arcs  k-n  +  a;  si  Ton  prend  la  m*^*«  partie  de  ces  arcs,  on  a  les 

arcs  compris  dans  -''^'^—  qui  sont  terminés  aux  sommets  d'un  poly- 
gone régulier  de  2m  côtés;  mais  comme  les  sommets  sont  deux  à 
deux  diamélralement  opposés ,  on  n*a  pour  tg  -^  que  m  valeurs  dia^ 
tinctes. 


44. 


ExemplM.—  I.  CaUuUr    tg^, 


Dans  la  relation     tg4a  =  i  _|_ Sf  ^    Xia^ — '    ^^  ehange  a  en 
^,    puis  on  pose    tg-^=»x    et    tga^6,    ce  qui  ddnue  Téquation 

6a^  +  4x*  —  6to«— 4ap  +  6=0 
Elle  est  réciproque  inverse  et  donne  successivement 
6(»4-f.i)  +  4(a»— a>)  — 66aî«=0 

En  posant    «  — -i.=y,    d'où    flB«  +  -^»V*  +  2, 

on  a  6(V«  +  2)  +  4y  — 66  =  0 

ou  6v*4-4y— 46=0 

d'où  j/  =  |-(-i±v6«  +  l) 

Pour  avoir  x,  il  faut  substituer  chacune  des  deux  racines  v'  et  y" 

dans  la  relation    x^  —  yas — 1 = 0,    ce  qui  donne  pour    tg  -y    quatre 

valeurs  deux  à  deux  inverses  et  de  signes  contraires. 

Dans  le  cas  particulier  où  6=0»  l'équation  a  une  racine  nulle  et 
une  racine  infinie  ;  il  reste    a0S^1x=O,    d'où    m^±i, 

II.  Calculer    cob-S-. 

L'équation  qui  détermine    cos-v>    quand  on  donne  eosn  est 

»•— iO«»(i  — œ«)+to(l  — «•)>=»6  (1) 

ou  16»»  — 20»* +  505  — 6=0 
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Elle  admet  des  racines  égales  quand  le  cosinus  donné  est  égal  à 
4-1  ou  à  — 1;  alors  le  premier  membre  de  l'équation  devient  : 
dans  le  !•'  cas 

16aîK— 20îc3  + 505  —  1  =  (a;  —  i)  (4aî«  4-20;  — 1)«=0 
et  dans  le  2*  cas 

16x»  — 2005' +  5aî  + 1  =  (x  + 1  )  (4b«  — 2aî  + 1  )*=0 
Les  racines  de  Téquation    4a5*  +  2aj  —  1  =  0    sont  les  valeurs  de 
cos  — ff-     et  de    cos  —jr-  ; 

mais  on  a     cos  -^  =  sin  -^     et    cos  -jî-  »=  — sin  45- 

ainsi  les  valeurs  absolues  des  racines  de  cette  équation  sont  les  moi- 
tiés des  côtés  des  deux  décagones  réguliers.  Les  longueurs  de  ces 

deux  côtés  sont    -^  {/5±  1  ). 

Quand    6=0,    Téquation  (1)  devient 

16x»  — 20aî»-|-5a;  =  0 
elle  admet  pour  racines  les  valeurs  de 

coe^,    cos.8f.    cos^.    co8««,    cos^'^ 
ou  008:^,    co8f.    -cos-^,    -^,    cob3^ 

ou  enfîn        sin -g-,    0,    —  sin-J^,    —gin -5,    ^'^y 

En  doublant  les  racines  positives,  on  a  les  côtés  des  deux  pentagones 

1    I =■ 

réguliers  -jV10±2v/5 

IlL  Calculer    sin  ^. 

En  opérant  comme  précédemment  sur  la  relation  qui  exprime  sin  6a 
(n»37),  on  a 

±:2a?/l— aj>[3(l— aî«)î  — 10x»(l— aî»)4-3aH]  =  6 

ou  =t2xy/ri:^«(lôa;*  — 16a;«-i-3)  =  6 

En  élevant  au  carré,  on  est  conduit  à  T^quation  du  12«  degré 

4a;«(aî«  — l)(16œ*  — 16aî»-f  3)«  +  6«  =  0 

ou    102/iaî««  — 3072x10  +  3456x8  — 1792x«  +  420aî*— 36iB« +  6»  =  0    (1) 

L'exposant  12  étant  le  produit  des  facteurs  premiers  entre  eux  3 
et  4,  on  peut  ramener  la  résolution  de  cette  équation  à  celle  d'une 
équation  du  3«  degré  4y'  — 3y  -f  6  =  0,  puis  de  Téquation  bicarrée 
4x*  —  4x*4-i/*  =  0,  dans  laquelle  on  introduit  les  trois  racines  de 
Téquation  précédente. 
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L'équation  (1)  admet  des  racines  égales  quand  le  sinus  donné  6 
est  égal  à  liil  ou  à  0.  Dans  le  {«^  cas,  le  premier  membre  est  le 
carré  du  polynôme  du  6«  degré  32a:«  — 48«*4-i8aj*  — 1;  dans  le 
2*  cas,  Téquation  devient 

4a;«(x«  — 1)(16»*  — 16x«-|-3)«  =  0 

elle  admet  deux  racines  simples,  +1  et  —  1 ,  et  cinq  racines  doubles*. 

45.  aomarqne.  —  Il  est  important  de  remarquer  que  la  détermina- 
tion de  ^-^,  008—  et  tg^  ne  dépend  que  d*équations  du 
2*  degré,  si  m  est  une  puissance  de  2;  car  après  avoir  trouvé  sin  -S-, 
cos-^  et  tg-^  en  fonction  de  sina^  cosa  ou  de  tg  a,  on  pourra 
trouver  de  la  même  manière  sin  y,  ^^x  ^  ^T'  ^^^^  '^'^7' 
cos|-    et    tg-|^,    etc. 

46.  On  peut  déterminer  les  lignes  trigonométriqnes  d'une  infinité 
d'arcs  compris  entre  0  et  90»,  par  de  simples  extractions  de  racines 
carrées.  Tels  sont  les  arcs 


etc. 


■^'     3.2-'    "57^'     3.5.2-»»     17.2-»' 
En  ^et,  on  connaît   8inw==0   et   oosw=  — 1;   on  en  déduit   sin-^ 
et    cos-S-,    qui    sont    d'ailleurs  connus;   puis    sin-î-    et    cos?-, 

sin -g-    et    cos^-,    ...    sin-^     et    cos-^;    cette  opération  n'exi- 
gera que  des  extractions  de  racines  carrées. 

De  même,  on  connaît   8in-j  =  cos^  =  ^    et   cos-^s-^^,    d'où 

sin^;    on  en  déduit    sin  j^   et    cos-^^,    ...    sin  ^^    et 


«»-Ô=r- 


Les  côtés  du  pentagone  et  du  décagone  donnés  par  la  Géométrie 
*  Ces  deux  denden  exemples  sont  empnmtés  à  la  Ttigonométrit  de  Bbio^. 
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font  connaître  sin-S-  et  cos-^;  on'en  déduit  sin-jr-^  et  coa  J^, 

On  a  encore  ^=|.-^ 

donc 

sm  ^==Bin|  co8:^~co8|.8in:^  =  4- y/lTTa/S -T^""* +^) 
co8:^=co8^co8^+8in-g.8m^=^y/l0+2v/5  +  -g-f--*+V^ 
ain8i  Ton  peut  calculer  les  siflus  et  cosinus  des  arcs  a  m^a»  ^ 
^  ?^^  par  de  simples  extractions  de  racines  carrées,  quels  que 
soient  m  et  n. 

En  général,  si  Ton  connaît  les  lignes  trigonométrlques  de    —    et 
^f  p  et  q  étant  premiers  entre  eux,  on  pourra  calculer  facilement 

celles  de   -^.    En  effet,  on  peut  trouver  deux  nombres  entiers  a  et 
pq 

p ,  tels  que  Ton  ait  pa  —  gp  =  1 

ou  «»-J.  =  _L;     d'où     a,^-S,^  =  ^^ 

q     p     pq'  q     ^  p     pq 

or  a  et  p  sont  entiers,  et  Ton  connaît,  par  la  formule  de  Moivrb,  le 

sinus  et  le  cosinus  de   a .  -^   et  aussi  de    S .  — ;    donc  on  aura  ceux 
q  ^    p' 

de  -^,  en  appliquant  les  formules  de    sin(a— 6)    et    cos(a^&). 

Cette  théorie,  qui  trouve  son  application  dans  le  calcul  des  élé- 
ments des  polygones  réguliers ,  permet  de  former  le  tableau  suivant  : 

Sin.  et  C08,  des  arcs  ^  . 
8in  ^  =  5-^/2- Va +  \/2  cos-^  =  iy/2+v/2lvf 


'"32 
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Sin,  et  COI.  des  arc$  -5  " 


372-- 


'4g- 


Sin.  et  co(.  de*  arc*  -êr^r' 


siii-|-=|-V'lO-2/5  «)s-f-  =  i(i+v'î) 


=it'-v/^ 

-iVs-v/^ 

i/s+v^ 

"«»îr=iT2-v2+V'^^5^    «««ïô 


^=iV2V2+\/^2^ 


En  faisant  usage  des  formules  de  sin  -^  et  cos  i  en  fonction  de 
sin  a,  on  obtient,  sous  une  autre  forme,    sin-^,    ^^^m    ^^  celles 


qui  s^en  déduisent  : 
Sin.  et  coê.  des  arce  -^^* 


8in-^  =  co8^  =  |(V3+V^-V5^) 
.in^  =  cos-^  =  l(H-V^) 
sin  ^  =  cos -^  =  1(^5  +  /^- VW^) 
8in^  =  cos-g-  =  |VlO-2v/5 
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8ill-^=C08^  =  4t/Z 


-gj-=C08-gj-  =  -j» 

sin-«5-=C08-*J-  =  4(l+^S) 

sin  -^•-  008  -^  =  j(v'5+^5+  V3-V/5) 

8in^=co8-^=4Vw  +  2v/5 

8ill-^=C08-|j-=-J-(v'3+t/5+V5^) 

Stn.  «(  eot.  de*  ares  T-v^ôir-    (^^  *  '""'^  <^*"  l**'  sont  déji 

écrits.) 

sin -^  =  CO8 -^  =  4  v/ÏÔ+2^y— J  (  -  i +»/F) 
8iii-^=coB-^  =  |v'lO  +  2t/5+if  (-1+V^) 
8in:^=coB^  =  J.(l +^5)  +  if  V'w-2v^ 
8in:gL=oo8-g-=i|lVlO  +  2^+i(-l+/6) 

(Voir  plus  loin  les  sin.  et  ces.  des  arcs  de  3®  en  3®,  n«  48.) 
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§  4.  ^  Recherche  des  valenrs  numériques  des 
sinus  et  cosinus  de  certains  arcs. 

io  Calcul  des  dn  et  oot  des  arcs  de  9®  en  9^. 


47.  On  calcule  d*abord  sin  18*,  et  cos  i8<»  qui  sont  le  demi -côté  et 
Tapothème  du  décagone  régulier  inscrit. 

La  Géométrie  donne    sin  18»  =  -^  (  /î—  1  ) 


co8i8«=Y/l-^(v^-iP=iV^10  +  2v/S 

De  ces  deux  valeurs  on  déduit  sin  9®  et  cos  9»  au  moyen  des  for- 
mules  qui  donnent  sin  -s-  ^  ®^  <^b  "7  ^  ®^  fonction  de  sin  a.   On 

obUent  sin  9* = ^  (Vi+V^  —  V»— V^) 

4 

cos9o=  |(v/3+V5  +  VWS) 

Les  mômes  valeurs  donnent  encore  sin36«  et  co8  36<»  au  moyen  des 
formules 

8in2a=2Bina  cosa 

et  C08  2a =008*  a —sin*  a 

Pour  multiplier  (v^  — 1)  par  Vi04-2v/5,  on  élève  le  premier 
facteur  au  carré,  puis  on  rintroduit  sous  le  radical  du  second  en 
multipliant  ce  carré  par    10  +  2v/S.    On  a  ainsi 

sin3e*=-|-ViO-2v/5 
co83e»=-5-|v/5  +  i) 

On  déduit  sin  27«  et  cos  27«  de  sin  54«  et  cos  54o  qui  sont  respecti- 
vement égaux  à  cos  36*  et  sin  36^,  car  les  arcs  de  54*  et  de  36«  sont 
complémentaires. 

On  a  8in27o=l(\/54.v/S  — \/3— /s) 

cos27o = ^(v/S+v^  +  Va-/») 
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Quant  aux  lignes  trigonométriques  des  arcs  de  45»  et  de  30»,  la 
Géométrie  les  donne  directement. 

sin  45»  =  cos  45» = "2^  V^ 
8in30»  =  ^ 
oog30>  =  -|v^ 

G©  calcul  permet  de  former  le  tableau  suivant  : 

•in^  =  8in9o  =co88i«=i(V3-|-v/5-V5-V^) 
co8^  =  cos9o  =sin8i<»  =  -i-(V3+^5-f  V»-v/5) 
8in^  =  6ini8o=co8  72o  =  |(v/5-i) 
cos -^  =  ces  IS» = sin  72*  =  ^  VÎÔTVS 
sin  ^  =  8in27««co8f53«  =  |(V5+v/^-.  Vs-v^) 
C08-^=C08  27»  =  8in63o  =  |(V5  +  v/5+V3-'/?) 
sin-|-  =  Bin36o=sco8  54»  =  -^VlO-2v/5 
008-^  =co836«»=8in54o  =  ^(v/5  +  l) 
sin -J- =  sin  45»  =  008  45»  =  Tj- v^ 

2^  Sintu  et  ooiîntu  dei  aroi  de  3^  en  3^. 

48.  Les  formules  des  sinus  et  cosinus  des  arcs  de  18*,  30*  et  45» 
suffisent  pour  obtenir  celles  des  arcs  de  3*  en  3°;  il  suffît  de  re- 
marquer que  48«»  =  18*  +  30»  et  que  30  =  48°  — 45«».  Lorsqu'on  a 
le  sinus  et  le  cosinus  de  3<>,  on  applique  les  formules  sin  2a,  ces  2a, 
puis  8in(a  +  6),  co8(a-h6)»  etc.  Ce  calcul  permet  de  former  le 
tableau  suivant  : 


sin3'>  =cos87o=^(v/5  +  l)V3-/5--|-(v/5-i)\/5-fV^ 
8in6«  =cos84«=-^v/i0  — 2v^--g-(l4-v/5) 
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BiD9*  =co8  8io=iv^3+v/5  — ^V5-v^ 

8În  12«»=oo8  78o=|-\/l0  +  2v/5-  -^(-1  +v/Ç) 

8m24<»=co866*=-^(i+V^)  — -^\/i0  +  2/g 
8in27<»  =  co863»  =  ^\/5+v^— ^V/a— /S 


8in30»=coB60»=^ 


8m33o  =  co8  57«  =  ^(v/5  +  l)V/3-y/5+^(/5-i)V5+v/^ 
8in36<»  =  coBÎ$4o==-^V'iO  — 2v/5 

8in39«»  =  co8  51<»=-^(v/5-hi)V3+y/54-4(v^— *)V^-V^^ 
8m42o=co848«=-Î^V'i0  +  2v^  — -^(-1  +/5) 


sin  45* = cos  45* = -TT  V 


8in48'=coB42»  =  ^V^ÏÔ+2v^+  -^(  — i  +V^) 

8io5!»=co8  39o=|(v/5  +  l)V/5-v/8"+-g-(/^-ilV34-/5 

8in54«  =  co8  36»=-5.(i+v^) 

8io57»  =  co8  33*  =  -^(/Î4-l)V»  +  V^— ■g-{/^-i)V3-/5' 

8in  60»  =  cos  30»  = -g- v^ 

8iD  63»  =  C08  27o  =  ^  V'sTv^  + -^  ^3^^ 

8in66-=cos24*  =  -|-(i  4-V^)+-^ViO-2v/5 

Digitized  by  CjOOQIC 


44  COMPLÉMENTS  DE  TRIGONOMÉTRIE 

8in69<»=C0821o=-g-(/î  +  1jV3-fv^5  +  -g-{v^-l)V5-v'5 
sin  72»  =  C08 18* = -ç  VlO  +  2  v/S 
8m75»=co8l5<»=-^V2  +  /5=i(v^^  +  V'2) 
8m78»=:co8l2<»=.i^Vl0  +  2v^  +  -^(  — i+V^^) 
8in81«=co89*  =-|V3+v/5  4-^V5— v^ 
Bin84o=co86o  =lv/l0-2v^+  ^(1  +^5) 

8m87*=co83«  =-^(/5  +  l)\/5+v^  +  ^(v^3"— i)V^3-v/5 
8in90»=co80o  =4 

49.  On  peut  aussi  obteuir  direclemenl  le  sious  de  10^  et  celui  de  i^. 
En  effet,  la  formule  de  sin 3a  donne 

8in30«=38in10»  — 48in'10« 
si  Ton  fait    a?  =  sin  10»,    on  a 

^=3aî  — 4aî8 

Les  valeurs  numériques  des  racines  de  cette  équation  seront:  pour 
la  plus  petite  racine  positive,  le  sinus  de  10<»;  la  plus  grande  racine 
positive  sin  50»,  et  la  racine  négative  —  sin70«. 

Il  est  évident  que  sin  10»  +  sin  50»  —*  sin  70o=0,  de  sorte  que  Ton 
peut  facilement  vérifier  l'exactitude  des  racines  obtenues. 

Or,  puisque  Ton  peut  calculer  sin  10«  et  que  sin  9«  est  connu,  on 
peut,  par  un  calcul  des  plus  simples,  obtenir  sin  1*  et  cos  1«,  puis  le 
sinus  et  le  cosinus  d'un  multiple  quelconque  de  i^. 
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RELATIONS  ENTRE   LES   LIGNES   TRIGONOMÉTRIQUES  D'uNE  SÉRIE 
d'arcs  en  PROGRESSION 

§  1.  —  Des  séries  en  général. 


50.  On  déaigne  en  général  sous  le  nom  de  série  une  suite  indéfinie 
de  termes  qui  se  succèdent  suivant  une  loi  déterminée.  Ainsi  les  pro- 
gressions arithmétiques  ou  géométriques  sont  des  séries. 

51.  Les  sénés  qui  offirent  le  plus  dUntérêt  sont  les  séries  conver^ 
genUs,  c^est-à-dire  les  séries  dont  la  somme  des  termes,  quel  qu'en 
soit  le  nombre,  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite.  Une  progression 
géométrique  décroissante  est  une  série  convergente,  car  on  sait  que 
la  somme  des  termes  pris  en  nombre  aussi  grand  que  Ton  veut  ne 
dépasse  pas  la  limite  donnée  par  la  formule 


limS=- 


1-g 
a  désignant  le  premier  terme  et  g  la  raison.  (Algèbre,  n»  339.) 

52.  Pour  qu^une  série  soit  convergente,  il  faut  deux  conditions: 
i*  que  les  termes  aillent  en  décroissant,  au  moins  à  partir  d*un  cer- 
tain rang;  c*est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  le  n**^  terme  tend 
ver$  %éro.  Cette  condition  est  suffisante  si  les  termes  sont  alternati- 
vement  positifs  et  négatifs.  2»  11  faut  que  la  somme  d'un  nombre 
quelconque  de  termes,  pris  à  partir  d'un  certain  rang,  aille  en  di- 
minuant, à  mesure  que  le  terme  pris  pour  point  de  départ  va 
en  s*éloignant;  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  la  êomme  de 
tant  de  termes  que  Von  veut ,  à  partir  du  n»*"»,  doit  tendre  vers  zéro. 
Cette  seconde  condition  est  suffisante  :  elle  renferme  la  première. 

L'Algèbre  indique  les  divers  caractères  auxquels  on  peut  recon- 
naître qu'une  série  est  convergente;  elle  donne  également  des  règles 
pour  calculer  le  degré  d'approximation  sur  lequel  on  peut  compter, 
lorsqu'on  ne  prend  que  la  somme  des  n  premiers  termes  d'uc^série. 

^  ^  ^  "^  jigitizedbyVjOOglC 
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COMPLÉMENTS  DE  TRIGONOMÉTRIE 


53.  Lorsque  la  série  que  Ton  considère  est  une  progressiou ,  on 
peut  obtenir  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  à  Taide  des 

formules    S  =  -^i)-^      et    S  = -?i^  =  ^^-"T ^i ,    selon  que 

la  progression  est  arithmétique  ou  géométrique.  (Algèbre,  n-  320  et 
336.)  Mais,  en  oebors  de  ce  cas  spécial ,  il  n'existe  aucune  loi  générale 
pour  obtenir  soit  la  limite  de  la  somme  des  termes  d'une  série  con- 
vergente, soit  la  somme  d'un  nombre  donné  de  termes  d'une  série 
quelconque.  C'est  la  nature  des  termes  et  leur  loi  de  succession  qui 
seules  peuvent  suggérer  la  marche  à  suivre. 

Voici  quelques  exemples  choisis  parmi  les  séries  trigonométriques 
les  plus  simples  et  les  plus  usitées.  On  remarquera  que  la  sommation 
8*efrectue  en  changeant  chacun  des  termes  de  la  série  proposée  en  la 
différence  de  deux  termes. 

§  2.  —  Formules  pour  la  somme  des  sinus  ou 
des  cosinus  d'une  série  d'arcs  en  progression 
arithmétique. 


54.  !>-•  Méthode,  —  Soient  n  arcs  en  progression  arithmétique,  h  la 
raison  de  la  progression ,  et  S  la  somme  des  sinus  de  tous  ces  arcs. 
Dans  la  formule  (26) 

cosTa— ^^  — cos^a-f  -2-)=2sinasin -j- 

si  l'on  change  aena  +  A,  a  +  2h,.,.  a  +  (n— 1)A,  on  a  successi- 
vement 

"co8(a-4)-oo»(a+4)]-»--'' 


sin(a  +  A)  = 
sin(a  +  2A)  = 


cos(a  +  4)-cos(a  +  ^)]  :28in4 
cos(a+^)-cos(a+T^)l  I^sin- 


:  2  sin  • 


sin  [a  +  (n~l)A]  ==  [cos(a  +  ''-'^^/i)-cos(a  +  ?^l^^^ 

Si  l'on  ajoute  membre  à  membre,  il  vient 

S=[cos(a--^)-co8(a+-^^^/i)]  -.^sin-^ 
ou,  en  changeant  le  numérateur  en  produit  (formule  26) 


,(, 


n  — 1 


nh 


sin  (  a-\-  -^V-^  '*)  sin  -g- 


Sin- 
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55.  2*  Mélhode.  —  Soit  à  calculer 

S  =  sin  a  -f  sin  (a  +  /i)  4-  sin  (a  +  2/i)  + ...  -f  sin  [a  +  (n  —  1  )  A] 

Multiplioos  les  deux  membres  par  2sm/^ 

2Ssin/i=2sina8inA4-28inAsio(a4-/*)+...+28inA8in[a4-('*— 1)/^] 

Si  roD  traosforroe  chaque  double  produit  de  sinus  eu  une  différence 
de  cosinus,  il  vient 

2Ssin/i=|co8(a  — A)  — co8(a  +  A)|  +  |co8a— co8(a  +  2/i)  |  +  ... 
+  |co8[a+(n— 2A)]  — C08(a4-n/i)  | 

Réduisant,  il  reste 

2Ssin/i  =  (co8(a— A)+co8a|  — |co8[a4-(n— l)A]-f-cos(a+n/i)| 

=  2cos  (o— -^)  cos-j-— 2co8  (a+ -?^^ /i)  ces -^ 
=  2cos4  [cos  (a- 4) -008  (a+  2npL  ^)] 

=  4co848in(a+^/i)8ini^ 
4  ces 4  8in  (a  +  ^^^h\  sin  ^ 

d'où  s= ±. \-^  .nu./ X 

2sin/i 
4  cos -^ sin  (a+  ^^^^h\  sin  ^ 


^Icos-^ 


ou  enfin 


__8in(a+^J./.)sin^^ 


sin-^ 


56.  3*  Mélhode.  —  Prenons  sur  une  circonférence,  à  partir  d*un 
quelconque  de  ses  points,  n  arcs  égaux  à  h. 

Soient  les  arcs     AB  =  BG  =  CD  = ...  =  KL  =  /i 

on  aura  les  cordes 

AB=BC-CD8...«KLs28in4 
et  AL  =  28111^2'* 
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Or,  si  Ton  projette  le  contour  polygonal  ABCD...KL  et  sa  résul- 
tante AL  sur  une  droite  faisant  avec  AB  un  angle  a,  il  viendra 

ABco8a  +  ABoo8(a  +  /i)  +  ...  +  ABcos[a-f  (n  — l)/i]  = 
=  ALco8(a  +  ^^^^/i) 

d'où    St  =  ^cos(a+^/i)  =  -^î^co8(a+^A) 

z 
Cette  formule  donne  la  somme  des  cosinus  de  n  arcs  en  progression 
arithmétique;  en  y  changeant  a  en     -^~a    et  /i  en  —/i,  on  a  la 
formule  trouvée  précédemment 

♦>  — i  i.\  -:-  ^f^ 


^in(a+!^^h\sm^j 


sin'4 

57.  En  opérant  sur  la  formule  (24) 

sinra+4-)— sin(a— -|-^  =  2cosa  cos-g- 

comme  on  Ta  fait  précédemment  (n»  54)  sur  la  formule  (26),  on 
obtiendra  pour  la  somme  Si  des  cosinus  des  mêmes  arcs  en  progres- 
sion arithmétique 


Si 


^cos[a  +  (n-l)-^]8in^ 


sin^ 


formule  que  Ton  peut  aussi  déduire  de  la  précédente  en  changeant  a 
en  -^  — a    e%  h  en  ^h. 

2n 

58.  BMBttpqM.  Dans  les  deux  formules  qui  précèdent,  si    h=-^^ 

alors  sin  -7y-  =  sinic  =  0;  la  somme  des  sinus  ou  la  somme  des  co- 
sinus des  angles  considérés  est  zéro.  Ainsi,  par  exemple,  la  somme 
des  sinus  et  celle  des  cosinus  des  arcs  qui  ont  pour  extrémités  les 
sommets  d*un  polygone  régulier  inscrit  dans  le  cercle  trigonométrique 
sont  égales  à  zéro.  —  Le  théorème  n«  97  n*est  qu*un  cas  particulier 
de  cette  propriété. 
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Plus  généralement,  si  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  et  positifs, 
m  étant  plus  grand  que  n,  et    h=—^,    la  somme 

sin"»a  +  sin*  {a-{-h)  +  sin"  (a  +  2/i)  -f ...  +  sin"»  [a  +  (n— 1)  /*] 

est  indépendante  des  angles.  11  en  est  de  même  quand  on  remplace 
les  sinus  par  les  cosinus. 

Celle  propriété  a  de  fréquentes  applications. 


S59.  Si,  dans  les  mêmes  formules,  on  fait  A=a,  il  vient 

-f  1)a 

Ai — ' — SIQ  —K- 


sin  -^ — ft  ^    sin  -*r- 


sina  +  8in2a+  8in3a  +  ...  +  sin  na=: 


a 
sin^ 


cos-i—W-^sm-s- 
co8a  +  cos2a  +  coB3a4-...-f  cosna= 


a 
sm-^ 


le  quotient  de  ces  deux  sommes  est    tg  ^  j"     a. 

En  faisant    h=2a,    on  obtient 

sin*  na 


sin  a  +  8in3a  +  sinSa  +  ...  +  sin  (2n— 1  )  a=- 


sina 
co8a  +  co83a  +  cos5a  +  ...  +  cos(2n— l)a  =  4-5^||^ 

En  diVisant  ces  deux  sommes  Tune  par  l'autre,  on  trouve  pour 
quotient    tgna,    car  la  seconde  somme  peut  s'écrire 

sin  na  ces  na 


60.  Supposons  maintenant  que  les  n  termes  de  la  série  soient  alter- 
nativement positifs  et  négatifs,  et  que  Ton  cherche  la  somme  des 
termes 

sin  a— sin  (a  + /i)  +  sin  (a  +  2A)  — ...  +  (— l)*-*  sin  [a  +  (n— 1) /i] 

On  rend  tous  les  termes  positifs  en  écrivant 

sinaH-sin(a  +  /i-f  «)  +  sin(a-f2/i4-2TC)  +  ...  +  8in[a-f  (n— l)(/i-fii)] 

et  le  résultat  se  déduit  du  précédent  par  le  changement  de  h  en 
h  +  iQj  ce  qui  donne 


_  8in  [a+  (n-iyA  +  .)-|  ^j„  n^h^ 
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De  môme 

cosa  — co8(a  +  AJ  +  coB(a  +  2A)-.... +  (— i)»-ico8[a  +  (n  — l)/i] 

donne      S.  = L ^  -,-  -  J ^    _- 


61.  Si  Ton  suppose  h  =  a,  ii  vient 


sina — 8iD2a+8in3a— ...+810  na  =  . 


2  ""       2 


sin^i^ 


C08a  —  C082a  +  C083a— ...  +  cosna  = = ; = 

Sm rr 


De  même,  ni  h  =  2a,  on  obtient 
■Ina  — B!n8a+ iln  «a— ...-+•  ifn(în  — Do 


8ln|^aH j Jaln 


a  +  iz 

(g  +  n) 


a  + Un 

_.      O  "t"  't 

En  divisant  Tune  par  Tautre  ces  deux  dernières  sommes,  il  vient 

sin  g  —  sin  3a  +  810  Sa  — . . . .    n-j-i  /     ,     » 

cosa— co83a4-cos5a— ...       ^     j— V»-r«; 

§  3.  —  Somme  des  puissances  semblables  des 
sinus  d*arcs  en  progression  arithmétique. 

62.  Soit  à  trouver  la  somme  des  carrés  des  sintis  d'arcs  en  progrès^ 
sion  arithmétique 

8in«a  +  8in«  (a  +  A)  +  sin»  (a  +  2/i)  + . ..  +  sin*  [a  +  (n  —  1)  /i] 

Dans  la  formule  (B,   Trtg.,  n«  39)      8in*a=^(i— .cos2a);     en 
changeant  a  en  a  -f-  h,  il  vient  successivement 

Bin«(a  +  M  =  Y  [i  — cos2(a  +  A)] 
8int(a  +  2/i)  =  ^[1— C082(a  +  2A)] 
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en  ajoutant 

S=-^  — -|[cos2a4-co82(a  +  /i)+co82(a  +  2/i)4-...] 

_  _n  _ ^Q8[2a4-(n~l )  h] sin nh 
2  2sïnh 

On  tronyerait  de  même  la  somme  des  carrés  des  cosinus. 
Si  Ton  fait  h=a,  on  aura 

sîn»  a  +  sin«2a  +  sînt  3a  + ...  +  8in«na= 5^  — -^5!^+JJ^?iiB^^ 

2  2sina 

et  si  Ton  suppose  h  =  2a 

8in»a  +  8in*3a  +  sint  5a  +  ...  +  sint  (2n--i)  a  ==  4  — -2îi2i*iHIÎt± 

'         2  2  Bina 

et  de  même  pour  les  cosinus. 

63.  SoU  à  trouver  la  somme  des  cubes  des  sinus  d'arcs  en  progres- 
sion orithméHque 

8in»a  +  sin'(a4-/i)  +  sin»(a  +  2/i)+...  +  8in»[a+(n-l)A] 
La  formule    sin3a=38ina  —  4sin'a    donne 
sin'a=  x(3sina~8in3a) 
en  changeant  a  en  a+h,  il  vient  sniJCessivement 

8În»(a  +  A)  =:-j[38in(a  +  A)  — 8in3(a  +  A)] 
fiin»(a  +  2A)  =  ^[38in(a  +  2A)  — sin3(a  +  2A)] 

en  ajoutant 

S=|-[8ina  +  8in{a-f-A)4-Bin(a  +  2A)  +  ...]- 


ou 


— -j[8in3a  +  8in3(a  +  /i)  +  8in3(a  +  2A)  +  ...] 
3   sin(a  +  ^^A)8in:^       ^  ^8in(3a  +  i*^3/i)sin^ 


Si  Pon  suppose    h=sa,  on  aura  pour  la  somme 
sin»  a  +  sin«  2a  +  8in»3a  + ...  sin»  na 

Digitized  by  LjOOQIC 


52  COMPLÉMENTS  DB  TRIGONOMÉTRIB 

64.  Soit  à  trouver  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des  sinus 
d'arcs  en  progression  arithmétique 

8in*a4-8in*(a  +  /i)  +  8m<(a  +  2/i)4--..  +  8m*[a+(n— i)A] 
Ed  élevant  au  carré  la  formule  (B,  Trig.,  n*  39) 

4 

Bin*  a = 4- (1  —  coB  2a) 
il  vient  sin^  a  ==  -^^  (1  —  2  cos  2a  +  cos*  2a) 


=  |(l-2c082a  +  l=lfii«) 


OU  enfin         sin*a=-g^(co84a— 4co8  2a  +  3) 
en  changeant  a  en  a  +  A,  il  vient  successivement 

Bin*(a  +  A)  =  ^[co8(4a  +  4/i)  — 4cos(2a  +  2/i)  +  3] 

En  ajoutant 

«— ,  3n       C08[4a-Kn— l)2/i]sin2n/t        coB[2a  +  (n— l)/i]8innh 
^—   8   "^  8Bin2A  2BinA 

De  même  pour  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des  cosinus 
a       3n    ,    C08r4a4-(n— l)2/i]8in2n/^    ,    008[2a  +  (n— 1)/il8innA 
^="-5"  + 8im2A     + ^ 28inA      

65.  En  vertu  de  la  remarque  (n«  58),  ces  formules  se  simplifient 

2n 

beaucoup  lorsque    h=s  — ^;    dans  le  calcul  précédent,  par  exemple, 
les  sommes  des  n  termes 

cos4a  +  cos(4a  +  4/i)  -f- ...  =  0 

cos2a  +  co8(2a  +  2A)  +  ...  =  0 

3n 
et  il  reste  seulement  -g-. 

§  4.  —  Sommation  des  termes  de  quelques  autres 
séries  trigonométriques. 

66.  Soit  à  trouver  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 

sin  a  sin  2a  +  sin  2a  sin  3a  +  sin  3a  sin  4a  +  •*• 

On  remplace  chaque  terme  par  une  différence  de  cosinus,  à  Paide 
de  la  formule  (26) 

cosg  — co8p  =  28in-^(p  +  g)8in-2-(p  — ^) 
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qu'on  écrit     sin  a sin 6  =^ -^^  cos (a  —  6)  —  ^  ^^^ (<*  +  ^) 

et  Ton  retombe  sur  les  sommations  précédentes.  On  a  pour  la  somme 
des  termes 

4 

S=-H-  cosa  — -ô-CcosSaH-cosSa-f  cos7a+  ...) 

ss-s  cosa •■ ^i^ i— J 

2  2sina 


a C03(n  4- 2)  g  BIP  na 

sina 


=  ^co8a --^ 


67.  5ot<  à  iron/œr  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 

tg«+j«g-|+4tgf+...+-^ftgç^ 

Cherchons  d*abord  une  formule  pour  décomposer  chaque  terme  en 
la  différence  de  deux  autres. 

Dans  la  formule    cotg(a  +  t)=  'ZigVXigb      i ^^ig..  n«2!>), 
si  Ton  fait    6= a,    il  vient 

d'où  tga  =  cotga  — 2cotg2a 

Donc  4tg-|.  =  |cotg|--cotga 


-SîTT  ^  2«-i  =  ^ff^'^^f^-^^'-^r^i'^^e-^ 


en  ajoutant  S=:  ^_^  cotg  ^^  —  2 cotg 2a 

Si  Ton  pose -2;^:=p,  le  terme  i^i^i  cotg -^^r  =  "^  cos  p -^ ; 
or,  si  Ton  suppose  que  n  augmente  indéfiniment,  cosp  =  i  et 
YinT^*^^'  ^^^  *®  limite  de  la  série  précédente,  quand  n  augmente 
indéfiniment,  est  lim.S=-î 2  cotg  2a 
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On  peut  remarquer  que  diaprés  la  formule  2  cotg  2a  +  tg  a  =3  cotg  a, 
on  a  l_colga  =  ^tga  +  llg|+-g-tg|+... 

Si  Ton  fait    a=-^,    il  vient,  en  divisant  par  2, 

68.  fi>ot<  d  trouver  la  somme  des  n  première  terme»  de  la  série 
sëca8éc(a  +  6)-f-séc(a  +  6)Béc(a+26)+Béc(a  +  26)Béc(a  +  36)  +  ... 

La    formule   (28)     tgo— tg6=  ^'°(^^\)     permet  d'écrire  : 
^     ^       ^  o         ces  a  C08  6     *^ 

8éca8éc(a  +  6)  =  ^j^^  [tg(a4-6)  — tga] 
8éc(a  +  6)8éc(a  +  26)  =  -^^-[tg(a+26)-tg(a  +  6)] 

En  additionnant     S=---g  [fg(a-hn6)  — tga] 

69.  Trouver  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 

séca  8éc2a  +  8éc2a  8éc3a  +  ... +  8écna8éc(n  +  i)a 

i^  Solution,  —  Soit  S  la  somme  cherchée.  On  a  (formule  28) 

A  X  /      .  4\  ^         Bin[(n  +  i)a^na] 

sécna8éc(n  +  l)a==-.-^-.     eo8(^  +  i)^eo8a 

ou  8écna8éc(n  +  l)a=  tg(nH-i)a-tgna 

^  '  sma 

Si  dans  cette  formule  on  fait  successivement    n  =  1 ,  2,  3,  ...,    on 

obtient  séc  a  séc  2a  =  ^g^^  — ^g» 

sma 

8ée2a8éc3a=  tg^^-'f^g" 
sma 


8écnaBéc(n  +  l)a=*g("  +  9"-M?»'L 

^  ^  sma 

ajoutant  g^  tg(n  +  1)a-tga 

**  sina 

Si    n=oC,    la  série  a  une  somme  inflnie. 

2«  Sofw^ton.  —  On  peut  trouver  la  somme  des  termes  de  la  série 
proposée,  à  Taide  d'une  interprétation  géométrique.  Si,  dans  le  cercle 

Digitized  by  LjOOglC 


RBLATIOHS  BRTHB  LBS  LIGNKS  TRIGONOM^RIQUES  55 

Irigonoinélrique,  on  prend,  à  partir  de  Torigine  A,  des  arcs  successifs 
égaux  à  a,  on  aura 

8éca  =  0Ai,    8éc2a=0A,,    ...    8éc(nH-l)a  =  0A„+4 

d'où  S  =  OAi .  OAj  -f  OA, .  OA3  -h  ...  0A„ .  OA^+i 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  sina,  les  termes  du  second 
membre  représenteront  les  doubles  des  triangles 
AiOAi,  AtOA,.  ...,  et  Ton  aura 

8  rfna  =  AiOAs  +  AjOAs  +  «.  AnOA^+i  =  AiOA«+i 

Or, 

surface  AiOA„+i  =  OAi .  OA,+i  sin  na 

donc    Ssina=sécaséc(n  +  l)asinna 

a      2sinna8éc(n  +  l)a 

ou  O  = • — R  — - — - — 

sin  2a 

Cette  démonstration  suppose  Tangle 

(n  +  1)a<| 

On  peut  se  proposer  de  yérifier  l'identité  des  résultats  obtenus  par 
ces  deux  solutions.  La  dernière  somme  peut  8*écrire 

2[8in(n-fi)acosa  —  8inoco8(n-|-1)a] 
2  sin  a  cosa  co8(n4-l)a 

ou  sin  (  n  H- 1  )  o  cos  a  sin  a  —  sin*  o  cos  (n  +  \)a 

nu* a  cosa  cos(n  +  i)a  ^ 

sin(n  +  4)a sino 

sin  a  cos(n  +  4)<*       sin  a  cos  a 


ou 


ou  enfin 


sin  a 


§  5.  ^  Produit  des  termes  de  quelques  séries 
trigonométriques. 

Au  lieu  de  la  somme  des  termes  d^une  série,  on  peut  en  demander 
le  produit,  La  seule  règle  que  Ton  puisse  donner,  dans  ce  cas,  est 
de  chercher  à  mettre  tous  les  termes  sous  la  forme  de  fraetiont, 
telles  que  le  numérateur  de  chacune  entre  comme  dénominateur  dans 
la  suivante ,  ou  inversement. 


70.  Soit  à  trouver  la  limite  du  produit 


a  a  CL 

cos  75-  •  cos  ^  .  cos  -^ 


l-g-.COS^.OOB-y   ...COStj;^ 

quand  n  tend  vers  Vinftni.  (École  navale.) 
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8in  a = 2  sin  -|  cos  -^    peut  s'écrire 
C03  "*          ^'"'* 

C08-J- 

28m| 

«"Y 
28in-|. 

eoû-B. 

""2^-1 

En  multipliant, 

p  = 

2Bin.^ 
sin  a 

2»8m^ 

Or  la  limite  du  dénominateur  est  a,  car  en  général  TexpreBsion 

m  sin—    peut  s'écrire    asin  — :— ,    et  quand  m  croît  indéfini- 
m     '^  mm 

ment,  la  limite  du  rapport  du    sin—    à  Tare    -^    étant  Tunité 
*  *^r  m  m 

{Trig.,  n*  53),  celle  de  l'expression    m  sin—    est  a.  Donc  on  a, 
pour  la  limite  de  P,    iÎB±. 

Cette  série  est  souvent  appelée  série  (TEuler*, 

Si  l'on  suppose    a=-^,    d'où    sin  a =1,    on  a 

lim.  cos-î  cos-^  cos-^...=  — 


par  suite,  ii  = 

"^  '  TZ iz 


cos  -F  cos  -x-  cos 


^cos^cos^... 

li.  Soit  à  trouver  le  produit  des  n  facteurs 

(1  +  séc2a)  (1  +  séc4a)  (1  +  séc8a) ...  (1  +  séc2"a) 


*  BuLTO,  né  à  Bftle  en  1707,  était  membre  de  TAcadémie  de  Saint  •  Péters- 
boarg  et  membre  étranger  de  F  Académie  de  Parla  ;  il  a  étendn  et  perfectionné 
tontes  les  parties  de  l'analyse  mathématique  dans  les  innombrables  mémoires 
qu'il  a  écrits.  Il  mourut  en  1783. 
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On  a 

i-rooo^.**  côs^ô  co82a        8m2a  ^  ^ 

c'est-à-dire  l+8éc2a=-^~- 

pareîUement  4  +  séc  4a  «  -^^ 

tR2"a 


i  +  8éc2^  =  ^ 


=T^ 


En  mullipliant ,  P  =  ^^ 

72.  Soit  à  trouver  le  produit  des  n  facteurs  : 

(2co8a  — l)(2cos2a  — l)(2co8  4a  — i)...(2cos2»-«a  — i) 

o^r^^      4—   4co8*a— 1        2co82a-f-i 
^co8a-i--2co8a  +  r-  Scosa  +  i 

n--„rv-      ._4co8«2a  — 1  _,2cos4a4-l 
-coBza     ^—  2cos2a  +  l  ~2coB2a  +  l 


o^rvoO«-i«     4       4co8«2»-<a  — 1  2co8  2*a  +  i 

En  multipliant,  P  =  2co8  2''a4-1 

^        '  2  C08  a  + 1 

73.  5otï  à  trouver  le  produit  des  n  facteurs 

(C08 1  +  C08^)  (008 1.  +  C08 -^)  (C08|  +  C08|-) ...  (C08  ^  +  C08|^) 

On  a 

a  ,  6         *^«'-^-^o«*-|^       1     C08^-C08tjA^ 

co«ljr  +  coB2ir= 5 6~  =  l'     /    a 5" 

^■î5r-co8-5;r  2008-55^-008 -^ir 

de  même 

a  b 

a      ,  6  1     ^^■5»^"^^'^r=â 


a  b 

C08-5pj^— 008-^fZT 


.  «    I  -«-  ^       ^       cosa  —  0086 

1^  +  008-^  =  ^.— 5—— ç- 
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En  multipliant.  P  =  ^  .      c^»^" - co» »^ 


C08  -KT-  —  C08 


-^-COB-gs- 


74.  Soil  à  trouver  la  limiie  du  produit  à  Vinfini 

(,_tg.|)(i-.g.«)(i_.g.-)... 

La  formule  de  cos  a  en  fonction  de  tg  ^   (n«  19)  permet  d'écrire  : 


a 

C08»-j 


En  mnUipliant, 


cos  a  cos^cos^-- 


C08*-n"  C08*-^C08*-g...  C08-5-C08-^  C08-g  .. 


/  sin  o  \       tg  a 


L 
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CHAPITRE  V 

DBS  IDENTITÉS 

§  1.  —  Méthodes. 


75.  En  Trigonométrie  comme  en  Algèbre ,  on  donne  le  nom  dHden' 
tiUs  à  des  relations  entre  les  lignes  trigonométriques  d^un  ou  de  plu- 
BÎeurs  arcs ,  et  qui  sont  vraies  quelles  que  soient  les  valeurs  aUribuêes 
à  ces  arcs.  Ainsi  les  relations  fondamentales,  les  formules  relatives 
à  Taddilion  des  arcs  et  toutes  celles  qui  en  sont  déduites,  etc.,  ont 
lieu  quels  que  soient  les  arcs  que  Ton  considère  :  ce  sont  donc  des 
identités. 

76.  Il  y  a  deux  méthodes  générales  pour  démontrer  ou  pour  véri- 
ûer  une  identité  :  Vanalyse  et  la  synthèse. 

Uanalyse  est  le  mode  de  démonstration  qui  prend  pour  point  de 
départ  la  vérité  à  établir,  et  qui  en  déduit  par  une  série  de  raisonne- 
ments une  proposition  reconnue  vraie.  Dans  la  solution  des  pro- 
blèmes, elle  ramène  la  question  cherchée  à  une  seconde,  celle-ci  à 
ane  troisième,  etc.,  jusqu'à  ce  que  Ton  arrive  à  une  question  que 
Ton  sache  résoudre. 

La  synthèse  est  la  méthode  inverse  :  partant  d*une  proposition  dé- 
montrée ou  évidente,  elle  cherche  à  arriver  de  déduction  en  déduc- 
tion à  celle  que  l'on  veut  établir. 

L'analyse  est  la  méthode  dUnvention;  c'est  le  secret  des  décou- 
vertes. Appliquée  à  la  démonstration  des  théorèmes,  elle  a  l'incon- 
vénient de  paraître  ordinairement  plus  laborieuse  et  moins  directe  ; 
mais  elle  a  l'avantage  de  fournir  un  procédé  général  de  recherche. 

La  synthèse  est  la  méthode  d'exposition  ;  c'est  celle  que  Ton  adopte 
le  plus  souvent  dans  l'enseignement.  Elle  est  plus  rapide  et  plus 
élégante  que  l'analyse,  parce  qu'elle  évite  les  tâtonnements.  Appli- 
quée à  la  recherche  d'un  problème,  la  méthode  synthétique  serait 
dérisoire,  puisqu'on  ne  saurait  de  quelle  question  connue  il  faudrait 
partir  pour  en  déduire  la  solution  cherchée. 

L'analyse  doit  donc  être  employée  quand  on  cherche  la  démonstra- 
tion d'un  théorème  ou  la  solution  d'un  problème.  Mais  quand  il  s'agit 
d'exposer  une  démonstration  ou  une  solution  connue,  on  peut  choisir 
l'une  ou  l'autre  méthode.  L'analyse  devrait  logiquement  précéder  la 
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synthèse,  parce  qu'elle  fournit  les  matériaux  à  utiliser.  La  démon- 
stration directe  se  forme  ensuite  en  reprenant  dans  un  ordre  inverse 
les  diverses  parties  de  Tanalyse,  ou  bien  on  se  contente  d'indiquer 
immédiatement  la  voie  qui  meneau  résultat.  L'exposition  la  meilleure 
comprend  une  analyse  rapide  suivie  d'une  rigoureuse  synthèse. 

77.  Pour  appliquer  ces  indications  générales  à  la  vérification  des 
identités,  voici  les  règles  que  l'on  peut  suivre  : 

1»  On  suppose  que  la  formule  donnée  est  vraie,  et  Ton  cherche  à 
en  déduire  une  identité  manifeste  ou  connue. 

2o  On  peut  exprimer  toutes  les  lignes  trigonométriques  de  la  rela- 
tion proposée  en  fonction  d'une  seule,  puis  en  développant  les  cal- 
culs on  arrive  à  udo  égalité  dont  les  deux  membres  sont  les  mêmes. 

Z^  Dans  certaines  identités  numériques,  il  suffit  de  remplacer  les 
quantités  qui  y  entrent  par  leurs  valeurs,  pour  que  les  deux  membres 
deviennent  manifestement  identiques.  (Voir  n«*  88  et  89.) 

40  On  montre  l'identité  de  chacun  des  membres  avec  une  troisième 
quantité.  (Voir  probl.  337,  6«,  2-  méthode.) 

50  Quand  un  des  membres  se  compose  d'un  nombre  indéterminé  de 
termes,  on  suppose  la  formule  vraie  pour  un  nombre  limité  de  termes, 
et  l'on  fait  voir  qu'alors  elle  est  encore  vraie  quand  on  prend  un 
terme  de  plus.  Dans  ce  cas,  il  faut  que  Tidentité  soit  évidente  ou  se 
démontre  facilement  pour  deux  ou  trois  termes.  (Voir  n«*  90,  91,  92.) 

6°  On  décompose  un  des  membres,  ou  on  lui  fait  subir  quelque 
heureuse  transformation,  ou  l'on  développe  les  calculs  indiqués  jus- 
qu'à ce  que  Ton  parvienne  à  retrouver  l'autre  membre. 

70  Parfois  on  traduit  par  une  construction  géométrique  les  opéra- 
tions de  l'un  des  membres,  et  Ton  cherche  à  démontrer  les  propriétés 
indiquées  dans  l'autre.  (Voir  n<>«  27  à  32.) 

Ces  règles  trouveront  leur  développement  dans  les  exemples  qui 
suivent  Nous  rattacherons  à  ce  chapitre  la  simplitication  d'une 
expression  trigonométrique  et  sa  transformation  pour  la  rendre  lo- 
garithmique. 


§  2.  —  Identités  absolues  à  démontrer 
ou  à  vérifier. 


78.  i«'  Exemple.  —  Soil  à  démontrer  la  double  identité 

**  V  2  /  cos  a  1  4-  sin  o 

1"  Solution,  —  En  développant  le  premier  membre  d'après  la  for- 
mule de  tg(a  — 6)  (13),  on  a 

1  —  Ig  -i,         cos  -K —  sin 


"(«•-D— il 


T 


a    ,    •     a 
cos  Tj-  +  8in 
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en  élevant  la  dernière  fraction  au  carré  et  extrayant  la  racine ,  on  a 


*^{^-t)=^\/'^. 


Si  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  sous  le  radical,  soit 
par  son  numérateur,  soit  par  son  dénominateur,  il  yient 


tg(45.-».)  =  l: 


2-  Solution.  —  Dans  la  formule  (19)  tg-g-  =  ±t/^  7""°  ,  si 

M  T   *  "T"  cos  a 

l'on  change  a  en  90»— a,  il  Tient  : 

1^  90>  — g  __j,4  /l--co8(VHJo  — g) 
'^       2  ^V  l+co8(90o  — a) 

On  achève  comme  précédemment,  en  multipliant  les  deux  termes 
de  la  fraction  sous  le  radical  par  son  numérateur  ou  par  son  déno- 
minateur. 

Dana  ces  deux  solutions,  on  a  suivi  la  méthode  synthétique;  voici 
comment  on  pourrait  procéder  par  analyse. 

$* Solution,  —  Dans  l'identité  à  démontrer,  on  remplace  le  premier 
membre  par  une  formule  connue,  celle  de  tg(a  — 6),  ce  qui  donne 


i-tg" 


T       1— sin 


Répétant  une  opération  semblable  sur  les  deux  membres  de  cette 
relation,  il  vient 

côs-^a  — 8in-2-        i— 28in-^cos-î- 


oos-i-a  +  sm-^         cos*-^ — sm^-J- 
d'où  (  cos -^  —  sin  Y  )  =1— 2  sin -2- cos -^ 

ou       cos* -î- -I- sin* -S- —- 2  sin -J- cos -2-==!-— 2  sin -S-  cos-^ 


on  enfin  1— 2  sin -2- cos -S- =  1—2  sin -y  cos -^ 

Digitized  " 


■byG(jpgIe 


6i  COMPLÉHBNTd  DE  TRIGONOMÉTRIE 

79.  a*  SMmple.  —  SoU  à  démontrer  les  iderUitée 

sin  (a  +  6)8!n(a  — 6)=8iû*a  —  8in*6 
C08(a  +  fc)c08(a — 6)  =  cos*a  — sin*6 

i»  Solution,  —  On  peut  développer  les  calculs  indiqués  dans  le 
premier  membre,  et  Ton  a  successivement 

1»  8in(aH-6)  =  sinac086  +  sm6cosa 

sin  (  a  —  6  )  =  sin  a  C08  6  —  sin  6  cos  a 
Multipliant 

sin  (a  +  6)  sin  (a  —  6)  =  sin*a co8*6  —  8in«6  cos*a 

=  8in*a(l— Bin>6)  — 8in>6(l  — fin'a) 
Effectuant  ==  sin«  a  —  sin*  6 

2o  co8(a  +  6)=cosacos&  —  sin  a  sin  6 

cos  (a  —  6)  =  cos  a  cos  6  H-  sin  a  sin  6 
Multipliant 

cos  (a-|-6)co8(a  —  6)  =  cos*  a  cos*  b  —  sin*  a  sin*  6 

=  cos*a(i  — sin*6)  — 8in*6(l  — cos*a) 
Effectuant  =  cos*  a  —  8in*6 

2*  Solution.  —  On  peut  transformer  les  seconds  membres  en  pro- 
duits [Trig.,  46)  el  écrire 

sin*a— sin*6  =  (sina  +  sin6)(8ina  — sin6) 

=  28in^(a  +  6)co8^(a— 6)x2sin-2-(a— 6)co8-2-(a+6) 

=2sin-2-(a  +  6)cos^(a+6)x28in~(a— 6)cosY(a— '») 

■  =  8in(a-|-ô)8in(a  — 6) 

De  même  pour  Tautre  identité 
cos*a — 8in*6  =  (  cos  a  +  sin  6)  ( cos  a — sin  6  ) 

==aBinj(90»H-b-o)ooBj($Oo— ^--o).2iinj(t<)<>— 6— a)cos(»0*+ 

=  sîn(90o  +  &— a)8in(90  — 6  — a) 
=  cos(a  — 6)co8(a  +  6) 

80.  8«  Exemple.  —  Démontrer  les  identités  : 

!•       (cosa  +  oos6)*  +  (sina  +  8iii6)*s=4cos»4(«— 6) 
2o       (cosa  — co86^+(«iïa— wn6)*«=4tin*i(a  — 6) 
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io  En  dé?eloppant  les  calculs  daos  le  premier  membre,  on  a 
C08* a  +  cos«6  +  2  C09 a cos 6  H-  sin* a  +  sin*  6  +  2  sin  a  sin  6 
ou  2  +  2  (cosaco3  6  4-8ina8in6) 

ou  2  +  2co8(a  — 6) 

ou  2[l  +  co8(a--6)]=4coB*^(o  — fe) 

2®  En  répétant  le  même  calcul ,  le  premier  membre  devient 
2--2co8(a  — 6) 

ou  2[1— co8(a  — 6)]— 48in«|.{a— 6) 

81,  4*  Sxemple.  —  Démontrer  Us  relations  : 

1»  8in5a  =  58ina--208in'a  +  168in'îa 

2»  cosî$a  =  16co88a  —  20co8'a-f  5co8a 

3»  sin  6a  =  2  8in  a  (  16  cos"*  a  — 16  C08'a  +  3  C08  a) 

1»  On  écrit 
8in5a=8in  (3a  4-  2a)  =  8io  3a  ces  2a  +  sin  2a  cos  3a 

=  (38ina— 48in»a)(l— 28in«a)H-28inacosa(4co8'a— 3co8a) 
=:  (3  sin  a  —  4  sin'a)  (1  —  2  sin^a)  -f  2  sin  a  co8*a  (4  cos*a  —  3) 
=  (38ina— 48in»a)(1— 2sin*a)-f  2sina(l— 8in«a)(l— 4sin»a) 
=  5  sin  a  —  208in*aH-168in5a 

2»  De  même 
cos  5a  =  cos  (3a  -f  2a)  =  cos  3a  cos  2a  —  sin  3a  ein  2a 

=  (4cos'a— 3co8a)(2co6*a  — 1)  —  (38ina — 4sin3a)28inaco8a 
=  (4cos'a  —  3cosa)(2co8*a  — 1)  — 28in*acosa(3  — 48in«a) 
=  (4cos'a— 3co8a)(2co8*a— 1)  — 2cosa(l  — co8«a)(4co8«a — 1) 
=  16cos»a  —  20co83aH-5co8a 

3«  On  écrit      sin  6a  =  2  sin  3a  cos  3a 

=  2{38ina  — 4sin3a)  (4co8'a  — 3cosa) 
=  28ina(4cos'a  —  l)(4cos3a — 3  cos  a) 
=  28ina(16co85a  — 16cos3a-f  3co8a) 

82.  6«  Exemple.—  Démontrer  les  identités  suivantes: 

!•   8in(a-6)H-8in(6— c)-fsin(c— a)-f48in^^sin^^8in^^=0 

2»  tga-f  2tg2a  +  4tg4aH-8cotg8a  =  cotga 

cos  2a  sin  -^ 
3«»  cos  a  +  cos  2a -f  cos  3a  ==  — 


a 
sm-^- 


4» 


tg3a  — tg2a  — tga=Ltg3alf(2atga    r-^^^]^ 
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i^  On  a  (Trig.,  ^) 

8m(a-6)  +  8in(6-c)=28in-^^coB  <»— ^  +  <^ 


et 


Bin(c— a)=2Bin— ^ — ^®  "~2 — 


En  ajoutant 
ain  (a-6) +  8in(6--c)  +  8in(c-a)==28in^  (co8^^-^--oo8^:=^±f^ 


=28in-^:;ï^.28in.^8in^«-* 


2 
Bin  **  ^  *"  8in  ^^-^  8in  ^  " 


Donc 


8in(a— 6)  +  sin (6— c)  +  ain (c^a)  +  48in ^-j-  ain  -^ ain  ^-^=0 


2<»  On  a  tga— cotga=— 2cotg2a 

do  même  2tg2a — 2cotg2a  =— 4cotg4a 

et  4tg4a— 4colg4a=— 8colg8a 

ajoutant  tga— cotga  +  2tg2a  +  4tg4aa^8cotg8a 

d*où  tga  +  2tg2a  +  4tg4a  +  8cotg8a  =  cotga 


(N*  21,  2») 


3»  On  a 


CO8  a  +  coa  2a  +  coa  3a  =  2  CO8  2a  cos  a  +  cos  2a 
=  C08  2a(2c08aH-i) 
=C082a(2  — 48in«^  +  l) 

= COB  2a  (3 — 4  8in« -2-) 

--«^-(38in^-48in.^) 


ain-jj- 

co8  2a 

a 
sin-s- 


•  Bin^ 


OU 


coa  a  +  coa  2a  +  coa  3a  sa - 


coa  2a  ain 


;«  3a 


Cette  relation  n^eat  qu'une  application  d'une  formule  donnée  au  n«  59. 
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4«  On  peut  écrire 

»  ^  o  co83a       co82a      ^ 

^  8in^3aco82a  —  8m2aco&3a  . 

ring  sipg 

™  C083ac082a       cosa 

__  8mo(oo8a  — co83oco82a) 
co8aco8  2aoo63a 

__  eina[coa(3o  — 2a)  — co83ocob2o] 
C08aco8  2acos3a 

_^  BJp  o  8in  2a  8in  3a 
^  C(9aco«2aco83a 

=  tgotg2atg3a 

83.  ••  KceMple.  —  Vérifier  le»  identité»  numériquee 
!•  Arc  ain  -g^  -h  arc  sin  ^  {y/Ç—  v^)  =  ^ 

2»  Arcwn-^ +  arcBm4=»-? 

3« 


n 


3    ,  -4 

i-g-  +  arc  Bm-j=»-ô- 

Arclg-|+  arc  tg^  +  arclg^  =  -|- 

4*  Arclgl+2arctgi=:^ 

On  a  déjà  vu  ce  que  signifient  les  termes  des  premiers  membres 
(no  4)  :  arc  sin -^  signifie  un  arc  dont  le  sinus  égale -i;  on  sait 
que  cet  arc  est  celui  de  30».  De  même ,  arc  sin  -t  ( v^—  y^)  signifie 
un  arc  dont  le  sinus  a  pour  valeur  ^(v/5-|-v/2),  et  Ton  sait  que 
c'est  Tare  de  15».  La  première  identité  est  donc  vérifiée  à  priori, 
puisque  la  somme  des  deux  arcs  est  bien  45®  on  -?- . 

Voici  la  solution  générale  du  problème  : 

!•  Soient  a  et  6  les  deux  arcs  dont  le  sinus  est  donné;  on  doit  avoir 
a  +  fr  =  45«;      par  suite,    8in(a  +  6)  =  i^ 


sin  aoos  6  +  sin  6  008  a  = -^ 
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Or  siiia=-rt;      donc    co8a=^ 

8m6  =  i^(v^6"-/2);      donc    cos  6  =  i  (/6  + /2  ) 

Si  Ton  introduit  ces  valeurs  dans  la  formule  de    8in(a4-^)i    It^s 
deux  membres  ont  pour  valeur  commune   \y-, 

2«  Pareillement     a 4- 6  =  ^;      donc    sin(a  +  6)  =  l. 
Or  8ina  =  -g-;      d*où    co8a  =  -g^ 

1  q 

8in6=-F-;     d*où    cos6  =  -g- 
et  Ton  a  sin(a  +  6)  =  |- .  ^ -f -^  .  -|=l  =  Bin-|- 

3<»  Soient  de  même  a,  h,  c,  les  arcs  dont  on  donne  les  tangentes;  il 
faut  prouver  que    a  +  6-fc  =  45o,    et  par  suite    tg(o  +  64-c)  =  l. 

Or  (no  45) 

tgffl  +  fc  +  cl-  .tga  +  lg6  +  tgc  — tgatg6tgc    __  65  __,_«_ 
lg(a  +  6  +  cj-  l-_tga1g6-lg6lgc-lgciga  -'eo  -^""'^  4 

40  Pareillement,  il  faut  prouver  que    a  +  26=  -^ 
ou  que  tg(a  +  26)  =  l 


84.  7*  Exemple.  —  Vérifier  la  relation 

C0S^  +  C08^  +  C08-^  =  --J- 

( Concours  académique  de  Lyon,  1877,  et  d'Aix,  1880.) 

!'•  Solution.  —  Le  premier  membre  étant  une  somme  de  cosinus 
d'arcs  croissant  en  progression  arithmétique,  on  a  immédiatement, 
d'après  la  formule  connue  (n»  57)  : 

sin—^cos-^       sinn  — sin-y-  ^ 


2sin-^ 
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2*  Solution.  —  Pour  traiter  directement  la  question ,  multiplions 
successivement  chaque  terme  du  premier  membre  par  28in-y-;  il 
vient 

2sin^cos-^  =  sin-^-8in-^ 

2sin-^co8^  =  8in^-8in-^ 
2  sin  -Y  ces  -=-  =  sin  «  —  sin  -=- 

En  ajoutant  et  représentant  le  premier  membre  de  la  relation  pro- 
posée par  S  23  sin  -y-  =  —  sin  -*- 

d'où  ^=-4^ 

85.  ••  Exemple.  ~  Vérifier  la  relation 

2  (sin*  a  +  cos*  a  +  sin*  a  cos*  a)*  =  sin*  a  -f  cos*  a  -f  1 
En  développant  le  premier  membre ,  il  vient 
2  (sin*  a  +  cos*  a  -f  3  sin*  a  cos*  a  +  2  sin«  a  co8*a  +  2  008«  a  sin*  a) 
qu'on  peut  écrire 

sin^  a  +  cos' a -h  (  sin*  a  +  cos*  a  )* 
de  sorte  que  Tégalité  proposée  se  réduit  à 

(sin*a4-cos*a)*=si 
ce  qui  est  évident. 

86.  ••  Exemple.  —  Vérifier  la  relation 

cos* -|- +  cos* -^  +  cos*  ^  +  cos* -^  =  l 

On  a  (Trig.,  n©  36)        2  cos* -|- =  1  +  cos  a 

donc  4cos*  ^  =  (1  +  co8a)*  =  l  H-2co8a  +  cos*a 

=  1 -h2cosa+ 4  (1  +  008  2a) 

= -ô  (3 +  4  cos  a -f  cos  2a) 

a        i 
c'estnà-dire  co8*-2-=-ç  (3  +  4cosa  +  co8  2a) 
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En  appliquant  cette  formule  successiyement  à  chacun  des  termes  du 
premier  membre  de  la  relation  donnée,  on  a 

*|  +  J(c08|+C08^+C0bÇ+C08Ç)+J(c08J  +  C08|F+C08^+C08Ç^ 

3 
somme  égale  à  -^9  puisque  chaque  parenthèse  est  nulle. 

87.  if  •  Bzomple.  —  Si  l'on  représente  par  a  l'arc  -rv  1  vérifier  Te»- 

^^^m»ir^  008  a  CO8 1 3a  1 

P^^"*^  cosSa  +  cosSa  =""T 

En  changeant  le  dénominateur  en  produit,  l'expression  donnée  denent 

C08ac08i3a  cosiSa 

2cosa4co8a  2co8  4a 

Or,  d'après  l'hypothèse,    13a  +  4a=ic;    donc    cosl3a=— co8  4a; 
donc  la  valeur  du  premier  membre  est  bien  égale  à  — 4-* 

88.  ii«  Exemple.  —  Vérifier  que  la  valeur  du  produit 

COS  -jF  .  COS  -nr  .  COS  -Tw-  .  COS  Tir  •  C08  -ra   .  C08  -jg   .  COS  -rn-  eSt      jw 

On  a 


008-^=-^ 


En  multipliant,  il  vient  pour  le  produit  donné 

O  +  v^K^-y/y)  _  4  _  1 

■^ "^^r ^==-55—57 

89.  ta*  Exemple.  —  Vérifier  que  l'on  a 

8in  20»  8iD  40»  sin  60«  sin  80«  =  ^ 
i»  Solution.  —  Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  8  et  que  Ton 
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remplace  les  deux  derniers  facteurs  par  des  cosinus ,  il  reste  à  Térifier 

4sin20osin40«X2cos30«coslO»=^ 

Or  le  premier  membre  8*ëcrit 

2(00820»— C08 60»)  (cos2û«>  +  cos 40») 
ou     2(coe«20»— cos20»cos6O»  +  co8  2O»cos4O»  — co840»co860») 
Mais  2co8*20»=i+cos40» 

2  cos  20»  cos  60» = cos  80»  +  cos  40> 

2cos20»cos4O»=cos6O»  +  co820» 

2cos40>co86O»  =3  coslOO»  +  CO8  20* 
donc  le  premier  membre  se  réduit  à 

i  —  (cos  80»  +  cos  lOO»)  H- cos  60» 
et  comme    —  (cos8O»H-cosl00»)  =  — 2co890»co8i0»=0 

et  que  C0860»=4- 

il  reste  *  +  4  =  T 

On  vériâerait  d'une  manière  analogue  que  le  produit  des  cosinus 
des  mêmes  angles  est-^^ ,  et  celui  de  leurs  tangentes  3. 

2*  Solution,  —  On  connaît  déjà  la  valeur  de    sin  60» = -^  ;    il  reste 

é  chercher  le  produit    sin  20»  sin  40*  sin  80»,    et  on  peut  Tobtenir  en 
/onction  de    sin  60». 

En  effet,  20  étant  le  tiers  de  60,  la  trisection  de  l'angle  de  60*  dé- 
pendrait d'une  équation  du  3*  degré  ayant  pour  racines 

«Jn  ^            .;     60o  +  3ii              .     60>  +  4ii 
8.n-j-,         sm g ,         8in g 

ou  sin20>,    sinl40o=Bin4O>,    sin 260>  =  —  sin 80> 

Or  cette  équation  est,  comme  on  le  sait ,    ^ -—  ^  +  -^  =  0. 

On  a  donc  sin  20>  sin  40>  sin  80» = ^ 

et  par  suite  sin20>sin40>8in60»sin80»a^ 

On  démontre  de  la  môme  manière  que 

008  20»  cos  40»  008  60>  C08  80»  » -JU 
que  le  produit  des  tangentes  des  mêmes  angles  est  3,  et  celui  de 
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leurs  cotangenles  4 .  Ces  deux  derniers  résullafs  sont  d'ailleurs  une 

conséquence  des  deux  premiers. 

On  remarquera  que  les  nombres  20,  40,  60,  80,  sont  en  progression 
arithmétique,  et  les  nombres  20,  40,  80,  en  progression  géométrique. 

En  général ,  n  désignant  un  nombre  entier  et  positif,  on  a 


it 


2«  ain  .   nit  _ __  v/2n-|-i 


d*où 


«»°  2n -M  •  "^  WTT  -  «'"  2n  -HT  =  ""^ 

3«  SoftUion.  —  Cet  exemple  et  celui  qui  précède  ne  sont  que  des 
cas  particuliers  de  Tidentilé  générale  établie  plus  loin  (n»  92). 

8i„  i  gi„  ^  ,i„  ^  ...  8i„  („  -  1  )  i  =  /_,- 

Dans  le  cas  actuel  n  =  9,  et  les  facteurs  équidislants  des  extrêmes 
étant  égaux ,  on  a 

sin  20»  sin /lO»  sin  60»  sin  80«  =  y -^  = -j^ 

90.  Il*  Exemple.  —  Soit  à  vérifier  la  formule 

■tn(a4-  ^^Y~*)"^^î~ 
8inoH-Blû(o  +  fc)4-sln(a  +  SA)+...+  t!n[a  +  (n-l)A]= ^^ r— ^^ 

Cette  formule  obtenue  au  n»  54  se  vérifie  facilement  pour  le  cas  de 
deux  ou  trois  arcs;  il  suffit  de  prouver  que,  si  elle  est  vraie  pour  n — 1 
arcs,  elle  est  encore  vraie  pour  n  arcs. 

Dans  rhypothèse  indiquée,  on  a 

.    /     ,  n— 2.\       n  — 1  . 
sm  (  a  +  - o  -  A  )  sin  — 5— /i 

sina  +  sin(a  +  /i)-f...shi[a-h(n— 2^/i]=    — >- /^ — 

sm^- 

Ajoutons  aux  deux  membres  sin  [a  -f-  (n  —  1  )  /i] ,  lo  numérateur  du 
deuxième  membre  devient 

sin  (a  +  ^^-^  h\  sin  ^^-=-î-  /i  +  sin  [a  +  (n  - 1  )  /i]  sin  y 
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£d  remplaçant  les  produits  de  sinus  par  des  différences  de  cosinus, 
il  Tient 

|jco.(a-A)^cc.(a  +  iî4li»)+eo.(a  +  l2flft)-co.(a+*î=i*)j 

les  deux  termes  du  milieu  se  détruisent.  En  remplaçant  la  différence 
des  cosinus  par  un  produit,  on  a  pour  le  numérateur  cherché 


sin(a  +  -^^-jj^/i)sin 
ce  qui  démontre  la  formule. 


nh 


91. 14*  Exempt*.  —  8ûit  à  vérifier  la  formule  d'BuUr  (n®  70)  : 

a         a         a  a  sin  a 

C08*ircos-r-cos-7r««'0os7i--tfx> 


»T*^T*^T-*^15r^ 


2'»sin 


a 
•g? 


Cette  formule  se  yérifiant  facilement  jpour  n=i,  n=2,  démon- 
trons que,  si  elle  est  vraie  pour  n— '1  fscteurs,  elle  est  enoore  trrais 
pour  n  facteurs. 

Soit,  en  effet,    oos  -|-  cos  -î- ...  cos  -^r^  —  - —        •• 

2-*8in^ 

Multiplions  les  ^^ux  membres  par  cos-~-,  le  second  membre 
doYisni 

sinacos-^  cos?^ 


■.=8ina 


a 


2^-isin-^^  2»-<.2sin^co8^      2«8in^ 

ce  qa*il  fallait  démontrer. 
92.  is*  Exempte.  —  Vérifier  Videnlité 


La  vérification  est  facile  pour  n=3,  4,  5,  7,  9...;  il  suffit  de 
prouver  que,  si  elle  est  vraie  pour  un  diviseur  de  %  égal  à  n,  elle 
Test  également  pour  le  diviseur  2n.  C'est-à-dire  que  si  Ton  a 

on  a  aussi 
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En  effet,  la  relation  admise  par  hypothèse  peut  8*écrire 
2«'"-^^^-2«^'*2-^coB^...28in(n-i)^co8^=^ 

ou    sin^sin2^...8m(n-i)^Xco8-^coB2|^...co8(n-l)3^=j^ 
C082-^  =  8m(n-.2)  ^  =  8in(n  +  2)-^^ 


C08(n-l)^  =  8m^  =  8m(2n-l)^ 

Substituant  et  introduisant  au  milieu  du  premier  membre  le  fac- 
teur sinn-^  qui  égale  Tunité,  il  vient  pour  ce  premier  membre 

sio^sin2^...8in(n-i)i^X8inn^8in(fî+l)^...8in(2n+l)^ 

donc     8in^8in2^...8in(2n-l)^=^  =  ^ 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

§  3.  —  Expressions  trigonométriques  à  simplifier. 

93.  La  simplification  d'une  expression  trigonométrique  est  toujours 
le  résultat  de  la  transformation  des  quantités  qui  y  entrent.  Si  Tez- 
pression  est  fractionnaire,  on  cherche  à  mettre  en  évidence  un  fac- 
teur commun  aux  deux  termes,  et  Ton  supprime  ce  facteur  comme 
on  le  fait  en  Algèbre.  Donnons  seulement  quelques  exemples  : 

!•  Soit  à  simplifier  l'expression 

ces*  (a  +  6)  +  C08*  (a  —  6)  —  cos  2a  cos  26 

On  a 

=  1  +  co8  2acos26 
donc  co8*(a  +  6)4-co8*(a— 6)  — co82acos26s3l 

2*  Soit  à  simplifier  la  fraction 

sino  +  sin  3a  +  sin  5a 
cosa  +  co83a  -fcôsSa 
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^  ,  z    ■  2siD3aco8  2a  +  8iû3a 

On  peut  écrire  2^^a^2a-f^3à- 

3in3a(2cos2a  +  1)      .    «^ 

3«  Simplifier  l'expression       A sia -^ sin  ^^^  sin  "T^ 
l"  Solution.  —  On  a 


'3 


^ C08-^  =  C09-^  +  ^ 


On  peut  donc  écrire     2 sin  -g- (ces  -^  +  ô") 


et,  en  remplaçant  le  produit  2  sin  -^  cos  -^  par  une  somme  de  sinus, 
il  Tient     28in-S-co8-^ +8in-|-=:sina  — sin-2-  +  6in-^=8ina 

2«  Solution.  —  On  peut  écrire    4 sin -^ (sin» -î-  —  sin» -2-^ 

ou  48in-î-(-T — sin» -2- j  =  3 sin -2-  — 4 sin* -|- 

Mais  on  sait  que      sin  3a  =  3  sin  a  —  4  sin'  a 
donc  3&in-î — 4  sin' -2-  =  sin  a 

4«  Réduire  à  sa  plus  simple  expression 

cos  6a  4-  6  cos  4a  + 15  cos  2a  +  10 
cos  5a  4-  5  cos  3a  + 10  cos  a 

Il  suffit  d'exprimer  chaque  terme  en  fonction  de  cos  a;  le  numéra- 
teur et  le  dénominateur  se  réduisent  à  un  seul  terme,  et  la  fraction 
se  simplifie  sans  difUcuIté  (n»  37). 

cos  6a  =  32  cos^  a  —  48  cos*  a-\-iS  cos»  a  —  1 

6  cos  4a  =  48  cos*a  —  48  C08»a  +  6 

15co82a=  30co8»a  — 15 

10 

le  numérateur  égale       32co8«a 

cos  5a  =i  16  cos*  a — 20cos3a+  5  cos  a 
5co53a=  20cos3a  — 15cosa 

10  cos  a 

le  dénominateur  égale       16cos^a 

^1  JL  32co8«a  _o^^a« 
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ÎJ«  Simplifier  l'expression 

Bin6cosa(tga  +  tg6)    ,        ^^^^^^^^ 
1  — co8(a  +  6)  co8  68m-^(a  +  6) 


On  a  d'abord 

8m6co3o(tga  +  tgfe)  _       sinfecosa       rs\na   ,   ànb  \ 
l-co8(a-i-&)  28iii4(a  +  6)  ^^^•'*       ^^  ^ 

^in  6  C08  g         sin  (a  +  M 

2siD«-^(a  +  6) 

28in«-j(a  +  6)co86 

8in6co8-5^(a  +  6) 
nn^{a  +  b)cosb 

Donc 
8in6co8^(a  +  6)  8in-^(a-6)      ^Bm(^±^-.6)+8m6co8^(a+6) 

8in4(a  +  6)co86       8in-|(a  +  &)coB*  Biii-^(a  +  6)co86 


8m-^(a  +  6)co8  6 


=  ! 


§  4.  —  Identités  conditionnelles. 

94.  11  peut  arriver  qu'une  égalité  entre  lignes  trigonomélriques  ne 
Boil  identique  que  dans  certains  cas  donnée.  Pour  la  vérifier,  il  faut 
évidemment  y  introduire  la  relation  conditionnelle;  quant  à  la  démons- 
tration synthétique ,  elle  a  naturellement  cette  relation  conditionnelle 
entre  les  arcs  pour  point  de  départ. 

On  peut  aussi  se  proposer  de  résoudre  la  question  inverse  :  déter- 
miner quelle  relation  doit  exister  entre  divers  arcs  pour  que  leurs 
lignes  trigonométriques  vérifient  une  relation  donnée.  Dans  ce  cas,  il 
suffit  de  reprendre  dans  un  ordre  inverse  les  calculs  qui  oQt  conduit 
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à  la  formale  qfte  Ton  remî  yérifiar;  dm»  il  yaat  mieux  faire  passer 
tous  les  termes  dans  un  même  membre  que  Ton  décompose  ensuite 
en  facteurs.  Ordinairement  la  relation  algébrique  entre  les  arcs  est 
plus  générale  que  la  relation  trigonométrique  donnée. 

95.  i*'  Ezanpie.  —  Si  la  êomme  de  trois  ares  a ,  b ,  c ,  égale  «,  on 
tklarelaHon  tga  +  tg^  +  tgc=tgatg6tgc 

En  effet,  d'après  la  relation  a  +  6  +  esBic,  on  a 

lg(a4-6)  =  -tgc 

tgo-fUrfe   _     .   ^ 
^  1-lgalg^— ^«^ 

En  chassant  le  dénominatsur,  il  vient 

Iga4-tg6=— tyc  +  tgalg6tgc 
ou  tga  +  tg6  +  tgc  =  tgatg6tgc 

Cette  relation  remarquable  est  due  à  Cagnoli  *. 

Le  raisonnement  par  lequel  cette  relation  a  été  déduite  de  la  for- 
mule de  tg(a  +  ^  +  c)  (Trig.,  applications  du  cbap.  ii ,  4«)  s'applique 
au  cas  où  Von  a 

a  +  6  +  c  =  fcic,      car  alors     tgÂcic  =  tg(a  +  6  +  c)=0 
donc  tga  +  tg6+tgc=tgatg&tgc 

96.  \* exemple.  —  Si  la  êomme  de  trou  are»  a ,  b ,  c,  égale  ic,  on  a 
entre  (es  cottntw  la  relation 

cos*a  +  cos*  b  +  cos*c  +  2  cos  a  cos  6  cos  c  =  1 

Inversement,  déduire  de  la  relation  des  cosintis  la  relation  qui 
exiête  entre  Us  arcs. 

On  a      co8c  =  —  cos(a-|-6)=  —  cos  a  cos  6  +  sin  a  sin  6 

d*où  co8c  +  eoBaco8  6  =  stna8in& 

Élevons  au  carré 

cos>  c  +  2  cos  a  cos  6  cos  c  +  cos*  a  cos*  6  »  sin*a  sin*  b 

*  Gagnou  (Antoine),  né  à  Zante,  en  1743,  fils  da  chftnoelier  de  la  répnbllqae 
de  Tenlse.  Il  fit  de  brillantes  études, habita  longtemps  Vérone,  où  il  établit  tin 
otwmatofa-e  à  ses  fraia.  Bn  1798,  11  fot  nommé  professeur  à  récote  militaire 
ûe  llodtae.  On  loi  doit  un  TraïUé  des  sections  coniques,  on  Mémoire  sur  la 
figure  de  la  terre  et  snirtont  nne  Trigtmolhétrie  plane  et  sphérigue.  Ce  dernier 
ooTTage,  l'an  dee  plos  complets  et  des  plus  sdentiflques  qne  Ton  cite  en  ce 
irenre,  fat  pQl>Ué  en  Italie  et  en  France  an  1786  ;  one  deuxième  édition  bien 
améUorée  a  para  à  Bologne  en  1794;  elle  a  été  traduite  par  Chompré.  Cagnoli 
mourut  le  6  août  1818. 

CtoKFBi  (17fO-18S8)  est  mort  &  Irry-mç-Béùie,  le  94  juillet  18M. 
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Or  8in*a=l  —  oo&*a  ' 

et  8in«6  =  l  — co8»6 

donc  8in»a8in*6=l  —  cos*a  — co8*6  4-co8*aco8'6 

En  mettant  celte  valeur  dans  le  second  membre  de  l'égalité  précé' 
dente ,  on  a 

C08*C  +  2C0SaC066C08C  +  C08*aC08*6  =  l — C08^  — C08*6  +  C08*aOOM 
ou  C08*a  +  C08*6  +  C08*C  +  2C08aC0B6C08C  =  l 

(On  trouvera  une  autre  méthode  au  problème  337,  9«.) 

97.  Réciproquement,  ayant  la  relation  précédente,  cherchons  celle 
qui  existe  entre  les  arcs  eux-mêmes. 

Le  premier  membre  peut  se  transformer  en  un  produit;  car  les 
termes  extrêmes  sont  le  commencement  d^un  carré  facile  à  compléter. 
On  a  ainsi 

(  cos  a  +  cos  b  C06  c  )«  —  cos*  6  cos*  c  +  cos*  6  +  cos*  c — 1  :=  0 

ou  (C0Sa+C08  6c08C)*— (1— C08*6)  (1— C08*C)«=0 

ou  (cosa-f  cosôcosc)*  — 8in*68in«c=0 

différence  de  deux  carrés  qui  donne  le  produit 

(cosa  +  cos  6  cosc  -f-  sin  6  sine)  (cosa  +  cos6  cosc — sin  6  sine)  =  0 

ou  [cos a 4- cos (6  — c)]  [co8a  +  cos(6-hc)]=0 

ou  enfln 

A-^    »  +  &  — c„^„a  +  c  — 6^_a4-6-fc^^„6  +  c  — a      ^ 
4cos  — -!-s cos  —  2 cos  — —^ —  cos  — —X =0 

Or,  pour  qu^un  produit  soit  nul,  il  faut  qu'un  des  facteurs  6oit  nul; 
donc  il  faut  que  l'arc  correspondant  au  cosinus  égal  â  zéro  soit  un 

multiple  impair  de  -^-  Dô  là  les  quatre  solutions  : 

a  +  6  +  c  =  (2fc  +  l)7u  a  +  6  — c  =  (2A-  +  l)ii 

a  +  c- 6  =  (2/c  +  l)ir  6 +c-a  =  (2A;  +  l)  ic 

ou  simplement  ad=6dic=(2/:  + 1)« 

relation  plus  générale  que  celle  dont  on  a  déduit  la  relation  des 
cosinus. 

98.  Par  un  calcul  tout  semblable  au  précédent,  on  établirait  que: 

Si  un  arc  c  est  égal  à  la  somme  de  deux  autres  b  -f  c,  fe»  coeinus 
de  ces  arcs  sont  liés  par  la  formule 

cos*  a  +  cos«  6  -|-  cos*  c— 2  cos  a  cos  6  cos  c= 1 

(Toir  probl.  32^ 
Et  inversement,  pour  que  cette  relation  ait  lieu  entre  les  cosinus 
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de  troiB  arcs  a,  h,  c,  il  faut  qu'ils  soient  liés  entre  eux  par  la  condition 
a±6±c=2/cic 

99.  f«  Eseaiple.  —  Lorsque  trois  ares  a,  b,  c,  satisfont  à  la  relalio^x 

dèmMitrer  qu'on  a  les  deux  relations  suivantes  : 

i*     cotg-|-  +  cotg-|  +  colg-|  =  cotg-|-cotg^colg|- 

2-  tg-|-tg-|+tg|tg|  +  tg^tg|  =  l 

lo         cotg^+cotg|  =  — f +— ^-: .    a    ,    b   =    .    a        b 

sin-^       sin^g-        sm^sin-^        sin-j-sin^ 

donc 

ein-g-sin-g.  y^sin^sinTg^        »»'*  î  / 


sin-|  Bîn~sînY 


C08| 


sin|-8in-2-8in|^ 


|cos^(a  +  6)  +  8in-j^8in-|| 


abc 

COB-K-COS-wCOS-jr  /.  I.  /. 

=    .    a   ,    b    .    f=cotg|-cotg4cotg| 
sm  Y  sin  Y  au>  -n- 

0»  «olg-|^  +  cotg|^4-cotg|.  =  cotg^cotg^cotg-| 


COlggCOtg^       COlggCOtgj       COtgjjCOtgg 

«otgY  +  cotgY+ootg-^ 
«otg^cotgycotgl- 


donc  tg|.tg-|4.ig|ig|.  +  ig«tg|  =  1 
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100.  4»  CsMiple.  —  Dénumtrer  Uê  relaUonâ 
!•   sina  +  Binft  +  sinc  —  sin  {a  +  b  +  c)  =isin^^i-  sin  — t^  sin  ^-i-^ 


2»   co3a  +  cos6  +  co8C  +  coB(a  +  6  +  c)  =  4co8^i-  cos-i^cos^i^ 


dans  lesquelles  a,  b,  c,  sont  des  arcs  quelconguies.  Qiielle  modificaiian 
stibissent-elles  quand    a  +  b  +  csiic? 

40  On  a  d'abord 

8ina  +  8ia6  =  2iiiQ-^i—  cos  ^T 

ensuite     sin  (a  +  ^  +  <^)  =  siû  (a  +  6)  cos  c  +  cos  [a  +  6)  sin  c 
d'où  sina  +  sind  +  snc— 8iD(a  +  &  +  c)» 

aa2Bm  ^ft"     cos  ^^ 8in(a-f  6)co6C— smc[l— cos(a  +  6)] 

Or  8in(a  +  6)=28in^^^cos.^5:t^ 

et  l-c«(a  +  6)==28m«iL+A 

donc  le  second  membre  de  la  relation  à  yériûer  peut  s'écrire 

ft  .    a  +  6       a  — 6      ft.a  +  6/       a4-6  .a  +  6.     \ 

2sin— J^cos— ^ 28in— ^(cos^^^cosc  — sinî^-^smcj 

mais  la  quantité  entre  parenthèses  étant  égale  à    cos  (-^^ — h  c) 
on  a  pour  le  second  membve 

2«o  »+l [co. ^+1 -cob(±+*  +  c)] 
EnBn,  en  transformant  en  produit  la  différence  entre  crochets,  il 
vient  4sin^+-^8«^si0-^+-^ 

2«  La  Térification  de  U  SMonde  formule  peut  te  Caire  par  un  calcul 
absolument  identique. 

On  a  «o«a  +  cos6^2co8~i^cos^^Ç^ 

et  cos  (a  + 6  + c)  =  cos  (a -1-6)  cos  c  — sin  (a +  6)  sine 

d'où  cosa4-co8fc+4îOic-|-co8(a-i-6  +  c)  = 

=  2cos  —  J—  cos  —"^-^  —  «n  (a  +  6)  sin  c  +  cosc  [1  +  co8(a  +  6)] 

Or  8ia(a  +  6)  =  2aln^+-*^oos-^-^ 
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et  l  +  coB(a  +  6)»2oo««^i|:A 

donc  le  second  membre  de  la  relation  à  Térifier  peut  s'écrire 

2c08^CO8^7^+2C08^+^(c06^COSC-8in^rin^ 

Mais  la  quantité  entre  parenthèses  étant  égale  à    eos (^i     +  ei 
on  a  pour  le  second  membre 

2co.^  [cc^+co.(«+* +*)] 

Enfin,  en  transformant  en  produit  la  somme  entre  crochets,  U 

vient  4co§ — j-— cos     T**  cos^^^^^>^ 

101.  Dans  le  cas  particulier  où  Ton  a 
a  +  64-c  =  ii 
sin(a4-6  +  c)=0     et     cos(a-)-fr4-e)  =  i 
de  plus 

sm— ^«=cos^,     sin-^—ssoos-j-,     sln— ^  =  c58-j 

a  4- à        •    e  64-c  tf  a4-c  h 

«t    ^m^^^mù^^    ^î^£^e«aiii|.,     «)s2:p3=sii-| 

«itt  ntU  pov  les  dau  telatioBS  précéésntsi 

flin  a  +  sin  fr  4- sin  c = 4  cos -§- cos  ^  eos  ^ 

aosa  +  cosd  +  oosc— laeisin-l-iU-^siji-l- 
rormules  que  Ton  peut  obtenir  directement  par  un  calcul  plus  simple. 
(KoirleprobL337,  6«.) 

102.  Inrersement,  proposoBMieaB salté  question: 
Mi4Mmi  donnée  VidetUiU 

co«a  +  cos6  +  co8c=:l  +  48in-S-sin-K-8in-| 

trou/ver  qudU  relation  exi$U  ênire  k$  ara  a,  b  ei  c. 
L'jdaatité  pn^posée  peut  a*écrire 

l-2sin«5+2co8?^co8^=l  +  28in|(cos^^-cos^lf) 
ou   -sin«(sin^  +  cos^^)--to.^^(««f  +  co.^^) 
ou  enfin     (sin-|~cosi^)(a»^  +  cos-^^)=0 
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Cette  dernière  égalité  est  satisfaite  : 

4- pour         sin|-  =  co8A+£  =  sin(f— ^^-i) 


d*où 
et 


|-  =  (2/c  +  l),r— f +  A+£ 


2»  pour         Bin  |.  =  -  cos  -^  =  sio  (-^  -  -^) 
d*où  |.  =  2fc7t-*.+  -^^ 

et  «.  =  (2fc  +  l),.  +  |.-Ar:^ 

Ces  quatre  relations  peuvent  se  résumer  ainsi  : 
a±6±:c=(4/c+l)w 

les  signée  supérieurs  ou  les  signes  inférieurs  étant  toujours  pris  en- 
semble. 

103.  Les  formules  établies  pour  le  cas  où  trois  arcs  a,  h,  c,  satisfont 
à  la  relation  a  +  6  +  c= ic  subissent  quelques  modifications  lorsque 
la  somme  des  arcs  est  un  multiple  de  ic;  quek|aefois  les  lignes  dire<^ 
se  cbangent  en  lignes  complémentaire"/^  ^a  réciproquement,  et,  de 
plus,  le  second  membre  prend  tantôt  le  signe  +»  tantôt  le  signe  —, 
selon  que  le  multiple  de  n  est  pair  ou  impair.  Cette  dernière  condi- 
tion s^exprime  en  introduisant  dans  les  formules  le  facteur  ( — 1)", 
car  on  sait  que  les  puissances  paires  de  —  i  sont  positives,  et  que  les 
puissances  impaires  sont  négatives. 

Par  exemple,  on  sait  que  si  les  arcs  a,b,c,  satisfont  à  la  relation 

a  +  b  +  ctmK 

on  a  sina  +  8in^  +  sinc=4cos-2-cos4  cos-n-  (N*101) 

Mais  si  les  arcs  sont  liés  par  la  relation 

a  +  6H-c=2n« 

les  trois  cosinus  du  second  membre  se  changent  en  sinus,  et,  de  plus, 
ce  second  membre  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  n  est  pair  ou 
impair. 

En  effet ,  on  a  d*abord     4-(a  +  &)=nic— ^ 
etparsuite  ^ssn%^^{a  +  b) 
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Or  8Îna  +  8in6=s28m^(a  +  6)co84(a  — 6) 

donc  «in  a  +  8in  6  =  2sm  (nie -.|-)cogi  (a -6)  (1) 

Déplus    Binc  =  28in-|co8|.  =  28in|co8[nic-^(a^6)'j  (2) 

Mais ,  selon  que  n  sera  pair  ou  impair,  on  aura 
8in(rin-|.^=±8in|. 

et  coB[nic--^(a— 6)J«±cos^(a-6) 

Donc  on  a  dans  tous  les  cas 

sîn(nic--|)  =  (-l)«-i8iii|. 

et  C08[fiic-l(a— 6)]=— (— l)«-«cos-|(a-6) 

ce  qui  donne  pour  les  formules  (1)  et  (2) 

tinaH-sin6  =  (— l)»-ix2sîn|co8^(a-6) 

sinc=(— 4)"-iX  — 28in|-cos^(a  +  6) 
ajontanty 

«ina4-«n6+sinc=(-i)— ix28ln|^rcos|'(a-6)-cos|.(a+6)] 
on,  en  remplaçant  la  différence  des  cosinus  par  un  produit, 
sinaH-sinè  +  sînc  =  (-l)— ix4sin-^8in^sin-| 

Mais  si  Ton  a  a  +  6  +  c=(2n— i)ic 

onaura   Bina  +  sln6  +  sinc=(-1)- x4cos-|.cos|  cos^ 

Pareillement ,  on  sait  que  si    a  +  6  +  c = ic 

on  a  cosa  +  cos6  +  cosc=1+4sin^sin-|8inY      (NMOl) 

Mais  si  Ton  a    a-\'h  +  c=2n%,    il  faudra  écrire 

cosa  +  co864-cosc==(-1)-.4oos|i.cos|eos|-i 

ettt  a  +  6  +  c=(2n  +  i)ii 

onaura 

cosa4-cosè  +  ooac»(— tV».4ain-2-sin^8in-|  +  l 
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Toute  relalioD  obteaue  d'après  Thypolbèse    a-\-b-\-c=iz    subsis- 
tera encore  quand  on  y  remplacera  a,  b,  c,  respectivement  par 

90<»— -^,    90o— ^f    90o^  2*    P^rce  que  la  somme  de  ces  trois 

nouveaux  angles  sera  toujours  égale  à  ic. 

114.  s*  Exemple.  —  Si  quatre  ara  vérifient  la  relation 

a  +  b-|-c  +  d  =  2ic 
on  a: 

1»    co8a  +  cos6  +  co8c  +  cosd=4cos-^5^2—<^^^"— 5-^*^8-^^^ 
2«    sin a  +  sin 6  +  fin  c  +  sin d = 4  sin -^2      BÎn     "^^  sin  ^"^^ 

30    sina  — 8in6  +  sinc--EiDds=4co8.2-^^co8---Y^*"^'^-t^ 

,  1      ,    •    a  +  6         64-c         c-\-a 

40    cosa — cos6-f  008<;— cûsd=4Bm — ^ — sin— j— cos    ^  ■ 

1»  Oni^:         co8a  +  co86=2«oe-^^«os-^^^ 

C08<  +  coê  (î=2  cos -^i— cos -^^^ 

=  -2C08*+^C08.^ 

en  ajoutant, 

C08a+  cob5  +  C08C+  C08d=: 2 ODS  ^"2      (cos  ^T     —  COS  ^^     ) 

=  4co8— p^sm    ^^         sin    ^^ 

or 

,;..  aH-6-c-rf  _,;^  2a4-ae—3e0>      ,,.  /«+c      oA.^  .^n«±Ç 

8in — ! — f =8in T =sinl — i w»  l»  —  cos — 5— 

de  môme  sin  ^  +  ^7^~^  =-co8  ^f' 

4  2 

Donc 
cosa  +  co86  +  cosc  +  cosd==4cos-^-^co8-^^cos-^^ 

Ou  a:        siûa4-^i»«2siû±+-^oos-^^ 
sin  c  +  sin  rf^ÎBÎn  .1^  cos  ^^ 

c— r« 
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8S 


en  ajoutant, 


sina +ainè+8lnc4- 1^'^=  2^n 


=  o^m  «±ii 


C08 


a  — 6 


+  COf 


c— d> 


=48in-g+^co8  ^+^7^"^co8^+y-^ 


g^-rf  — fc  — C .^    f>^c 


or,  comme  précédemment, 

t 5 M'a— 5—' 

Donc 
mia  +  sanfr +  8UIC  +  Buii<a-48in— ^  sm--'^  ain  — ^ 

>  Oa  a: 


la— 6in6»28m-^-B — coa  ■  T.. 


«in  « — ainiiasâ  tin 


=  -.î.in£=leo8-i±A 


en  ajoutant, 

aîna— sin6+sinc+8ind=2co8-^^4-^  I  sin-**"* 


(• 


.    c—d 


) 


„4oa6^a«  n^-^-^  ^  a4-c-5-(f 


#r. 


DOOA 
aina— sin6 +aiac— 8in(i=4co8  ^^lA  coa-^i^ain^ii 

V  On  a:        coea— co86=28in-^^|^  sin-i^p. 


coa  c -«aad  »  2  ain -î:^  aU-^^ 
=28in«+A8in^ 


'^ooa&+ ooac«x^aadAs2aîn -^4^  f  «M 


*-d 


+  aia 


(!-.|5 


) 
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or 


glQ _ =:COB — n — /      ©t     ^08 ! -r =8in — m — 

Donc 
cosa— <»e6  +  co8C--co8d==48in-2^8in-^i^co8-^^^ 


§  5.  —  Des  expressions  à  rendre  logarithmiques. 


lOK.  On  Mit  qu*il  y  a  deux  méthodes  pour  rendre  une  expression 
calculable  par  logarithmes  :  la  première  consiste  à  transformer  Tex- 
pression  donnée  en  changeant  les  sommes  en  produits  ;  la  seconde  â 
introduire  dans  le  calcul  des  angles  auxiliaires.  On  ne  doit  recourir 
à  cette  dernière  méthode  que  dans  le  seul  cas  où  la  première  n^eat 
pas  applicable  y  c'est-à-dire  quand  la  formule  proposée  renferme  une 
somme  dans  laquelle  se  trouTent  des  quantités  numériques  ou  algé- 
briques, ou  des  nombres  donnés  par  leurs  logarithmes.  Parfois  même 
il  est  préférable  de  calculer  une  expression  donnée ,  telle  qu'elle  se 
présente,  sans  chercher  à  la  rendre  logarithmique. 

«  Malgré  leur  apparente  simplicité,  dit  le  savant  M.  Houel,  profes- 
seur à  la  Faculté  des  sciences  de  Bordeaux,  les  formules  que  Ton 
obtient  en  recourant  aux  angles  auxiliaires,  et  même  la  plupart  de 
celles  qui  résultent  de  la  transformation  des  expressions,  ne  sont  pas 
souvent  les  plus  aisément  calculables  par  logarithmes.  Sans  parler 
du  travail  que  demande  la  transformation ,  le  nombre  des  lectures  à 
faire  dans  la  table  rend  ordinairement  les  recherches  assez  labo- 
rieuses. Ces  transformations  sont,  à  la  vérité,  d^utiles  exercices,  so«« 
Tent  imposés  dans  les  examens;  mais,  au  point  de  vue  pratique, 
elles  présentent  souvent  plus  d*inconvénients  que  d'avantages.  L'usage 
direct  des  formules  de  la  Trigonométrie  est ,  de  tous  les  procédés  de 
calcul,  le  plus  expéditif,  et  c'est  une  pure  illusion  que  de  eroire 
gagner  quoi  que  ce  soit  à  transformer  ces  formules  en  expressions 
monômes  à  l'aide  d'angles  auxiliaires.  Nous  ne  voulons  pas  dire  qu'il 
ne  se  rencontre  des  cas  spéciaux  où  l'emploi  d'angles  auxiliaires  est 
avantageux  ;  mais  ces  cas  ne  se  présentent  jamais  dans  les  théories 
qui  constituent  les  éléments  de  la  Trigonométrie.  »  {Journal  de  mof 
thémaliqMeê  éUmeni<;^ire9  et  epieiaUs,  tome  II,  page  478.) 

106.  !'•  Méthode.  —  Il  ne  reste  rien  à  ajouter  à  ce  qui  a  été  dit 
dans  le  Cours  sur  la  marche  à  suivre  pour  rendre  logarithmiqve  une 
somme  ou  une  diOérence  de  deux  termes;  tous  les  cas  ont  été  indi- 
qués. Signalonsi  seulement  les  formules  du  n»  46  comme  étant  d*«n 
très  fréquent  usage  dans  les  recherches  mathématiques.  Elles  sont 
constamment  utilisées  dans  les  applications  pratiquée  pour  trans- 
former en  un  produit  la  somme  algébrique  de  deux  sinus  o«  ds  deux 
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connufl.  Dans  beaucoup  de  questions,  on  les  emploie  pour  la  traiis- 
formation  inrerse  :  etles  serrent  à  changer  en  nne  somme  algébrique 
1IO  produit  de  deux  sinus,  ou  de  deux  cosinus,  ou  d'un  sinus  par 
un  cosinus.  Cette  double  opérstion  se  présente  à  tout  instant  dans 
la  simplification  des  formules,  la  yérification  des  identités,  la  résolu- 
tion des  équations,  la  recherche  des  minimum,  etc. 

107.  Ces  formules  ne  s'appliquent  directement  qu'A  la  transfonna-* 
tion  d'une  somme  de  deux  termes  ou  d'un  produit  de  deux  facteurs, 
mais  il  est  facile  de  généraliser  la  question.  Si  l'on  reut  changer  en 
produit  une  somme  algébrique  d'un  nombre  quelconque  de  termes 
représentés  psr  des  sinus  ou  des  eosinus,  on  transforme  d'abord  la 
tomme  des  deux  premiers  termes,  puis  Is  somme  formée  du  résultat 
et  du  troisième  terme,  et  sinsi  de  suite.  Inversement,  si  l'on  veut 
changer  en  une  somme  algébrique  le  produit  d'un  nombre  quelconque 
de  facteurs,  on  opère  d*abord  sur  les  deux  premiers  facteurs,  puis 
sur  le  produit  formé  par  le  résultat  obtenu  multiplié  par  le  troisième 
fMeur,  et  Ton  répète  cette  opération  autant  de  fois  quil  est  néces- 
saire. 

81 ,  par  exemple,  on  Youlait  obtenir  des  formules  pour  transformer 
en  une  tomme  algébrique  un  produit  de  trois  facteurs  sinus  ou 
oostnus,  on  prendrait  pour  point  de  départ  les  relations 

co,«  ,i«  6  =  i55i^±^i^^5»i£=*l 

En  multipliant  les  deux  membres  par  cosc  ou  par  sine,  il  ne  reste* 
rait  plus  qu'A  remplacer  dans  le  second  membre  les  produits  de  deux 
faetavrs  par  une  somme  de  sinus  ou  de  cosinus.  Les  deux  premières 
formules  donnent  ainsi 

eo.aeo.6co.cx,  «>»(''  +  *)««<'  +  «>»(''-»)  «>''! 

=s-|[eM(a+»+«>+«M(a+»-«)+«M<a+«-»)+^(»+«-a)] 

.ina«n6«oc=,"°''«»o'(°-^>)7«»'"''>^(--^> 

s=-y[iln(a+e-»+rin(H-s— o)+«to<a+b— €>— rfn<o+d+e)] 
loTenement  :  r^         i 
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108*  SoU  à  re$ubre  logarilhmigueê  la  démo  4ommu  r 

a»     •iii(*+c-«)+(iiii{a+«— ^)H-»iii(éi+6— c)-.s»(«+d+«) 

(Conocmrt  général,  1864.) 

!•  On  1      co8(a  +  6  +  c)  +  co«(a4-6— 4î)  =  2co8(a4-6)co«c 
et  co8(a  +  c— 6)  4-cos(6  +  c — a)=2co8(a  — 6)co8C 

Ea  njoMfial ,  le  pre^itr  ■ambre  «st  la  MMOMe  daMJi,  to  aen—id 

ég«l«  2'eo8e[cot(a  +  6)  +  eo8(a— ^)] 

M  4oofla«oe&eôee 

2>DeJBâaie  8in(&+«— a)  +  «B(a'f c^^)^^: — 28ino«os<a— ^) 

En  «jcMitaBf ,  le  premier  meml^re  est  la  eomne  donnée,  le  seoontf 
égrale  2§inc[co8(a  — 6)  — co8(a  +  6)] 

ou  48ina8infr8iac 

Ob  peut  ebienir  le  mèMe  réeuUai  par  u»e  autre  mélbode.  Sl«  < 
lee  formules  de  8in(a  +  6  +  c)  et  de  co8(a+6  +  c),  on  change  i 
oesMTemant  le  signe  de  a,  de  ^  «t  de  c,  en  obtient  les  dUtéremia 
termes  des  formules  propoeëee;  il  «uX&t  d'Mi  Um  la  aomme  algé- 
brique pour  retrouTor  les  réauUata  pi^éoédeAtg. 

On  remarquera  que  toutes  les  transformations  présentées  dans  le 
paragraphe  précédent  conduisent  à  des  expressions  logarithmiques  ; 
elles  peuTont  donc  être  préposées  comme  exercices.  Voici  encore 
quelques  autres  exemples  : 

109.  i**  EzMiple.  —  Rendre  logarithmiques  les  expressions  : 
io  l  +  ûn^-foosa 

2o  i  +  cosa  +  co8  2a 

1«  On  peut  remplacer  1  par  skiQO»,  et  cosa  par  sin(90o— a); 
l'expression  proposée  étant  alors  la  somme  des  sinus  de  trois  arcs 
ayant  pour  somme  i80>,  la  transformation  s^effectue  immédiatemenU 
11  suffli  de  se  rappeler  que  si  a  +  &  +  c  =  7c,  on  a 

iln«-|-ani6+6Mc«4oes|-eoa-|eeaY      (N*«Oi> 

On  peut  donc  écrire  pour  le  résultat  cherché. 

4  C08  45«  cos  -^  cosAs»  —  ij 

^  ir»  ànfhode.  ^  Otk  %    l  +  owitea'2c<ni*a 
donc  Texpression  proposée  peut  s'écrire 

cosa(l+2oe8a) 
ou,  à  cause  de  cos-^  =  ^, 


2cosa(cos-^H-cosa) 


:      •      ,      .      .1 
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&  renirtasMit  4tB8  la  prenthèm  U  soflUBe  dm  oomam  par  an 
produit,  on  a        4co8aco8r^  + Yjcosf^  — ^j 

2«  Méthode.  —  Oo  a,  comme  précédemment, 

1  4- 001  «  +  eoB2«ss  ooaa  (I  +  2oos  a) 

W^  2co8a=-^^ 

8tna 

puranite  i  +  2coga=ii5±±iill^ 

2«m-n^aeot-^               «"^-^ 
o«  £.     ou     — 

^    .     a  a  ,     CL 

Îsm^cos-R-  ^^'^^ 

et  Texpression  donoée  égale 

C08  o  sin  — ^ 


8in| 


110.  s*  EsMBpU.  —  Rendre  logarithmique  l'expression 

1  —  Costa  —  co8*6  —  co8*c  +  2  cos  a  cos  6  cos  c 

Exk  ajoutant  et  retranchant  co8>aco&*6,  on  a  succesaivement 

1  —  co8>  a  ~  coil*6  —  («08  c — aoa  a  oos  6  )^  +  co8>  a  C08*  6 

(  1  —  co8*(ï  )  (  1  —  C08*  6  )  —  (  C08  c  —  cos  a  cos  6  )> 

«ia*a8in*6 — (coa^^ooaaooa^)* 

(8ina8in6  +  co8c  — coaaco86)(8inaBin6  —  cosc  +  cosdcosô) 

[cosc— cos{a  +  6)]  [cos  (a— 6)  —  co8c] 

4  J  4  J 

48inTj{a+6+c)8in-i^(a+6—c)8in-^(a+c— 4)801^(^  +  6— a) 

fil.  s*  BzMiple.  —  Rendre  logarithmique  l'expression 
^  8ina  +  8in3a-^8in5a+...+  8in(2n  — 1)a 
cosa-i-co8aa4-co85a+**«+co8(2n— l)a 

On  a  déjà  trouvé  (o»  59)  que  xssigna.  Mais  au  lieu  de  trans- 
former les  deux  termes  de  oeUe  fraolida,  on  peut  dire  :  Si  Too  oa»- 
sidère  le  quotient  de  la  somme  de  deux  sinus  équidistants  des 
extrêmes  par  la  somma  4ee  ceaîntia  oorreapoMdaati, 

8in(1+2p)a  +  ain(2n~1— 2p)a 
C08(1+2i>)a4-C08(2n  — 1  — 2p)a 

en  rendant  les  deux  termes  logarithmiques,  on  trouve  que  leur  quo- 
tient est  tg  na. 
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Donc  81  chacune  des  fraetionB  analogues  a  cette  valeur,  il  en  est  de 
môme  du  quotient  de  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme  des 
dénominateurs. 

112.  2«  Méthode.  -*  On  a  tu  comment  on  peut  rendre  un  binôme 
logarithmique  à  Taide  d'un  angle  auxiliaire.  S'il  s'agit  d'un  polynôme 
a+6-{-c-{-d+...,  il  faut  d'abord  remplacer  les  deux  premiers  termes 
par  un  monôme  a-\-b=m;  il  reste  donc  m+c-f  d-f...  On  rem- 
place ensuite,  à  l'aide  d'un  second  angle  auxiliaire,  les  deux  pre- 
miers termes  par  un  monôme  m+e=^n,  et  ainsi  de  suite.  Il  faut 
donc  autant  d'angles  auxiliaires  que  le  polynôme  a  de  termes  moins 
un ,  ce  qui  complique  singulièrement  les  calculs.  Aussi  ne  faut-il 
recourir  à  cette  méthode  que  dans  le  cas  où  la  méthode  des  traofr* 
formations  n'est  pas  applicable,  et  l'on  doit  s'étudier  à  restreindre 
le  plus  possible  le  nombre  des  angles  auxiliaires. 

113.  Exemple.  —  Soii  à  rendre  logarithmiqtte  la  formule 

2D> = a*  +  6*  —  2a6  cos  a 
l**  Solution,  —  On  peut  écrire  cette  équation  sous  la  forme 
x«  =  a« -f  ft«  +  2a6  — 2a6  (1  +  cosa) 
Les  trois  premiers  termes  sont  le  carré  de  a  +  b,  et  l  +  cosot  peut 
être  remplacé  par  2cos*^;  on  a  donc 

aît=:{a  +  6)*— 4a6co8«-| 

Ainsi  le  trinôme  se  trouve  ramené  à  un  binôme  sans  l'aide  d'un 
angle  auxiliaire.  Maintenant  appliquons  la  méthode  connue  en  po- 

àab  co8«  •§- 
sant  «P»9='    (a^b)^ 

il  vient  pour  valeur  de  x 

aD  =  (a  +  ô)cos9 

2»  Solution.  —  L'équation  proposée  peut  s'écrire 

»« = (a«  +  ft*)  (cos«  ^  +  sint  ^^  —  2a6  (oos«  ^  —  8in« -|) 

d'où  aî«=(<H-6)tsin«^  +  {a— 6)»oos»|- 
Posons  maintenant,  selqn  la  méthode  connue, 

il  vient  «=s£±A 

00S9 
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§  6.  —  Relations  identiques  entre  les  éléments 
d*on  triangle. 

114.  Les  relations  établies  entre  les  lignes  trigonoméiriques  des 
angles  positifs  ou  négatifs  ayant  pour  somme  ir,  sont  applicables  aux 
angles  d*un  triangle  comme  cas  particulier.  De  là  de  nombreuses 
identités  entre  les  éléments  angulaires  des  triangles.  Ce  nombre  peut 
B^accrottre  indéfiniment ,  si  Ton  fait  entrer  dans  les  formules  les  côtés 
ou  les  autres  lignes  remarquables  des  triangles.  Nous  nous  bornerons 
à  citer  ici  quelques  relations;  plus  loin  on  trouvera  une  étude  plus 
ét^idue  sur  ce  sujet. 

115.  Danê  tout  triangle  on  a  U$  relaiionê  : 

1»  cos2A  +  cos2B  +  cos2C  +  4  cos  A  cos  B  ces  C  -fl  =0 

2*  cos4A  +  oo84B  +  oos4C  +  i=^oo8  2Acos2Bcot2G 

d»  sin*A  +  sin*B  +  8in*G  — 2cosAcosBco8C=2 

4»  sinS2A  +  sin*2B  +  sinS2C  +  2cos2Acos2Bcos2Cs2 

ÎSo  tgA-ftgB  +  tgC       _^?A^lP<glc 

(smA  +  sinB  +  smC)*  "    ZcosAcosbcosG 

En  eflét,  1*  on  a 

co«2A  +  oos2B=2co8{A  +  B)cos(A  — B) 
=  — 2cosCcos(A  — B) 
et  cos2C=2cos«C— .1=— 2cosCcos(A  +  B)— 1 

donc 
co«2A  +  cos2B  +  coa2C=— 2cosC[cos(A  — B)-fco8(A  +  B)]— 1 

=  ^2co8C.2cosAcosB  — 1 
donc     cos2A  +  cos2B-fcoB2C  +  4co8AcosBcosC  +  lB=0 

2*  De  même 

cos4A  +  co64B=2cos2(A  +  B)cos2(A— B) 
=2eo82Ccos2(A  — B) 
et  cos4C«2cos«2C— l=2cos2Ccos2(A-f  B)— 1 

donc 
cot4A  +  cos4B  +  cos4C=2oot2C[GOB2(A— B}+cos2(A+B)]— 1 

=2co8  2C.2cos2Aco82B  — 1 
donc  =4cos2Acos2Bcos2C  — 1 
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30  SmU+8in»B  +  Bin«C=-^(i— C082A-M-C082B  +  1-C082C) 
3       1 

3     i 

=-5^  +  ^  (1  +  4co8 Acos Bco8 C) 

=2  +  2cosAco8Bco8C 
i9  De  même, 

sm*2A  +  8inJ2B  +  8iû«2C=^(3-co84A-co»4B— co84C> 

=  2— 2co8  2Aco8  2Bco8  2G 
5«0na  lgA  +  lgB  +  lgC  =  lgAtgBtgC 

et  «nA  +  atiiB-f-«MiC^4eos^AcwlBeot^C 

donc 

tgA-ftgB-f-tgC       tgAtgBtgC 

(8mA+BioB+8.nCr--,^^|^^3,|3^,^^ 

Ssin^Acos-^Asin-^BcosiBsinl^CcosYC 

16  008  Ac08B0O8C«O8*^AoO8«yBcO8*4g 

^tg|-Atg|B(gj-C 
2  cos  A  008  B  C08  B 

11«.  Démontrer  que^  dcms  tout  triangle,  ona ; 

sm|(B-C)  =  -^co8^A 

co8-^(B-C)  =  A±^8in|A 

(Bacc.^  Cletmwt,  novembre  1875.) 
La  relation  des  sinus  donne  (  Trig.,  n»  69) 

^    g    __     b  c  j^^. 

sraA       sin B  ^  sin C       sinBdisinG 
d'où,  !• 

a  sin  A  gsin^Aooa^A  cot^A 

^^-  s.nB..in<;  -  2cos|(B  +  C)sin|(B.C)  "  li^^^i^^ 
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on  wn-^(B-C)  =  ^=^cot-|A 

et  2» 

a     ^        8inA  28in^Aco,4A  ^      sin-^A 

6  +  c       «oB  +  sinG       2«o-^(B  +  C)oo.l(B-C)       cot^(B-C) 

ou  C08|(B-C)  =  ^±^MÛ^A 

On  peut  remarquer  que  si  Ton  ajovte  les  relations  proposées,  après 
les  SToir  éleyées  au  carré,  on  retroa^e  la  relalioa  connue 

a»=s6«  +  c«  — 26ccosA 

il7.  Démontrer  qu'on  a,  dans  tout  triangle  : 

!•  ftcosC  — ccosB  =  -^^^^^^ 

a 

29  6co8B+ccosC=aco8(B  — C) 

!•    ofccosC— accosB  =  -^(a«-f6«— c>)  — -|(a«+c«— 6«)  =  6«— c« 
donc  6cosC  — cco8B  =  -2-^^ 


6cosB  +  cco8G=.^5ÎB^oo8B+^iîiî^cosC 
sui  A  sin  A 


a . 


_  2asin(B-fC)co8(B  — C) 

2stn(B  +  C) 

=  aco8(B— C) 

118.  Démontrer  que,  dan$  tout  triangle,  on  a: 

^,  1      p — C  __.c  __j      a4-^— e  ^_       2c 

p         p  a  +  i'  +  c  "^  a+6  +  c 

2»  Le  second  membre  s'écrit 


a-\-b-^c\        bo       y        ao       V^ 
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119.  Démontrer  qu*un  triangle  e$t  ieocèle  quand  on  a  la  relation 

algA  +  6lgB  =  (a-f6)tg-i(A  +  B) 
Eo  effet,  on  peat  écrire 

a[lgA-lg|(A  +  B)]  =  6[lg|-(A  +  B)-.|gB] 

a  Tsin  A  C08  -g-  (  A  +  B  )  —  C08  A  sin  -g-  (  A  +  B  )1 
cosAoos-^  (A  +  B) 

ôTsin  y(A  +  B)co8B  — cos-^  (A  — B)8inBl 
co8Bco8i(A  +  B) 


donc 


ou 
donc 
Mais 


a8in^(A  — B)        bùn-^iX-^B) 

COSA  ,C08  B 


a cobA 

T       008  B 

a 8in  A 

"5"  ^  siûB 


sinA  _  C08A 
cos 

et  par  suite  A  »  B 


donc  4?^=^^.    ou    tgA=tgB 


120.  Démontrer  qu'un  triangle  est  rectangle  isocèle  quand  on  a  Us 
deux  relations 

H-cotg(45--B)  =  ,f— Ij^    et    4S=ai 

et  qu'il  est  équilatéral  si  Von  a 

^kIL^' ""!*=«*    «««î    8inB8inC=|- 
p  +  c  —  a  4 

lo  La  première  relation  peut  8*ëcrire 

l-ftg(45«  +  B)=3.j|^Lg^ 

et,  en  développant  le  premier  membre, 

IgC  — l=tgC— IgBtgC 
donc  tgBtgC==l 

Déplus  a«==6*-hc» 

d'où  4S  =  26c  =  a« 

donc  6^  +  <?*»26e    ou    6  =  6 
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2*  On  a,  après  simplificalion , 

6»  +  c»  =  (6  +  c)a» 
ou ,  en  divisant  par  b-\-c, 

6«4-ca  — 6<?  =  a» 

donc,  déjà  (rrH^.,n«  70)     C08A=-|^    et    A«60* 

parsnite,  (B  +  C)  =  120 

mais  la  deuxième  relation  donne 

C08(B  — C)-co8(B-fC)=— -| 

et  comme  co8(B-fC)  =  — -^^ 

on  en  conclut         co8(B  — C)  =  l    ou    B— C=0 
donc  B  =  Cai60«» 

121.  Démontrer  que  $i  l^on  a,  dans  un  irtangle, 

sin  A  +  sin  C  =  2  sin  B 

111 
on  a  aussi  *fif  "^  ^  tg -^  B  = -^ 

1  1 

On  a     BinA  +  8inC  =  28m^(A-fC)co8-2-(A  — C)  = 

=  48in-2-Bco8-2^B  =  4co8-g(A-fC)8in-^(A  +  C) 

d'où  cos  ^  ( A  —  G) =2  C08  ^  ( A  +  C) 

donc 

11  11  11  11 

co84Aco8-s^C  +  8in^A8in-2^C  =  2co8-2^Aco8^C  — 28in-^Asin~G 

11  11 

donc  3  sin  -^  A  sin  -g-  G  =  cos  -^  Acos  -^  G 

d'où  lg^Alg^G  =  |- 

122.  Démontrer  que  si  Von  a,  dans  un  Iriangle, 
colg  ^A  +  cotg  i  G=2cotg  I  B 

1  1 

on  a  aussi  cotg -k- A  colg  4- G  =  3 
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C08-|^A       cos^C       2cos-|b       2sm-|(A+C) 

On  a    j 1 T — = 3 = j 

Bin-|A        sin-g^Ç        sin^B         coB-^(A-fC) 

8iii^(A  +  C)         2sm^(A-fC) 

1 T*~^ î 

8in4-A8in4-C  cos-ôCA  +  C) 

I  il 
donc                     cosY(A  +  C)=2sin4- Asin-s^C 

11  il  il 

donc     cos-ft  Acos-i^  C  —  sin -„- A BÎn  4-  G  =  28in-|y  Asin-i-C 

II  11 
ou                  •    008-4^  Aco8  4>  C=33in-^  ABin4-C 

1  1 

donc  colg  ^  A  colg  ^  C  =*  3 

123.  Démonirer  que  si  les  sinus  des  angles  d*un  triangle  sont  en 
progression  arilhmélique,  U  en  est  de  même  des  cotangentes  des  demi-- 
angles. 

On  a  par  hypothèse 

sin  B— 8in  A  =s  ain  G  •—  ain  B 

ou    28in-j(B--A)oos-g^(B  +  A)  =  2Bin|^(C  — B)co8-2.(G-f-B) 
donc  8in-^(B  — A)8in^C  =  8in^(G--B)ain-|  A 

donc  (sin  g-  B  cos  -s^  A  —  cos  ^  B  sin  -^^  A  j  sin  -ç-  G  = 

(1  1  1  1     \        1 

sin  "2  G  cos  -^  B  —  cos  ^  G  sin  -^  B  j  sin  -^  A 

En  divisant  par  sin  -j-  A  sin  -s-  B  sin  -g^  G 

1111 
il  vient         colg^  A  — cotg-^^  B  =  colg-2-B  — cotg-g^G 

124.  On  donne  8in(6-|-c  — a),  sin(c-|-a  — 6),  8in(a  +  6  — c) 
en  progression  arithmétique;  démontrer  qu'il  en  est  de  même  de  iga, 
Ig^^  tgc. 

On  a  par  hypothèse 

8in(c4-a  —  6)  — 8in(6-|-c  —  a)  =  sin(a4-^^c)— sin(c  +  a  —  b) 
donc  y  en  changeant  les  difTérences  de  sinus  en  produite, 
2Bin(a  — 6)coscs=28in(6  — c)cosa 
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on    (sin a cos h  —  sin 6  cos a)co8 e a  (sin 6  cos o— sin  c cos 6) cos a 
si  Ton  divise  par    cos  a  cos  6  cosc,    il  vient 
fga— tg6  =  tg6  — tgc 
ce  quMl  fallait  démontrer. 

Cette  relation  n'est  pas  particulière  aux  triangles;  elle  est  générale 
pour  des  angles  quelconques. 

125.  On  sait  que  Us  trois  angles  d'un  triangle  sont  en  progression 
arithmétique,  et  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  sinus  égale  2. 
Trouver  la  relation  qui  eaoùte  entre  les  oôUs  de  ee  triangle. 

On  a  sin*  A  -f  sin»  B  -f  sin»  G=2 

d'où  1  —  sin»  A  + 1  —  sin»  B  -f  1  —  sin»  C  =  i 

c'est-à-dire  co«»A-f-coi»B  +  oo8»C=»i 

Mais  on  sait  que ,  quand  on  a    A+BH-Cs=it,    on  a  aussi 

cos»  A  4-  cos»  B  +  cos»  C  +  2cosAcosBco8G  =  l 

donc  cos  A  cos  B  cos  G =0 

ce  qui  exige  que  Tun  des  trois  angles,  A  par  exemple,  égale  90*.  On 
tgk  conclut    B=:60»    et    C=s30>. 

Le  triangle  est  donc  rectangle,  et  Tun  des  angles  aigus  est  double 
de  Fautif  ;  donc  les  cdtés  sont  proportionnels  à 

2,    v^    et   1 

Cette  conclusion  est  encore  donnée  par  la  relation  des  sinus,  puisque 
les  sinus  des  angles  de  ce  triangle  sont 

4       V^     et     * 
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CHAPITRE  VI 

DES  ÉQUATIONS  TRIGONOMÉTRIQUES 

§  1.  —  Équations  à  une  inconnue. 


126.  On  appelle  équations  tngonomélriques  des  égalités  entre  les 
lignes  de  certains  arcs,  mais  qui  ne  sont  yraies  que  pour  des  valeurs 
particulières  de  ces  arcs. 

Résoudre  une  équation,  c'est  chercher  les  valeurs  particulières  des 
arcs  inconnus  qui  vériAent  celte  équation. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  calculer  les  valeurs  des  lignes  trtgono- 
métriques  des  arcs  inconnus,  sans  chercher  ces  arcs  eux-mêmes,  bien 
qu'il  soit  parfois  possible  de  déterminer  leur  valeur  sans  recourir  aux 
tables. 

127.  Les  équations  trigonométriques  peuvent  se  résoudre  par  dif- 
férentes méthodes. 

I.  —  La  méthode  la  plus  générale  consiste  à  exprimer  les  diverses 
lignes  trigonométriques  qui  y  entrent  en  fonction  d*une  seule.  En 
prenant  celle  ligne  comme  inconnue,  on  est  ramené  à  résoudre  des 
équations  algébriques.  Par  exemple,  une  équation  renfermera  des 
termes  en  sinx,  cosa;,  tgo;  avec  d'autres  termes  connus;  il  faudra 
d'abord  remplacer  sin  x  et  cos  a;  par  leurs  valeurs  en  fonction  de 
tg  X,  et  Ton  n'aura  plus  à  résoudre  qu'une  équation  à  une  inconnue 
igx. 

Si  les  substitutions  introduisent  un  radical,  comme  par  exemple 
lorsqu'on  remplace  cos  x  par  \/l  — 8in>a?,  il  faut  isoler  le  radical 
dans  un  membre  et  élever  au  carré;  mais  alors  on  s'expose  à  intro- 
duire une  solution  étrangère,  qui  peut  ne  pas'vériûer  l'équation  pro- 
posée. U  faut  donc  préférer  les  substitutions  rationnelles  (n*»  19). 


128.  1*  Soit  à  résoudre  Véquation 

11111 


=  -3 


sin»»       cos*»       tg»»       cotg«»       séc»»       coséc»» 
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i>«  Solution,  On  peat  exprimer  tontes  les  lignes  d*abord  en  fonc- 
tion du  sinuB  et  du  cosinus 

-J, \ ^?»*A-iiîîi£l-cos««-8intaî=-3 

sin'â?       coPx       sin»aî       coi»aî      ^      *     oi     -* 

ou ,  en  groupant  les  termes  de  même  dénominateur, 

Bin*a5  003»  as         ^  ^  ' 

^^  l±i[5!fl-=3    ou    14-8in*«=:3(l  — sinix) 

cos'a? 

T 
Si  IVm  prend  le  premier  signe,  on  a 

2*,c  +  45*    et    (2fc-f1)ic— 45« 
bi  Ton  prend  le  deuxième  signe 

2/fcit— 45»    et    {2k  +  i)%  +  A\i» 
formules  comprises  dans         knzh  45o 

2«  SakUûm.  —  On  peut  exprimer  immédiatement  toutes  les  lignes  en 
fonction  de  la  tangente 

tg«aj     -l^i-ig  ^^  — Tgï^-  l  +  tg»aî""  1-f  tg«jo~ 

1 

d*oÉ    tg*x=i    et    aî=fcic±:45«. 

2*  Sa»/  à  résoudre  l*équcUion 

séc  X  —  tg  x = sin  x  +  cos  0? 

On  écrit  d^abord   — ^'°^  =  sin  x  +  cos  a? 

cosx       cosx 

d'où    i  —  8inx  =  sinxco8x-f  cos*x  =  sinxcosx-|-l  — 8in*x 

on  sin'x~sinx=sinxcosx 

En  divisant  par    sinx,    ce  qui  supprime  la  solution    sinx=0, 
il  reste  sinx— i=cosx  =  v^i  — sin'x 

ou  sin'x  — 2sinx4-i=i— «il*'® 

ou  28in«x--28inx  =  0 

En  diTisant  par  28iQx,  ce  qui  supprime  la  même  solution,  il 
vient  sin  X  =^  1 

A  la  valeur  sinx:=0,  correspondent  les  arcs  donnés  par  les 
formules  2A«  et  (2A4-l)7r,  ce  qui  revient  à  /eu;  et  à  la  valeur 
sinxssi,    correspondent  les  valeurs 

x=2/cic+|-=(4fc  +  l)|- 
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429.  U.  —  Lorêque  l^iqMalion  propcêie  pmU  $e  éieamipoéet' fioâUe- 
menl  en  fadeurs,  on  opère  préalablemenl  eéUe  dioompoêUi(m,  et  il 
arrive  souYont  que  la  réduction  des  lignes  trigonométriques  à  une 
seule  devient  inutile.  Ainsi  réquaiion 

8in2xtgaB  —  tgx  — ain2a;  +  i=0 

peut 8*écrire    (8in2a;— l)(tga;  —  i)aiO;.   chacun dea^ Caeteors égalé, 
à  zéro  donne    a; =45*. 

Quelquefois  encore  on  facilite  cette  décomposition  eo  facteurs,  et 
Ton  arrive  à  une  solution  très  simple,  en  utilisant  les  formules  de 
transformation.  Soit,  par  exemple,  à  résoudre  Téquation 

sin  Ta?  '  sin  «  =  sin  3jc 

Le  premier  membre  étant  une  diflërenee  de  deux  wbum,  peut  être 
remplacé  par  un  produit  (formule  24),  at  Ton  a 

2  sin  dx  cos  4x = sin  3j» 

ou  sin3a;(2co6  4x— i)=0 

équation  qui  se  décompose  en  deux  autres 

8in3xs=0    et    cos4xa-^ 

130.  Dans  la  résolution  des  équations  trigonométriques,  on  a  très 
souvent  recours  aux  formules  qui  servent  à  transformer  une  somme 
en  un  produit;  si,  comme  dans  Texemple  précédent,  l'équation  ne 
renferme  que  des  sinus  ou  des  cosinus  ^  elle  se  trouve  décomposée  par 
cette  transformation  en  équations  très  faciles  à  résoudre.  Par  exemple: 

Soii  à  trouver  Us  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  2ic  qui  satisfont 
à  l'équation 

sin  X  +  sin  3x = sin  2a;  +  sin  4a; 

On  écrit  2sin2xcosx=2sin3a;cosx 

ou  cosx(8in2x  — sin3x)=0 

qui  se  décompose  en  deux  autres 

lo  cosx=0;      d'où    x  =  /fw  +  -î- 

2»  sin2a;  — sin3x  =  0 

que  Ton  écrit  2  sin  -§-  cos  -5-  ^ =0 

En  égalant  à  zéro  chaaun  des  deux  facteurs,  on  a 

sin^BsO;      d'où     -ï-  =  /hc 
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Oo  aura  les  valeurs  demancUes  en  faisant    Ac=1,2,3,4,5,6,7;  ce 
qui  donne  pour  x 

U  im  !He  fK  9K  "IC  .  9k 

T'      T"'     T'     "5"'      IT'     "2"     "     T 

131.  Sotl  à  résoudre 

sin  a;  +  sin  2x  +  sin  3x  +  sin  ^ = 0 

On  a  8Îna;+an4a!;?=^iii-^  COB-^ 

et  8in2x  +  Bin3«=28in-7r-cos-^ 

en  «goûtant  2ain-7r-^cos-^  +  co8-§-j=0 

d'où  4  sin  -^  008  -^  008  «sO 
qui  86  décompose  en  trois  autres  : 

f  8in^«=6-,      tfoù     -^^ikic 

2*  cos-|.«0;      d'où     ^  =  hz  +  ^ 


3»  008  a?  =0;      d'où      x  =kn  + 


« 


132.  III.  —  Lorsque  les  équations  renferment  à  la  fois  des  lignes 
tfifWMuiéUiquss  «les  OMplIiplts  ou  des  sous-multiples  de  rïuoooave 
et  4lM  pmstMMes  de  4>e8  loBCtioas,  tt  faut  généralement  dévetoppsr 
Isa  anMples  4^  so«s-n«lÉifdea  «par  lea  lormules  connues.  Par 
exemple  : 

SaU-àréiaudre  J^cguatûm 

tkk9mw»Bn^x 

On  écrit,  en  développant  te  premier  membre, 
3  sis  « — 4  sin^  a;  39  6  aift*  œ 
ou  38ina!£=128in'a? 

ou  sinœt4«in*J^  -1)=:0 

qui  se  décompose  en  deux  amtfes 
!•  sin«Œr6;     d'où   x^kn 

2»         sin^x--^;      ou    siujc^db-^;      d'où    aî=fcii±-J- 
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133.  Soit  à  résoudre 

8iDSjc  =  168iQBa; 

Oo  a  vu  que    8in5xBl68in>a; — 20Bin'x  +  S8ina;  (N<>  81) 

donc  l'équation  propo8ée  revient  à 

sin  a?  (  1  —  4  sin*  x) = 0 

dont  les  solutions  sont  celles  de  Tezemple  précédent. 

134.  Soit  à  résotuire  Véq  nation 

Ig3x  +  tg2aj  +  lg«=0 
On  écrit,  en  développant  les  termes, 

3tga?~tg»ag         2tgx      ,^^^q 

divisant  par    tgx,    ce  qui  supprime  la  solution    tga;=0;    d*où 

ilreste  ^^tgtx  2        _^_^^q 

1— 3tg«aî  ^  1— tg'oî 

En  chassant  les  dénominateurs,  on  a  l'équation  bicarrée 

4tg<x  — 14tg«a>  +  6=0 

qui  donne  tg*x=3    ou     -^,  etc. 

135.  IV.  —  11  arrive  parfois  que  l*on  peut  ramener  Téquation  à  Tune 
des  formes  connues         asinx  +  6cosx=o 

ou  algx  +  6cotgx  =  o 

dans  lesquelles  Tinconnue  est  x  ou  2x;  on  peut  alors  écrire  imnié- 
diatement  le  résultat  en  le  déduisant  des  formules  obtenues  comme 
solutions  de  ces  équations.  Les  problèmes  de  la  troisième  partie  en 
présenteront  plusieurs  exemples. 

L'équation  type  a  sin  x  +  ^  cos  x  =  c  a  été  résolue  dans  le  Cours 
de  plusieurs  manières;  il  est  préférable  d'employer  la  troisième  mé- 
thode ,  qui  n'introduit  pas  de  solutions  étrangères. 

L'équation  atgx  +  6cotgxac 

peut  se  résoudre  en  remplaçant   cotgx    par  Trrrt    ce  qui  donne 

d'où  atg*x  — ctg:p  +  ft=»0 

avec  la  condition  de  possibilité,    Âab^d^, 
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Mais  il  vaut  mieux  la  ramener  à  la  forme  type 

aùnx  +  bcosx^e 

en  opérant  de  la  manière  suivante  : 

Remplaçons  tg  x  et  cotg  x  par  lears  valenrâ  en  fonction  du  sinus  et 
du  cosinus;  il  rient 

^  sinx  .  ,  coex 

a H-  o  — : = 0 

cosâs  ^     sino) 

on,  en  chassant  les  dénominateurs, 

a  sin'âs  +  6  cos*  os = c  sin  âs  ces  X 

Multiplions  tous  les  termes  par  2  et  remplaçons-les  respeotiTement 

par   a(l»oos2x},    6(1  +  cos2j;)    et    csin2x,    ce  qui  donne 

e8in2x+(a— 6)oos2x=sa  +  # 

équation  en    8În2x    et    cosSx    de  la  forme  eberehée.  On  la  résout 
en  posant 

tgç=i^     et    sin(2x  +  9)=^4^oos<p 


136.  BaMarqM.  —  Cette  solution  donne  le  moyen  de  réduire  une 
iquoHon  du  2*  degré  à  une  équation  trigonométrique. 

Soit  réquatîon  générale  du  2*  degré 

a«*4-6x4-c=:0 

Toute  quantité  pouvant  représenter  une  tangente,  ù  Ton  remplaee 
X  par  tgy,  après  avoir  divisé  tous  les  termes  par  x,  on  a 

aigy  +  ecoigy  +  b=:0 

6*eat  réquation  précédente. 

SiTonpose  tg9=  ^T^ 

on  obtient  sin  (2y  +  9 )  =»  ^—^  sin  9 

En  désignant  par  a  Tangle  compris  entre  — 90*  et  +90*  dont  le 
sinus  est  le  même  que  celui  de  2y  +  9,  on  a 

et  par  suite 
La  condition  de  possibilité  est 
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or  »I59=^ 


e^a 


donc  sinçs-  ... 

6ti  à  doncla  condition 


v/a«  +  6«  +  «»  — 2ac 
OU  a*  +  c»  +  2ac^a«  +  6»4-c«~2ac 

on  hac^b^ 

137.  Y.  —  Les  divers  artîAces  de  calcul  et  les  procédés  de  itimpIIR* 
cation  employés  «n  Alfèbre  peuvent  trouver  le«r  application  dans  la 
fénhitkm  4es  éqiMtioas  trigononoétrigues.  Par  eaen^ple,  quaui  Jaa 
deux  membres  se  présentent  sous  la  forme  fractionnaire,  il  eit  par- 
fois avantageux  de  leur  substituer  les  combinaisons  étudiées  dans  la 
théorie  des  rapports,  selon  qa*il  a  élé  indiqué  {Algèbre,  n*  115). 

Soit  à  riêoudre  Véguaiion 

msin<a— «)=:«8În(6-*^) 

On  peut  récrire 

sin(a«^ag)  __  n 
Bin<6  — x)  ""  «s 

Mk  «ta.  aî««t«  at  m  V(m  vainiMke  ekÊt^e  àémomiuikmm  à  wm  jTu- 
mérateur,  mkm 

sin(a>-aî)-|-sia(6— 'Jg|  _  n-^-m 
sin  {a  —  x)--  sin  (6  —  »)        n^m 

tg— 2— 
;G0(|e  pioportionXait  coanaitre    tg  (^"^    ^x\    et  par  suiie  «. 
Si  m  et  n  étaient  donnés  par  leurs  logarithmes,  on  poserait 

d'où  logtg9  =  logni— logn    • 

et  l'on  aurait     "  .a±^=|±^  =lg  t«i*  +  9)  ,^ 

d-où  tg(»+J-i,)„tg(a.  +  ,)tg-«^ 
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138.  On  résoudrait  d'une  manière  «Mlogue  Téquaiion 

Le  premier  membre  pouvant  s'écrire 

sin(a  +  ag)8in(tt  — ag)  ato^g — sin»a? 

C08(a4-^J£ûft(A— ^)  COS>X»  — COB^XC 

oaaléquation         cos'a^cos^x  =  l  +  ^cosSa 
En  opérant  comme  dans  rezen^le  çcécédent,  on  a  immédiateiBeni 

xo62ag  __       i 
C082a        2  008  2a 


d*où  «et  2x3 


4 


Donc   2aî=:60»,    a;  =  30«,    et    2fcicd:30«». 

139.  VI.  Enûn,il  peut  y  avoir  avantage  à  donner  aux  équations  la 
forme  purement  wig&mqm,  sevt  pour  stmpHfier  les  symboles,  «oit 
pour  remplacer  des  ey pressions  compliquées  par  une  inconnue  auxi- 
liaire. Par  exemple  : 

!«  Soil  à  résoudre  l'équation 

sin*  2a — sin*  xs^-r 

Écrivons  sinâ;=:y^  nous  aurons  à  résoudre  l'équation  algébrique 

ou  16^  — t2v«  +  1^0 

ou  (4y«  — l+:^)(4t/^-l  — 55î/)=0 

qm  m  déeonpese  en  deux  jnires.  Le  premier  facteur  égalé  à  zéro 

donne  ys=-t(l±/FJ 

et  le  deuxième  ^  =  *  (—  l  dry^) 

donc  sina|=s«yi(;t^)     cl     dn^^|g-) 

d'où  ,«=Âcii±-^     et     ^^Ir 
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140.  2«  Soit  à  réêoudre  Véquaiion 

Ig»»  4-  cotg'o; = m*  —  3m 
On  peut  d*abord  écrire 

(tg  05  +  cotg  flD)8  —  3  (  tg«xcotg  05  4- tg  X  oolg*») = m* — 3m 
ou,  à  cause  de    tga5C0tga5=l, 

(tga5 + cotg  05)» — 3  (tg  a? + colgx) = m« — 3m 
ou  (lgo5+colg«)«  — m»  =  3(tgfl5  +  colgo5)— 3m 

En  posant  tgo5+cotgx=y,  il  restera  à  résoudre  Téquation  algé- 
brique y*  — *'*'  =  3(y— m) 
ou                         (y— m)(y«  +  my  +  m«— 3)=0 
qui  se  décompose  en  deux  autres 

!•    y  — m  =  0     et     2»    y«  +  my  +  m«  — 3=0 
La  première  est 

tgaî  +  colg»=m      ou      _— +-j^--=:m 

d'où  -, — «m     d'où     8in2»=-^ 

S1Q05COS0B  m 

La  deuxième  donne     y^^zI^^^/^^M. 

on  en  tire  les  deux  autres  valeurs  de  sin  2o5 

4 


BiQ205  = 


—  m=fc^l2  — 3m« 


141.  BMMTfoe.  —  La  Trigonométrie  étant  une  science  de  calcul, 
il  est  naturel  qu'elle  emprunte  é  TAlgèbre  le  plus  grand  nombre  de 
ses  moyens  de  recherche;  aussi  peut- on  constater  à  tout  instant  des 
analogies  très  grandes  entre  le  calcul  algébrique  et  le  calcul  trigo- 
nométrique.  C'est  en  particulier  ce  qui  ressort  sToe  éridenoe  de  Ja 
résolution  des  équations  :  les  divers  procédés  de  TAIgèbre  et  les  arti* 
fices  de  calcul  qu'elle  indique  trouvent  ici  leur  application.  Ajou- 
tons encore  Texemple  suivant'  qui  établira  davantage  cette  reiso» 
blance. 

SoU  à  riêoudre  Véqiuition 

4[sécg  +  tg05(88ing  — 9)]  _     , 
sin2a5(9-->2ainâ5) 

En  remplaçant  sécor,  tg^  «t  ain2â5  par  leurs  valeurs  en  fonctioa 
du  sinus  et  du  cosinus,  il  vient 

A(l+esin«og— 9  sin  x)_  ^  _  j 
~28ino5cos*lë(9— >2~sinx)  *" 
ou,  en  réduisant, 

2sin«05~9sin»â5  +  i48in*9— 9sin«+2as0        t 
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C*eftt  une  équation  eomplèie  du  quatrième  degré  en  sinx;  mais 
elle  est  réciproque.  Par  suite,  on  emploie  la  même  méthode  qu'en 
Algèbre;  on  la  met  bous  la  forme 

En  posant 

on  a  réquation  algébrique  du  second  degré 
2y»  — 9y-hi0=0 

On  en  tire  y'=2     et     y"=s-| 

et  il  reste  à  résoudre   Bin>a; — 2  sin  a?  + 1  ?=  0 

K 

sin^x  — -5^  sin  a?  + 1  =  0 

qui  n'offirent  plus  de  difficulté. 
La  première  donne 

aina;=i;      d*où    x  =  2k%  +  ^ 

La  seconde  donne  pour  sin  x  les  valeurs  2  et  -^;  la  première  ti- 
leur  est  à  rejeter,  et  il  reste 

(2/f  +  l)ic-^ 


8inx=-s^;     d*où     x^] 


§  2.  —  ÉqoationS  à  plvsieors  inconnues. 

142.  Quand  on  a  à  résoudre  un  système  de  plusieurs  équations  à' 
plusieurs  inconnues,  la  méthode  à  suivre  est  la  même  qu'en  Algèbre. 
LVlimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations  se  fait  le  plus 
sonvent  par  substitution  ;  mais  on  peut  aussi  se  servir  des  transfor- 
mations indiquées  précédemment  et  quelquefois  employer  les  divers 
artifices  de  calcul  usités  en  Algèbre,  particulièrement  quand  les 
équations  sont  de  degrés  différents. 

Les  exemples  qui  suivent  montrent  suffisamment  la  manière  d'o- 
pérer. 

143.  1*  Trouver  lei  valeur$  de  n  et  dey  eomprieeê  entre  o  et  i  qui 
etUiefont  aux  iquatione  êwnuUanéeê 

ânâB=oos2y 
sin29=soosy 
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'On:  pent  mettre  tous  les  termes  dans  le  premier  membr^el  éeiire 
sinœ  — sinf-î-  —  2yj=0 

sin  2»  —  sîft  (^  —  y^  =0 

ou  28ml^a;  — ^  +  2y^co8-^(aî+^  — 2y)=0 

28m-|(2a-|  +  y)co8l(2x  +  ^-v)  =  0 
système  qui  est  satisfait  quand  on  a 

|aî-|  +  2y=0    (i)  (2x^^  +  y=0  (3) 

(aî+^-2y=0    (2)      """      [2aî+|-V=0  (4) 

ce  qui  fournit  deux  systèmes  de  deux  équations  à  deux  inconnues. 
(1}  et  (3)  donnent 

05=^     et    y  =  ^     ou    iB=30»    y=30o 
11}  et  (4)  donnent 

aî=^    et    y=-^    ou    aî=54»  j/=18«» 

(2)  et  (3),  et  (2)  et  (1)  donnent  des  Taleurs  négatives  de  y  et  sont  à 
rejeter. 

144.  2*  Soit  à  résoudre  Us  équatioriM 

2(8in2a;  +  sin  2y}  =  2.8in  (a?  +  y)  =4 
On  peut  écrire      4sin(a?  +  y)co8(x— y)  =  l 
e^  28m(flc  +  y)=l 

détto  denûère  donne  sln  (ce  +  y  )  =  ^ 

él^  en  substituant  dans  la  première, 

C08(»  — y)=a^ 

"-Donc  ac  +  yasfcTT*-^      et     «  — y=2Ac'7rd=-^,    etc. 

W^  3*  Saî<  >à  ^Uwiemer  x  et  y  rnikre  lee  trou  équatùmê 
sinx+BHiyaa* 
cosa?  +  eQsyaB6 
cqb(«  — y)==« 
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8i  r<m  ajoute  les  deux  premières  après  les  aToir  élovëeâi  au  Mrré, 
il  vieDi  2+2(cosxco8y  +  8ina3siny)aao*-h6* 

ou  2  +  2cos(a?  — y)=a*  +  6«  ■-! 

En  y  substituant  la  valeur  de  cos(a;  — y)  tirée  de  la  trolsii^roe 
équation ,  on  a  2  -f-  2c= a*  +  6« 

146.  4®  Soit  à  éliminer  x  et  y  entre  les  trois  équations 

•*  C08*a5— 6«  cos*  V  =c* 

acosaî-|-6cosy=r  ^ 

aigx^bigy 
En  divisant  membre  à  membre  les  deux  premières ,  il  vient 

o-coso?— 6cosî/  =  — 

on  a  donc  la  somme  et  la  différence  de  deux  quantités  ;  d*oà       .•  • 

cos*  =  ^(r  +  f)  ■■ 

C08V  =  ^(r-^)  • 

La  troisième  équation  peut  s'écrire 

o*  sin^g        6*sin^y 
eoftSx    ™    cosSy 
donc  a*(séc*aî  — l)  =  6*(séc*y  — 1) 

147.  5«  ^h'mtner  x  en/re  les  deux  éqiuitions 

sina?  +  cosaî  =  m 
sin' aï -f-cos' a5=n 
Si  Ton  joint  à  ces  équations  Fidentité 

sin«iB  +  cos«x=l 
on  peut  considérer  sin  a?  et  cos  x  comme  les  racines  de  Téquation 
X*-hpXH-ç=50,  à  la  condition  que 
la  somme  des  racines  — p  =  m 

celle  de  leurs  carrés  p<  —  2g  =  1 

et  celle  de  leurs  cubes       —  p'  +  3pg  =  n 
Les  deux  premières  de  ces  relations  donnent 

m*  — 1 
p=~m     et     ç=fL_l 

valeurs  qui,  substituées  dans  la  troisième,  donnent  pour  la  relation 
cherchée  ma  -  3;n(rn«~l)  ^  ^ 

ou  m'  — 3m  +  2n=0 
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-  On  voit,  par  cet  exemple,  que  les  équationa  trigonométriqaes  ayant 
les  caractères  de  certains  systèmes  étudiés  en  Algèbre  peuvent  être 
traitées  d*une  manière  absolument  identique. 

148.  6«  Soil  à  éliminer  a  entre  iee  deux  équations 
X  sin  a  —  y  cos  a  =  /as*  +  y* 
cos»  g    ,    sin«  g  __        i 
6»      "^     a»  »»  +  y» 

La  première  équation  s*écrit 

(xsina  — yco8a)«=aî*  +  y* 
ou  x*-fy«  — (œsin  a  — y  co8a)*  =  0 

d'où  aî*co8*a-f-2xy8inaco8a4-y*8in*a=0 

ou  (aîCO8a4-y8iûa)*=0 

Donc  a;co8a  +  y8ina=0 

par  suite  lga=— -^ 

d'où  Ton  conclut  cos*  «=  •-^. — ;=- 

35*  +  y* 

et  8in'a  =  — r^^ — «• 

valeurs  qui,  substituées  dans  la  deuxième  équation,  donnent 


x%  +  y«  \W  "^  a«  )  ""  ic«  +  y« 


Do-  ^  +  ^  =  1 

149.  7*  6'oi^  â  é^'mtn^r  x  e4  y  entre  les  trois  équations 

a  sin*  x  +  a'  cos*  x  =  6 

a  sin'  y  +  a'  cos*  y =6' 

atga?  =  a'tgy 

1111 
«/  mon/rer  gu«   t  +  tt  =^  —  +  -^ . 
o       (>       a      a' 


La  première  équation  peut  s'écrire 
a8in*a5  4-a'(l  — 


sin*a3)  =  6 


d'où  8in«aî=A::^ 

a  — a' 

par  su  i  le  cos*  a?  =  ^       ^ 
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De  môme  tg*y«  ^|~g 

Mais  a*tg*j?=a'^ig<y 

donc  a« ^ssa**-^ — £- 

d'où  a»(6-.a0(6'— «')=at(6'-a)(6— a) 

ou  a«[66'  — a'(6  +  6')]=ia'»[66'-a{6  +  6')] 

d'où  66'{a«  — a^)=aa'(a  — a')(6  +  fr') 

ou  66'(a  +  a')  =  oa'  (6  +  6') 

et,  divisant  par  aa'bb'  : 

7  +  T^'T^  +  T 

150.  8*  Sùii  à  éliminer  x  et  j  entre  les  traie  équaiione 
8inx  +  8inv=3a 
co8X  +  co8y=6 

Les  deux  premières  équations  peuvent  s'écrire 

2sin^(aî  +  y)co8^(«  — y)  =  o  (1) 

2coe^(aî  +  y)co8^(«-y)  =  6  (2) 

La  troisième  revient  à 


(3) 


008 

X 
2 

cos  ^  —  sin 

f  sin 

'*_ 

C08 

a; 

€08  ^  +  sin 

fsin 

i 

co8-^(aî  +  y) 

.  =s  fiOB 

co8^(»  — y) 


En  multipliant  (3)  successivement  par  (1)  et  (2),  il  vient 

8in(a  +  y)=acosa  W 

et  2co8-^  (a  +  y)  =  6co8a 

ou  l  +  co8(a5  +  y)  =  6co8a 

d'où  cos(a8  +  y)  =  fr«>«a— *  ^^ 
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Il  suffit  d'ajouter  (4)  et  (5)  après  les  avoir  élevées  au  carré,  et 
Ton  a 

1  asa^cos>a+  (6cosa  — !)• 

ou  (a*  +  6«)cosa=26 

151.  90  SoU  à  éliminer  r  entre  les  dntv  équationi 
(*-^6)wn  (» -f- a)=»  (a -f  6)  ain  (o^— a)' 

atg-^-6tg-|-:=c 

La  ir.  donne  ±\Z'^''\^n^l 

sin(a;  —  a)       a  —  0 

d'où  siD(ag  +  g)+8ip(a;  — g)  _  a 

8m(x-i-oi)  — siOL(ai — a)        0 

ou  "^^^T  ^^  atg«=6tga? 

Par  suite,  en  remplaçant  les  tg.  par  leurs  valeurs  en  fonction  des 
tg.  des  demi-arcs, 


l-tg«^        «-tg^f 
ou  atg-|--6tg|.=tg|.lg-«-(aig|— 6tg-|) 

-clgf  ig^ 
d'où  atg-|-  =  lg-|-(6  +  ctg^) 

En  y  remplaçant  tg  -^  par  sa  valeur  tirée  de  la  2*  équation,  on  a 

152.  Enfin  il  peut  arriver  que  Ton  ait  à  résoudre  un  système  d'é- 
quations, les  unes  trigonométriques  et  les  autres  algébriques;  le  cas 
qui  se  présente  le  plus  fréquemment,  surtout  dans  la  résolution  des 
triangles,  est  celui  où  Ton  se  propose  de  déterminer  deux  angles, 
connaissant  leur  somme  ou  leur  différence,,  avec  la  somme,  U  diffé- 
rence, le  produit  ou  le  quotient  de  leurs  lignes  trigonométriques  de 
même  espèce.  Indiquons  la  marche  à  suivre  pour  résoudre  cette  ques- 
tion dans  ses  différents  cas. 

153.  Problème  I.  Calculer  deux  angles,  connaissant  leur  somme  ou 
leur  difptrence,  avec  la  somme,  la  différence,  le  produit  ou  le  guo- 
tissU  de  leurs  sinus. 
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i*  Soient  x  et  y  deux  angles  doot  la  somiBe  Mt  a»  et  soil  m  la 
oammA  da  Iauto  flinus.  Oa  a  à  résoudre  Ica  deux  ^lynatioM 

La  donaitee  petti  a^émr» 

ou  2sin-s-aco8-2-(x— y)  =  m 

d^û  C08  4-(^— !/)  = 


2  siQ  -|c-  a 


qui  fait  connaître  -^(x — 9)^  al,  parsoile^  *--y*  Ayant  la  saaMat 

et  la  diflérence  des  deux  angles,  oa  les  obtient  sans  difficulté. 

On  aurait  pu  employer  une  seule  inconnue  ;  en  représentant  Tun 
des  anglfê  par  x,  Tautre  est  a— x.  , 

Le  calcul  est  le  même,  lorsqu'on  donne  la  diffiSrence  de  deux  angles 
avec  la  somme  ou  la  différence  dm  Vêuts  akuis. 

2o  Soit  m  le  produit  des  sinus  des  angles  x  et  y;  on  a  à  résoudre 

sin  X  sis  y  =  m 
La  demièie  peut  s^écrire  (formule  26) 

«»(x — 9) — eos(x4-  y)3=r2m 
ou  C08(x— 5)  — Cû8a  =  2m 

d'où  cos(x  —  y)=s2m  +  cosa 

qui  fait  connaître  x-— y;  le  calcul  s^achëve  facilement. 

3«  Soit  m  le  rapport  des  sinus  des  mtecs  anglaa;  en  a  à  résevdie 

»  +  y=a 

8in«  —  ^ 
— .  —  ^  m 
smy 

La  dernière  équation  s^écrit 


sinx  —  siny  __  m 


-l       tg-^-C^-y) 


sinx  +  siny       m  +  1        |^^.(^  +  y) 


Le  calcul  s^achève  comme  ptécédemmant 


d'où  tg^(x-,)=^|,r^« 
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Les  deux  premiers  systèmes  De  sont  possibles  que  si  le  cosinus 
trouvé  est  compris  entre  —  1  et  +  1 ,  c'est-à-dire  si  son  carré  est  plus 
petit  que  1.  Le  troisième  système,  dont  la  solution  se  ramène  à  la  dé- 
termination d*un  angle  par  sa  tangente,  est  toujours  possible.  Il  faut 
enBn  remarquer  qu*à  une  ligne  trigooométrique  correspondent  une 
inûnité  d*angle8,  et  que,  par  suite,  les  systèmes  précédents  ont  une 
infinité  de  solutions. 

On  opérerait  d*une  manière  toute  semblable  si  Ton  donnait  la  somme, 
la  différence,  le  produit  ou  le  quotient  des  cosinus  des  angles. 

154.  ProblèflM  II.  Trouver  deux  angles  eonnais$ant  leur  êomme  ou 
leur  diffirenu,  avec  la  somme,  la  différence,  le  produit  ou  le  quo^ 
tierU  de  leurs  tangentes. 

i«  Soient  a;  et  v  deui  angles  dont  la  somme  est  a,  et  soit  m  la 
somme  de  leurs  tangentes.  On  a  à  résoudre 

x-\-y=a 

lga>-|-tgy  =  m 

Là  dernière  équation  peut  s'écrire 

cos  X  cos  y 

^"  cos(aî  +  v)  +  co8(a?— y)       T^" 

2 

d'où  cos(x  — î/)=— —  sina  — cosa 

•"      tn 

On  rend  le  second  membre  calculable  par  logarithmes  en  posant 

et  Ton  achève  comme  au  problème  précédent. 

Ce  serait  le  même  calcul  si  Ton  donnait  la  différence  des  angles  ou 
la  différence  de  leurs  tangentes. 

2«  Soit  m  le  produit  des  tangentes  des  angles  a;  et  y.  On  a  à  ré- 
soudre 

x  +  ym»a 

igxigy=m 

La  dernière  équation  s*écrit 

sin  X  sin  y m 

cos  JD  cos  y       T 

d'où  cos  X  cos  y-Hsin  ag  sin  y  _.  i  +  m 

oosâ?cosy— sinœsmy       1  — m 


cosÇa;  — y|  ^  i-fm 
coB{x-^y)        1  — m 
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cToù  C08(x— y)  =  -|A^co8a 

Le  reste  comme  précédemment. 

3*  Soit  m  le  rapport  des  tangentes  des  mêmes  angles.  On  a  à  ré- 
soudre 

x+y=a 


La  dernière  équation  8*écrit 


smxcosy  __  m 
cosxsiny      "î" 
el,  en  répétant  le  calcul  précédent, 

8in(x — y)       m  —  i 
sm(x-l-y)  **  m  +  i 

d'où  sin(aî— y)  =  ^^^sina 

et  le  calcul  s*achè?e  comme  dans  le  cas  précédent. 

On  voit  assez  que  le  calcul  serait  tout  semblable  si  Ton  donnait  la 
somme,  la  différence,  le  produit  ou  le  quotient  des  cotangentes,  des 
sécantes,  etc.;  d*ailleurs  ces  lignes  pourraient  être  remplacées  par 
leurs  iuTerses,  ce  qui  ramènerait  aux  cas  que  nous  venons  de  pré- 
senter,  (Voir  plus  loin,  n®  633.) 

155.  rroblèoM  m.  Partager  un  angle  a  en  deux  parties  teUe$  que 
U  le  rapport  de  leur$  êinuê,  2»  celui  de  leurs  cosinus  et  3*  celui  de 
leurs  tangentes,  soU  égal  à  un  nombre  donné  m. 

Au  lieu  de  procéder  comme  aux  numéros  153  et  154,  on  peut  re- 
présenter Tune  des  parties  par  x,  Tautre  sera  a—x,  et  Ton  aura 

1*         sina;  =  msin  (a— -âc)=m(8inaco8X— sinâccosa) 

en  divisant  les  deux  membres  par  cosâ?,  il  vient 

^    __      tnsina 
^         1  -h  m  cos  a 

cette  équation  fait  connaître  tgx,  et  par  suite  l'angle  x. 

2*        cosxamcos(a— a;)a3m(cosaco8x  +  sina8inx) 
en  divisant  par  cosx,  il  vient 

1=m(cosa  +  8inatgâB) 

d'où  tg»-  ^-^.^^ 

«^  msina 
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3.  .g.^mtg(a-»)=  "/yg7g? 

d*où  tgx(1  4-lgatga?)  =  m(tga— tgœ) 

ou  ^gatg*x  +  (m4-i)tgaî— mtga  =  0 

d'où  .g^^m  +  4d=v/(m  +  lj.  +  4mtg»a 

On  peut  écrire  également  : 

sing  msinÇa  —  og) 

cosa?  co8(a— x) 

d'où  2Binœco8(a  — aî)=2m«B  (a  — aî)cosœ 

d'où  8ina  +  8in(2a;  — a)  =  m[8ina  +  8in(a  — 205)] 

ssm[sina  — 8in(2œ  — a)] 
donc  (m  +  l)«in<2aj— a)  =  (m  — l)8ina 

Cette  équation  fait  connaître  2a)— a,  et  par  auite  x. 

156.  Problème  !▼.  —  Calculer  les  valeurs  de  x  et  de  y  satisfaiêant 
aux  deux  équations 

ftin'x— sin^y— ^ 
La  ûeiixîème  sMcrit 

(8inaî  +  sini/)(8in35— aîni/)=6 

ou    28in^(a;  +  y)cos^(aî  — î/)x2sini(aî  — 3/)co8-^(aî+y)=6 

ou    28in^(aî  +  y)co8-|(»  +  V)x2«n^{a5— y)cû«^<4»— y)»^ 

c'est-à-dire  gin  (  x  +  y)  sin  (  ar  —  y  )  =  & 

ou  sinasin(x  —  y)  =  ^ 

b 
d'où  8m(x— y)^ 


«laa 


Cette  équation  détermine  l'Angle  x— y,  et  comme  x+y  est  connu, 
on  en  déduit  facilement  x  el  y. 
Pour  que  les  valeurs  cherchées  soient  admissibles,  il  faut  que  Ton 

ait  -^^1 

(Voir  le  probl.  434.) 
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§  3.  -^  Mscfisslmi  ite%  êipiations. 


Heti  à  ime  dtscnssion.  La  manière  de  prooèèn*  «eft  la  tsêan  qii^ 
Algèbre;  il  rafftt  dornc  de  rappeler  les  ^ÎTenea  yifieulailWi,  «ni- 
yaot  que  Téquation  à  discuter  est  du  premier  ^egré  p«r  rvppoft  à 
une  ligne  Irigonomélrique  inconuue,  ou  bien  qu'elle  est  du  deuxième 
degré,  ou  enfin  qu'ella  «0t  Metrrée. 

io  I.'é«ifly«B  «it  da  lor 


158.  Stn/  Tiqualion  àX  =  5 

dans  laquelle  X  repr&Anla  \ê  àtàMs^  ia  tangente  o«  la  Jiéfianta  4*un 
ace  inf^iM*Ti 

iBî  aaaO,  la  Tciciiie  prend  la  ferme  -^  ou  ^  suhmt  ^ue  h  mt 

nul  ou  non.  Le  premier  symbole  annonce  Vindélçrmination  ;  mais 
cette  indétermination  peut  n*ètre  qu'apparente.  Le  second  symbole 
donne  une  racine  infinie;  eetteTaeine  estacceptaMe  Beolement  qtiand 
A'inc^mn—  est  urne  laogente  «m  une  «écante»  Sti'ia— nnu^aat  tm  aÎAMi, 

-^  est  un  symbole  àHmposHbiliU. 

Si  a=/=0,  Téquation  donne  ^=  — •  Cette  racine  est  toxyours  ac- 
ceptable si  rinconnue  etft'nne  tangente.  3i  rmcennse  est  iiBttfécaBite, 
cette  racine  n'est  acceptable  que  si  elle  est  plus  petite  que  —1  ou 
plus  grande  que  +1;  c^eet-è-dire  si  son  carré  est  va périeuré  f  unité. 
^  lincoDSTO  est  -un  trous,  ia  racine,  pour  être  «wepWMe,  doit  être 
twniprige  entre  —  et  +  ^  ;  il  faut  donc  que  son  •carré  «vit  iaiSrievr  à 
l'unité. 

f)ww  ees  deux  dernière  cas,  tm  est  dam»  eondait  â  aapriniar  la 
•wmdUwn  ée  f)09ê%lrilUé  j^bt  une  ou  deux  inégalités.  Génénrfenmit 
veB  inégalités  devront  être  résolnes  par  rapport  à  «m  même  quan- 
tité Tariable  m;  elles  prendront  alors  la  forme 

Les  seconds  membres  p  et  ^  sont  comme  des  points  de  repère  par 
mettant  de  distinguer  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter.  Si 
on  les  place  par  ordre  de  grandeur,  on  peut  immédiatement  assigner 
les  intervalles  où  doH  se  trouver  la  quantité  m  pour  que  le  problème 
aoîl  possible  ou  impossible. 

Quant  aux  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter  relativement  au 
^gne  de  la  racine,  on  condml  absolument  comme  en  '^^^^-ip 
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i«  L'é^iMitiM  est  dn  2«  àt^ré. 


150.  La  discuision  compreod  ordmairement  :  !•  la  recherche  des 
conditions  de  possibilité  ;  2*  Texamen  des  différents  cas  qui  peaTont 
te  présenter  lorsque  les  coefficients  prennent  tontes  les  Talenrs  dont 
ils  sont  susceptibles. 

1.  »  Recherche  de$  conditioM  de  poeetbilUê, 

1(K).  On  examine  d*abord  ce  que  doit  être  une  racine  pour  consti- 
tuer une  Taleur  acceptable  de  Tinoonnue.  Il  faut,  arant  tout,  qu'elle 
soit  réeUe;  c'est  Tunique  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  la  valeur 
d*ane  tangente.  Mais  si  Tinconnue  est  un  sinus  ou  une  sécante,  la 
valeur  d'une  racine  conviendra  seulement  lorsqu'elle  sera  située,  selon 
le  cas,  entre  —1  et  +i>  ou  en  dehors  de  ces  limites. 

Donc,  on  cherche  successivement  à  quelles  conditions  doivent  sa- 
tisfaire les  coefficients  de  l'équation  pour  que  les  racines  soient 
!•  réelles,  2*  situéesentre  les  limites  assignées. 

161.  SoU  ViquaHan      aX<  +  6X  +  c=0 

dans  laquelle  X  représente  une  des  lignes  trigonomélriques  de  Tare 
inconnu. 

1*  Condition  de  rialiti.  —  Il  suffit  d'écrire  que  la  quantité  placée 
sous  le  radical  est  plus  grande  que  0  ou  égale  à  zéro.  Cette  condi* 
tion  s'exprime  par  la  relation     6>~4ac^0. 

2^  Condition  de  grandeur,  —  Il  y  a  deux  méthodes  : 
La  première  consiste  à  écrire  successivement  que  chacune  des  ra- 
cines est  comprise  dans  les  limites  voulues,  puis  à  résoudre  et  dis- 
cuter séparément  les  inégalités  obtenues. 

La  seconde,  qui  est  plus  élégante  et  plus  rapide,  consiste  à  cher- 
cher la  situation  des  limites  +1  et  —  1  par  rapport  aux  racines  de 
l'équation  proposée.  Pour  cela  on  a  recours  au  théorème  des  substi- 
tutions. 

Un  trinâme  du  êeoond  degré  e$t  du  eigne  de  eon  premier  terme, 
ou  bien  de  signe  contraire,  uhn  que  $a  variable  e$t  extérieure  ou 
intérieure  aux  racinee. 

Supposons  d'une  manière  générale  qu'il  s'agisse  de  chercher  la 
position  d'une  valeur  quelconque  m,  de  la  variable  x,  par  rapport 
aux  racines  d'un  trinôme,  dont  on  peut,  pour  plus  de  simplicité, 
supposer  le  premier  terme  positif.  Suivant  que  m,  mis  à  la  place  de  x 
dans  le  trinôme,  le  rendra  négatif  ou  poeitif,  cette  quantité  sera  in- 
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térieure  ou  extérieure  aux  racines.  Si  ms=l,  le  triDÔme  ae  réduit  à 
la  somme  algébrique  de  ses  coefOcients  ;  si  m  s  —  1 ,  le  coefficient 
du  deuxième  terme  seul  change  de  signe. 

Si  le  trinôme  est  positif  quand  on  remplace  x  par  m,  il  reste  à 
savoir  si  m  est  supérieur  à  la  plus  grande  racine,  ou  bien  s*il  est 
inférieur  à  la  plus  petite.  Pour  le  déterminer,  il  suffit  de  comparer  m 

avec  la  demi-somme  des  racines  —  *^'  Si  m  surpasse  — g^,  il 

est  supérieur  à  la  plus  grande  racine;  s'il  est  inférieur  à  — -nr->  il 

est  inférieur  à  la  plus  petite  racine. 

Ainsi,  pour  écrire,  par  exemple,  que  +1  sépare  les  racines  du  tri- 
nôme aX*  +  6X-|rc  (en  supposant  a>0),  il  suffira  d'écrire  que 

Ton  a  a  +  6-|-c<0 

Les  recherches  qui  viennent  d^êlre  indiquées  conduisent  à  des  iné- 
galités entre  les  coefficients  de  réquatioo.  Ordinairement  elles  ren- 
ferment une  quantité  variable  m  par  rapport  à  laquelle  il  faut  les 
résoudre.  On  obtient  ainsi  des  inégalités 

fn>p       m<q 

dont  les  seconds  membres  sont  les  points  de  repère  de  la  discussion. 
Il  suffit  de  les  disposer  par  ordre  de  grandeur  pour  distinguer  immé- 
diatement les  intervalles  où  doit  se  trouver  la  quantité  m  pour  que 
les  racines  présentent  telle  ou  telle  particularité. 

11.  —  Recherche  dee  cca  qui  peuvent  se  préêenter, 
162.  Enfin  il  faut  examiner  les  signes  des  racines.  Tout  dépend  de 
leur  produit  -^  et  de  leur  somme  — — ;  les  inégalités  -^^0  et  —^0 

étant  résolues  par  rapport  à  la  variable  m,  s'il  en  existe  une,  four- 
niront de  nouveaux  points  de  repère.  Ces  points,  joints  à  ceux  qui 
ont  déjà  été  trouvés,  seront  disposés  par  ordre  de  grandeur  crois- 
sante 

—  DO,  a,  p,  p,  Y.  <Jt  -t  +OC 
On  fait  varier  m  de  ^o6  à  -f-  oC ,  et  pour  chacune  de  ses  posi- 
tions, sur  les  points  de  repère  ou  dans  leurs  intervalles,  on  peut  in- 
diquer la  nature  des  racines,  leur  situation  par  rapport  aux  limites 
assignées  et  leurs  signes  respectifs.  On  en  conclut  si  les  valeurs  trou- 
vées conviennent  ou  non  comme  solutions  de  l'équation  proposée. 


30  L'é^puition  est  biottRée. 

163.  Sotl  Péquation      aX<  -h  6Xî  +  c  «  0 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  X  soit  un  sinus. 

Pour  qu'une  racine  de  Tëq nation  soit  acceplaJDle,  il  faut  qu'elle  soit 
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réeUe  tX  comprise  «ntre  — 4  et  + 1  ;  c'esl-à-dîre  Cfw  Wû  carré  X^ssy 
Boft  réei,  ponlif  et  plus  petit  q%te  1. 

La  condition  de  réalité  est     6«  — 4ac^0 

Condition  dest^nc-^Si  Von  t  «<0,  une  «e»leTâlenr  de  y^aA 
positif  ;  pour  qu'elle»  soient  positif  es  Tune  et  l'autre^  U  faut  que 
l'on  ait  simultanémeni     4î>0     et     6<0 

Condition  de  grandeur,  —  Pour  que  les  deux  racines  de  la  trans- 
formée en  V  soient  inférieures  à  i ,  il  faut  qu'on  ait  simultanément 

a-f6  +  c>0     et     -^<1 

Toutes  les  conditions  de  possibilité  ayant  été  résolues  par  rapport 
à  la  variable  sur  laquelle  doivent  perler  les  hypothèses,  on  sera  «n 
potseesion  de  tous  les  points  de  repère  de  ia  discusaîon. 


164.  i*'  PaeMpte.  —  Résomdrê  l'équation 

a  cos*  a;  +  (2a*  —  a4-l)sinaî— 3a  +  i=0 

(Concours  académique ,  Montpellier,  1868.) 

On  écrit     a(l— 8În«aî)-|-(2a«  — a4-l)8in«— 3a  +  l=«0 
on  a«n«»—[«<«o— 1)4-1]  8m»+«»—i=0 

d'où 

sinx  — ^ 5^ 


ou 

«a»'  =  2«I^=di=2«_l  (i) 

8în»"=^  (2) 

a 

Diicusiion.  —  Pour  que  ces  valeurs  de  sin  w  pniesewt  oony<eatr, 
elks  doivent  être  compriaes  entre  —1  et  +1  ;  doBC  on  doit  awir 

pour(1)      (2a  — 1)«^1,  d'où  a(a— 1)^0,  d'où  Oi^a^l 
et  pour  (2)   -^^1,  d'où  a«  — 1<0,  d'où  a^— 1  ou  a^i 

Il  en  résulte  que  réqvation  n'adiael  jamais  à  la  fois  les  deux  ra- 
cines, si  ce  n'est  lorsque  a  =  l;  mais  alors  8inaj'  =  8infic"=l;  les 
deux  systèmes  se  réduisent  à  un  seul. 

La  solution  est  donnée  par  la  formule  (i)  quand  a  est  compris 
entre  0  et  1 ,  et  par  la  formiAe  (2)  quand  a  est  hiffrieur  à  —1  t>u 
supérieur  è  +1. 
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VoobIvs  ares  répondaiit  à  une  BQ4ation  aeeeptaUe  BOBt  4k>mi^  par 
2Anc  +  a  et  (2/c  +  l)ic  — a,  a  désignant  le  plus  petit  arc  réîpondaDt 
«Q  Miras  donné. 

165.  %*  Exemple.  —  Soil  à  résoudre  réquation 
sin  xsinZx  =  m 

!'•  Méthode. —  En  remplaçant  sinSx  par  sa  valeur  en  sin  a?  (n^  81), 
sua  flâna;  (3fitaâ? — Asv^œ)szim 

ou  4srn*aî— 3sin'flc  +  in=0 

Ducuf«ton.  —  La  condition  de  réalité  de  sîn*x  est 

9— iôm^O     d'où     m^^ 

Ma  outre,  la  valeur  absolue  des  racines^  doit  dire  au  plus  égale  i  1. 


Donc  il  faut  3ibv^9  — 16m  ^8 

«DU  9  — 16m^25     ou     16m  +  16^0    ou     m^— 1 

Si  m=s— i,  on  a  sin*a?  =  — g-^  ou  1  et  — -x*  Ï-*  sofhllion  n^ 

:ga(ive  est  à  rejeter;  la  première  seule  est  admissible. 

3:ii3  3 

Si  m=0,  on  a    8in*a=— 5—    ou  -r-  et  0;  les  deux  solutions 

conviennent. 

9  3 

Si  m=-j^,  on  a   8in*a;=-g-;   les  deux  valeurs  da  sin'o?  sont 

'^gnas. 

9 
j6i  Ite  iait  *'^>^9  ^  naotnes  sont  imagiaures;  Il  a^  a  plus 

de  solution.  De  même,  pour  les  valeurs  de  m  plus  petites  que  — 1 
jusqu^à  —OC,  les  deux  racines  sont  plus  grandes  que  1*;  H  a'*y  a 
plus  de  solution. 

Appliquons  encore  à  eette  équation  la  âmmième  méthode  de  diê- 
ciitfton. 

Les  valeurs  de  sinx  doivent  èim  réelles  et  comprises  entre  —1 
€1  + 1  ;  donc  leur  carré  doit  être  réel,  phu  petit  qrtie  1  tt  pofHif  ou 
nul. 

!•  Réel.  —  Il  faut  que  Ton  ait    9  —  iôm^O 
d'au  ^^TS 

2o  Inférieur  à  VuniU. — Il  faut  donc  que  Ton  ait  3±/9— i6m!^8 
ou  9t-i6m!^25    ou    i6m-|-i«^0    ou    m^— 1 

3»  Poiitif  ou  niU,  —  La  somme  des  racines  étant  positba  et  égale 
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à  4,  si  elles  sont  réellee,  Tune  au  moins  sera  positive.  Leur  produit 

étant  ^,  Tune  seulement  sera  positive  pour  m<0;  mais  elles  le 
seront  toutes  deux  pour  m>0. 
Ainsi  la  condition  de  possibilité  du  problème  est 

Pour  connaître  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  il  faut  faire 

varier  m  depuis  —  oo  jusqu'à  +oC;  les  points  de  repère  de  la  dis- 

g 
cussion  sont  —1,  ^  ^^  t7*  ^^s  résultats  sont  indiqués  dans  le  ta- 
bleau suivant  : 


Taltin  tniMi  à  m 

Talttn  «eMytablM  d«  tint  w 

SolntioBi  pair  ni  œ 

m<-l 

m=  — 1 

-l<m<0 

0 

1 
1 

0  lOlutlOD 

2  Bolutkma 

2  SOlDtiODfl 

«<m<;^ 

2 

4lOlatiODS 

-  =  ^ 

1  doabte 

2  doubles  lolnt. 

'»>^ 

0 

Paideiolatkii 

2*  Méthode,  —  En  doublant  les  deux  membres  de  réquation ,  puis 
remplaçant  le  produit  de  deux  sinus  par  une  différence  de  cosinus,  on 
a  successivement  cos2x  — cos4a;s=2m 

cos  2aj  —  (2  ces*  2x  —  1  )  =  2m 
et  2cosS2x— cos2x  +  2m— 1=0 

Diêcu$$i<m,  —  Elle  est  toute  semblable  à  la  précédente  et  amène 
les  mômes  conclusions.  D*abord  la  condition  de  réalité  des  racines  est 


6t^4ac^0     ou     l  —  16in  +  8^0     ou     m 


-^4 

—w 


De  plus,  pour  que  les  racines  puissent  représenter  un  cosinus,  il 
faut  que  leur  carré  ne  soit  pas  plus  grand  que  1  ;  donc  on  doit 

avoir  (liv'  — 16fn4-9)*^16 

ou  v^  — 16m4-9^34-8in     ou     64m»  +  64m^e 

c'ett-à-dire  m^  — 1 
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Si  m=— 1,  on  a  co8Str=-î^A  ou  -|  et  —1;  la  seconde  racine 
est  seule  admissible. 

Si  m  =  0,  on  a  co8  2a?=— ^  ou  1  et  —  ^;  les  deux  solutions 
conviennent 

9  1 

Si  ^=^"^9  on  &   co8  2a;=-T-;  les  deux  solutions  se  confondent. 

9 
Si  Ton  fait  ^^tâ^  ^^  racines  sont  imaginaires  ;  il  n*y  a  plus  de 

solution.  De  même,  pour  les  valeurs  de  m  plus  petites  que  —  i 
jusqu'à  —  oo,  les  deux  racines  sont,  en  valeur  absolue,  plus 
grandes  que  1  ;  il  n*y  a  plus  de  solution. 

166.  ••  Exemple.  —  Trouver  tou(e$  le$  valeurs  de  sinx  et  de  siny 
vérifiant  Us  équcUions 

2cosa;  +  cosi/ssl 

gueUes  valeurs  faut-U  donner  à  k  pour  que  le  problème  soit  pos- 
sibUf     (Sorbonne,  12  juiUet  1883.) 

On  écrit  /c  sin  a; = sin  y 

1  —  2co8a;=cosy 

élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 

fcj  8in«aî +  1 4- 4  co8«cc — 4  C08  aï = 1 


ou  (/c«  — 4)sin«aî-f-4  =  4/i  — 8in«aî 

d'où      (fc«— 4)«8in*a)  +  16  4-8(fc«— 4)8in«aî=:16— 16sin«aj 

ou  (fc«— 4)«8in«x  +  8(fc«— 2)=0 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  :  !•  que  les  racines 
soient  réelles,  2«  que  Ton  ait     sin'x^l. 

La  première  condition  exige  que  l'on  ait  ^«— 2<0,  ou  k  compris 
entre  — VT  et  +/2".  Celle  condition  étant  remplie,  pour  que  la 

deuxième  le  soit,  il  faut  que  Ton  ait       ^^u~~K^^  ~t. 

OU  16— 8/c»^ifc*  — 8ft«  +  i6     ou     fc*^0 

qui  est  toujours  remplie.  Donc  la  première  condition  suffi*.  On  a 

.lors      »inx=±li^^gll,    sinv=±2^J^lï 
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167.  4*  Exemple.  —  Déterminer  un  angle  tel  que  la  somme  de  ue 
six  lignes  trigonoméiriqiÂe$  soil  égale  à  une  quantiié  donnée  m. 

On  écrit 

OU         (8mx  +  coBx)(l  + -1 |  =  m . 

ou  (8in«4-co8x)(8ma?co8X  +  l)=mBinxco8ac  — 1 

Or,  81  i  8in)a;  +  co8^a;  =  l   on  ajoute  28ina;co8a;=8in2a;^  on  ob* 

tient  8inxco8x=v^l  -f  8in2x 

D*ailleur8  sin  ce  co8  x  =  -je-  8in  2a? 

4am  m  a  Inéquation 

v/i>6in^(il^^l)  =  i?i«j°g^-i 
élerant  au  carré 

(i  +  8in2x)(il^  +  8»n2«+l)==^^y^->i>«n2xH-l 

ou     8inî2x  +  5  8in«2x  +  8  8În  2x  +  4 = m*  sin*  Sto  —  /i»i  sin  2x  +  4 
On  peut  clivi8er  par  8in2a;^  car  sin2x ssQ  donne  x=0  ou  x=^ 
et  m=oC;  il  vient,  en  ordonnant, 

gin«2aj— (mî  — 5)8in2aî  +  4(m  +  2)==0 

Diecmgfian.^  Pdor  que  ki  racines  soient  réelles,  il  faut  ^^— 4ac^0  ; 
or   6«— 4ac=m*— 10i»«  +  25— 16(m-|-2)=:in<  +  10m«  — lôm— 7 
qui  admet  deux  fois  comme  diviseur  m  + 1  ;  sa  valeur  est  donc 
(m  +  l)»(^*-2m-7)    ou    (m  +  1)«(m+2^-l)(m-2/!r+i) 
La  valeur  de  m  doit  être  extérieure  aux  racines 

— (2/?— 1)=-.1.828.«    et    +(2/2+lJ  =  3,a28L.. 

De  plus,  il  faut  que  les  racines  de  Téquation  en  8in2x  soient  com- 
prises entre  —1  et  +1, 

En  substituant  à  m  les  valeurs  —  oC,  *-^  û,  1,  m',  m'*,  +!oC« 
on  conclut  que 

pour  m  compris  enXre  —  oC  et  —2,242,  il  y  a  une  solution  négative; 

pour  m  compris  entre  — 2,242  ei  — 2^  il  y  a  tme  sohUiau  négative 
et  une  positive; 

Digitized  by  LjOOglC 


BIS  ÉQUATIOlfB  TRIG0!f(NilKl  MQUKS  lf3 

pMir  m  tompris  eirtro  —2  et  —1,828...,  il  y  a  deux  toiuHons  néga- 

Hve$; 
pour  m >  3,828...,  il  y  a  une  solution  positive. 


§  4.  —  CUMistracUon  des  raelnes  des  équations. 


AprèB  «Tolr  résola  une  éqnati^m  trigcmométrique,  on  se  propose 
souTcnt  de  traduire  le  résultat  par  une  construction  graphique  ;  il  est 
donc  important  de  savoir  construire  facilement  une  fonction  Irigo- 
nométrique,  «u  moins  dans  les  cas  les  plus  simples.  Quelques  exemples 
sufftront  pour  montrer  comment  cette  question  peut  être  résolue. 

168.  1»  Construire  un  angle  donmë  par  Vune  de  af»  fonclionê  tri- 
gonomitriqu£i. 

Soit  à  eonstroire  Tangle  x  déÛAl  par  Tuna  das  fonctions  suivantes 
flina;=— ,       cosa5=—     (on  suppose  i<a) 

tgac=-r^      cotgaî  =  - 
c  c 

• 

Dans  le  cas  4eB  deux  premières  formules,  il  suffit  de  construire  un 
triangle  rectangle  ayant  pour  hypoténuse  a  et  pour  Tun  des  côtés  de 
Tangle  droit  b.  L'angle  aigu  opposé  à  b  sera  Tangle  x  de  la  pre- 
mière fonrmule,  et  Tangle  adjacent  celui  delà  deuxième  formule. 

Quand  fangle  x  est  donné  par  les  deux  dernières  formules,  on 
coDBlmit  de  même  un  triangle  rectangle  ayant  6  et  c  pour  côtés  de 
Vangle  droit.  L*angle  opposé  à  b  est  Tangle  rc  de  la  troisième  for- 
mule, et  Tangle  adjacent  celui  de  la  quatrième  formule. 

Si  la  valeur  de  la  fonction  trigonomélrique  avait  la  forme  entière, 
on  la  ramènerait  à  la  forme  qui  précède  en  lui  donnant  Tunité  pour 
dénominateur, 

Î69.  2»  Conslruire  Us  râleurs  de  x  données  p«tr  les  formuks 

a?=asina,       a;  =  acosa 

b  b 

8in  a  *  COB  a 

x  =  6lgai9         x^=6cotga 

Ces  expressions,  que  Ton  obtient  fréquemment  comme  nomes  de 
certaines  équations  trigonométriques,  se  construisent  à  Taide  d'un 
triangle  rectangle  ayant  a  pour  hypoténuse  et  a  pour  Tun  des  angles 
aigus.  Le  côté  opposé  à  Fangle  a  est  la  valeur  de  x  dans  la  première 
formule,  et  le  côté  adjacent  au  môme  angle  est  la  valeur  de  x  de 
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la  seconde  formule.  De  même,  pour  les  aulres  formules,  le  triangle 
rectangle  ayant  6  pour  Tun  des  côtés  de  Tangle  droit  et  a  pour  Vun 
des  angles  aigus  donnera  la  valeur  de  x. 

170.  3«  Comlruire  le9  expresiUm* 

x=asinSa,    x=rasin>Qt,    ...,    rc=asin"*a 

On  construit  le  triangle  rectangle  ABC 

dans  lequel  Thypoténuse  BC=a,  et  Tun  des 

angles  aigus  C=a.  Il  suffit  alors  de  projeter 

successivement  A  en  A',  puis  A'  en  A",  etc. 

Car      BA  =a8ina 

BA'  =  BA  sin  a  =  a  sin^a 
BA"=  B  A'  sin  a = a  sin»  a 


171.  4o  ConMlruire  U$  expresHonê 

x  =  6tg«a,    aî  =  6tg'a,    ....,    a;  =  6tg«a. 

On  construit  encore  le  triangle  ABC,  dans  lequel 
rbypoténuse  BC=a  et  Tangle  aigu  C=a;  il  suffit 
d'élever  BC  perpendiculaire  sur  BC,  puis  C'C" 
perpendiculaire  sur  BC,  etc. 

Car  AB  =&tga 

AC'  =  ABtga=6tg«a 
,_ç:;_l N^  AG"=  AC  tg  a  =  6  tg»  a 

On  peut  construire  des  expressions  trigonomé- 
triques  plus  compliquées,  en  les  ramenant  aux  cas 
simples  à  Taide  des  transformations  étudiées.  Par  exemple  : 

172.  5*  Construire  le  plttspelU  angle  positif  répondant  à  la  formule 

On  a  vu  (Trip.^  n«  51)  qu*en  posant     ~  =  tg9,    Texpression  de 

tgx  est    tg(4V— 9);    il  suffit  donc  de  construire,  comme  précé- 
demment, Tangle  9  et  de  prendre  la  différence  des  deux  angles  49* 

et  9. 


173.  60  Construire  le  plus  petit  angle  positif  repréeenU  par 
On  écrit 


^^^-ad  +  be 


a   ,    c 
^  i-.«.4        l-tgfltlgP       ^^*^P^ 
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11  saint  donc  de  construire  les  angles  a  et  p  donn^  par  les  for- 
mules   tga=^     et    tg^=^,    puis  d*en  faire  la  somme. 

174.  7«  Comiruire  de  même 

^         V  mn  +  a6 


On  écrit 


I       ^  m     n 


or  ig^^^ii-eo»2x 


'-VW, 


-cos2x 
En  identifiant  ces  deux  valeurs,  on  a 

C082X=^Î^ 

mn 
expression  facile  à  construire,  et  qui  donne  Tangle  2x,  etc. 

175.  8*  ConHruire       sin x  =  i/^""?- 

On  a  la  formule  sin  x  »  i/ÎH^Ï^ 

En  identifiant  ces  deux  expressions,  on  a 
1  — cos2a;       g  — 6 

d'où  ^ob2^--36  — g 

facile  à  construire. 

176,  9»  Construire    2m  sin  «  =  v^m'H-mii  —  y/m»  — mn 
On  a 


2sina;  =  Y/l  +  ^-0-^=v/l  +  8inç-v/i-.8m9=:2sin| 
Le  reste  n*offre  aucune  difficulté* 

177.  10»  Comiruire  u?x  =  £i-2- 

On  écrit  lg=a; e-  =  ig(43«  +  ç) 

1  — i- 
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et  on  y  ajoute  49». 

178.  11»  Con»<rtttre  *fi^»=îiËrT 

On  a  tg.ax= ^ 

i-tg^f 

mais  Texpression  proposée  peut  s'écrire 

donc  ^f  =  T 

179.  12«>  Cont/rutre    tga=  i?4l^^î=^ 
On  peut  écrire 

3ig-£— .tga^ 
or  tgx= 2 L. 

En  identifiant  les  deux  tscpressions,  il  vient 

Ayant  CûnslniUJ^angley-,  ûu  «n  déduit  l'angle  x. 
180.  13»  Cotw<rwirc         ces  ce  =  ^ITlI 

On  écrit  cos  a = p- 

mais  on  a  cos  x  = 


l+«8»f 


donc ,  en  identifiant ,  tg  -S-  s  ^ 
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181.  i4«  Construire       sin  x  =  — — —. — 

V  o^  +  fi»* 

4«*  lUiktdf  —  11  ao/ût  de  fiMarfUâr  i|m  éaw  un  triangle  rectangle 
éèùL  ècB  vdiés  flMi  a  et  è,  HiyfxHéiMse  a  pwnr  yaleur  /ôhF^;  le 
«hms  de  ra»gle  opposé  an  cdié  «  a  donc  pour  expreesion  la  formule 
fffop#eee« 

a 


donc  tgx=^ 

t82. 15»  Conârniîre       ces  x  =  '^''^^^ 

donc  C08  ^  =  — 

s        n 

Condition  de  possibilité     -^  <1    ou    mt<n« 

\S^  Contirtrire  ksToeinm^féquaiiên    «Bia«^6eM9a=^. 

On  peut  oonaidérer  les  deuK  termes  ém  premà&t  iMnihre  comme 
représentant  les  projections,  sur  une  même  droite,  de  deux  droites 
rectangulaires  ayant  respectivement  pour  longueurs  a  et  b;  il  faut 
que  la  somme  de  ces  projections  soit  égale  à  c.  Donc,  après  avoir 
coBBtrmt  le  triangle  rectangle  ABC,  qui  a  pour  côtés  de  l'angle 
droit  a  et  6,  on  lui  circonscrit  un  cercle;  puis 
de  Tune  des  extrémités  C  du  diamètre,  avec  un 
rayon  égal  à  c,  on  trace  un  arc  de  cercle  qui 
coupe  le  cercle  circonscrit  en  deux  peints  D  et 
ly,  et  Ton  joint  ces  deux  points  au  point  C. 
Les  deux  angles  ACD  et  ACD'  sont  les  valeurs 
de  r«Bgle  X, 

On  voit,  en  effet,  que  les  droites  CD  et  CD', 
dont  la  longueur  est  c,  sont  égales  à  la  somme 
des  projections  de  a  et  6  sur  leurs  directions. 

184.  Construire  les  racines  de  l'équation     a  tg  a?  +  6  cotg  a?  =  c. 

On  pourrait  ramener  Téquation  à  la  forme  précédente  et  appliquer 
la  construction  indiquée.  Mais  on  peut  opérer  directement  quand  a, 
6  et  c  sont  positifs. 
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Sar  TuD  des  côtés  d*un  angle  droit  A,  porloiw 
à  la  suite  Vune  de  Tautre  les  longueurs  AD  =  a 
et  DB  =  6;  sur  Tautre  côté ,  AC  s  e,  et  achevons 
le  triangle.  Du  milieu  E  de  Thypoténuse  comme 
centre  et  avec  DE  pour  rayon,  décrivons  un 
cercle  qui  coupera  AC  en  deux  points  F  et  F'. 
Les  angles  FDA  =  9  et  FDA*-f'  sont  les 
angles  cherchés. 

En  effet,  menons  le  diamètre  FH  et  joignons 

DH  ;  puis  abaissons  les  perpendiculaires  £G  et 

HB  sur  AB. 

Le  triangle    FDH   est   rectangle;  donc   les 

triangles  FDA  et  HBD  sont  semblables,  et  Ton  a    AF=atg9    et 

BH=6cotgf. 

Mais  AF  +  BH=52EG=c;  donc  a(g9  +  &cotg9=e;  Tangleç 
▼ériAe  donc  Téquatton  proposée.  Il  en  est  de  même  de  9',  et  pour  le 
prouver  il  suffit  de  répéter  ce  qui  précède  avec  F'  et  H'  au  lieu  de 
F  et  H. 

(Plusieurs  autres  solutions  des  deux  questions  précédentes  ont  été 
indiquées  par  M.  Dbsdovbs  dans  ses  Questions  de  Trigonomélrie, 
page  79.) 

Enfin,  en  transformant  ces  équations  en  équations  du  2*  degré, on 
peut  recourir  aux  procédés  connus  (Ex,  de  Géom.,  n«  296).  De  cette 
manière,  Téqualion 

atgx4-^tga;=e  (1) 

par  exemple,  se  ramène  à  deux  équations  de  la  forme  tg«s=— -. 
Pour  fixer  les  idées,  supposons  a,  b,  e  positifs.  Ecrivons 

^  =  £-,      A=:JÎÎ^     et     rigx=y 
a        r  '       a         r«  ^         ' 

En  prenant  pour  r  une  longueur  quelconque,  on  construira  facile- 
ment les  longueurs  p,  m,n.  (Ex,  de  Qéom,,  n«  294.) 
L'équation  (1)  qui  peut  s'écrire  (n«  155) 

lgîaî--^tgx  +  -|-  =  0 

deviendra  y* — py  +  ^nn = 0 

on  en  construira  les  racines  y',  y".  (Ex.  de  Qéom,,  n*  297,  Rem.} 


enfin  on  aura 


tg«"=-ç 


équalions  dont  on  sait  construire  les  racines  (n«  168). 
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CHAPITRE  VII 

QUESTIONS   DE   MAXIMUM 

§  1.  —  Méthodes  et  exemples. 

185.  Les  quesUoDs  dd  maximum  se  rencontrent  fréquemment  en 
Trigonométrie;  on  les  traite  par  des  méthodes  semblables  à  celles 
qu*on  emploie  en  Algèbre. 

!*•  Méthode,  —  On  commence  par  transformer  la  fonction  proposée, 
de  manière  à  ne  plus  renfermer  qu*une  variable;  puis  on  applique 
la  méthode  dite  aigébrique;  c*est-à-dire  on  égale  Texpression  obtenue 
à  une  indéterminée  m^  ce  qui  donne  une  équation  que  l'on  résout 
par  les  procédés  connus.  La  recherche  du  maximum  ou  du  minimum 
n'est  plus  qu'une  simple  particularité  de  la  discussion. 

2*  Méthode,  —  11  arrire  souvent  que  la  question  peut  être  résolue 
par  l'application  des  principe$  étudiés  en  Algèbre;  car  ils  sont  éga- 
lement vrais  pour  les  fonctions  trigonométriques  avec  de  légères  res- 
trictions. On  les  démontre  de  la  même  manière. 

S»  Méthode,  —  Dans  certains  cas,  on  ne  parvient  à  appliquer  les 
principes  qu^en  faisant  usage  de  la  méthode  des  eoefficitntê  indéter^ 
fniné$,  qui  s^emploie  absolument  comme  en  Algèbre. 

4«  Méthode,  —  On  peut  essayer  de  suivre  les  variations  de  la  fono- 
ti<m  proposée  quand  elle  a  une  forme  assez  simple.  Quelquefois,  en 
changeant  une  somme  en  un  produit,  on  inversement,  on  se  trouve 
ramené  à  étudier  les  variations  d'une  seule  ligne  trigonométrique. 

Parfois,  l'expression  donnée  se  ramène  à  l'une  des  deux  formes 
as\nx-\-bco9x    ou  .  atga;  +  &cotgx 
déjà  étudiées  dans  les  équations. 

Pour  la  première  forme,  on  peut  substituer  à  Texpression  donnée 
(n*  13») 

soit  8in(9  +  9),     dans  laquelle    Ig^s-^ 

soit  cos(x  +  9),  où  cotg9  =  --- 

Tout  se  réduit  à  suivre  les  variations  d'un  sinus  ou  d'un  cosinus. 
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Pour  la  seconde  forme,  x  variant  de  0  à  -^,  on  peut  remarquer 

que  le  produit  des  deux  termes  étant  une  quantité  constante  ab,  le 
minimum  de  leur  somme  a  lieu  pour 

b 


aigx=bcolgx    ou    igtxsa- 


d'où 


t««=\/i 


5*  Méthode.  —  EdUb,  la  meHlociFB  métftd^esf  celle  qui  résulte  de 
l'emploi  des  dérivéeè;  mais  elle  sort  du  cadre  de  Tétude  élémentaire. 
Il  en  sera  donné  seulement  une  idée  à  la  fin  de  ce  chapitre. 

Exposons  d'abord  la  démonstration  de&  priacipes  sur  les  maximum. 

186.  Théorème  I.  Lorsque  la  somme  de  deux  arct  poHUfs  est  conê- 
lanU  et  intérieu9>e  à  %j  û  produit  dtê  ttnttf  cUcea  arcs  êU  maximmm 
quand  oes  atxê  aotU  i%màS0L 

En  effet,  soient  a;  et  y  deux  arcs  variables  dont  la  somme  a  est 
inféffiettMi  à  ic. 

Lldentlté      Sfsîta  ar  sîh  îf  =  cos  (ar—  y  )  —  cos  (rc  +  vJ 

ou  2sînaeaiay;=cosCa;-»v)*^Ba 

moMlr»  ^f«e  le  iMxinum  <iu  prochiît  mxûoy  correspond  tm.  naxf- 
mum  de  cos(a:— y).  (^  ee  maxiaram  est  1,  et  comme  les  «rce a  et  y 
s«&ty  j^c  hf  p«Uiès«,  Inliérifittrs  à  tc^  le  oq«  de  leur  diflCéreMBftBft  poit 
être  égal  à  1  qiM  si  Ua  aan  x  eft  y  aeni  éfaiiT> 

187.  Théorème  II.  Loftfue  l0  aewiing  (Tim  nombre  que9o9nfne 
d*arcâ  variabUA  e$t  couêtante  et  inférieure  à  itj  le  produU  dm  wmtu 
de,  ce*  arca  ett  Moxtmum  qumuL  C4$  arc»  êont  égaux. 

Il  est  évident  (fabord  qvMI  y  a  on  maximum ,  puisque  le  pnxhrfC 
des  sinus  est  pkLs  peiU  que  Tiiiiiléw  Or  je  dis  que,  si  dans  le  predvit 
des  sinus  deux  arcs  sont  inéfaus,  on  peut  toujours  augoMBlar  low 
produit  E»  eflsi,  soient,  dans  le  produit  considéré,  deux  factamm 
inégaux  sioâs.siiiy.  On  peut,  sasA- changer  la  somme  ceMlanta  ém 

arcs,  remplacer  x  et  i/  par    -^  (^  +  y)î    et,  en  vertu  du  théorème 

précédent,  le  produit    sm-^^-t^.  sin-^i^     est  plus  grand  que  le 

produit  sinos.siny.  Donc  le  seul  produit  qui  ne  peut  pas  être 
augmenté,  ou  le  preéttii  mauMMUD,  est  celui  dans  lequel  tous  !•• 
facteurs  sont  égaux. 

Bemarqne.  On  voit  aisément  que  cas  deux  théorèmes  sont  encore 
vrais  quand  U  sooMBe  dae  aon  égide  ir.  Oa  peut  atteai  apyëqmr  cee* 
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thétfèBM^wa  OMIBUB,  poiiiv«  que  U  lOflMM  4m  ftMBgltotatn  dts 
aigjbfcgijMt  fltnBrfii  sMi  égale  •&  iaférîwum  à  & 

188.  Tbéorème  m.  Lorsifue  la  somme  de  deux  arcê  po$ilif$  va- 
riablet  eêt  constante  et  inférieure  £-^,  2e  produit  des  tangentes  de 
ces  arcs  est  nuiximum  quand  ces  arcs  sont  égaux. 

Soient  x.et  y  datix  «rcs  yadables  dont  la  somme  a  est  inférieure 

*    2  • 

0.a      tgy.try»''^^''^y«^^l^-y|7^^ 
^jm  a       •s*'*ev      cosac.coay       co8(3C— y)  +  cosa 

vu                ^  <"  «K  y  co8(a?  — y)  +  co8a 
j  2  cos  a 


cos(aB  —  ^)4-cosa 

_  j  ^^ 2co8a 

cos(a  — axj  +  cosa 

Le  produîl  propoié  sera  mcximun  quand  te  dénomioateor  tfe  la  frac- 
tion sera  le  plus  grand  possible;  or  le  maximum  de    cos(a  — 2ge) 

.est  1,  et  il  a  lieu  q;aand    a~2â?=0    ou    x=-^^    ce  qui  suppose 
aussi    î/  =  -§^. 

BemaniaM.  I.  Le  théorème  est  encore  vrai  quand  la  somme  des 

deux  arcs  ^ale  -S-;  dans  ce  cas ,  Te  produit  est  égal  à  i.  On  peut  aussi, 

comme  pi da^Sdemu— t y  itmém  ot  \Mmlvao  à  un  nombre  quelconque 
de  facteurs. 

U..  Ls8  AéeièBK»  pfécédenta  «at  laara  réciproques  en  rertu  de  ce 
principe  pèserai  d*Algèbre:  Si  une  fuanêiti  X  étant  donnée,  une 
amàern  fmmHlé  Y  est  maximunk  dems  êtriaines  circonstances;  réci- 
proquement  Y  étant  donnée,  X  sera  minimum  dans  les  mêmes  cir^ 
conetances,  pourvu  que  le  maximum  de  Y  diminue  en  même  temps 
que  la  vakwr  deX^  * 


189.  !•  Déterminer  les  valeurs  de  x  qui  rendent  maximum  ou  mi^ 
nimum  l'expression  cosx-f-^30 

CBacc^  Dijon,  juillet  lâ79.> 
Soit  y  la  valeur  de  cette  expression.  On  peut  écrire 
1/  =  cos  X  H-  cos*  X  — sin*  x 
o»  yss2  ùês^ax-k-  ••»«— 1 
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Pour  la  b 

que  le  prodi 
miDimum  d< 


d'où 

5-  Mélhodr 
remploi  des 
Il  en  sera  d( 

Exposons  (• 

186.  Théor^ 

tanUet  infért 
quand  oea  av 

En  effet,  s< 
ioféffidttMi  à  r. 

L^rdentlté 

oa 


le  k 

mum  de  cos{ 
s«&iy  j^c  hyi 
être  égal  ai  <. 

187.  Théorèn 

d'arc»  variabli 
dt  ce*  arca  est 

Il  est  évident 
dea  sinus  est  (-: 
des  sinus  deux 
produit  E»  et: 
inégaux  amx. 

arcs,  remplacer 

précédent,  le  p[ 

produit  sin  x . 
augmenté,  ou  le 
facteurs  sont  égn 

Benuurqae.  On 
vrais  quand  la  ;>> 


i     it.    . 


_ -L-Sf-' 
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*  =!^f«*  ««xi««m;  dans  le  deuxième  cas,  elle  passe  da  positif  au  néniit: 
mtwsm^^  fonction  passe  par  un  minimum. 

i     .  'i  7  •  ^^^  ^®"*  maximum  :  quand  l'exlrémité  de  Tare  pasae  par  A 

e«  A  ;  et  un  minimum  :  quand  il  se  termine  en  G  ou  en  C'.  Les  maxi- 
*-',mnni  ont  pour  yaleurs  2  et  0,  et  le  minimum  égale  ---|. 

190.  2o  CaUuler^  les  valeurs  de  x  qui  rendent  maximum  ou  mini 
-    tntêfn  rexpreêÊion  38inac  +  4co8(c 

(Sorbonne,  20  mars  1882.) 
^-      i»«  Méthode,  —  On  écrit 

38inaf  +  4v^l  — 8in«ar=3m 
d'où  16— 168În«»=m>  +  9sin«aî  — Ômsina; 

^"  25sin«aî— 6msinx  +  m«— 16=0 

d'où  fiïnx^^^ia^M^E^ 

La  râleur  de  m  doit  rester  comprise  entre  les  racines  de  m«— 25=0; 
^®°^  maximum  5,  pour  sin aj=  1 

minimum— 5,  pour  8inaî=— -| 

En  appelant  a   le  plus  peUt  arc  dont  le  sinus  est  | ,  les  aut^s 
ayant  même  sinus  sont  compris  dans  les  formules 
2/cw  +  a    et    (2Jfe-M)is  — a 
2*  MéthoiU.  —  On  peut  écrire 

6tg|      ^    4-4tg»f 
i+tg«|.^    l  +  tg!!.-*^ 

<>"  (*w+^)lg'f-6tg|-  +  m-4=0 

d'où  «g  -î^  -  A=*=/25-m» 

LAi^leur  de  m  doit  rester  comprise  entre  les  racines  de  m»— 25  =  0; 
donc  ™"'«»«"^5,  ponrtgf  =  1 

mimamm  -5,  pour  ig|.  =  -  J  ,  etc. 
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En  prenant  pour  variable  coeo?,  y  est  un  trinôme  du  second  degré; 
on  sait  qu*il  présente  un  minimum  lorsque  cosa?  égale  la  demi-somme 

des  racines,  c'est-A-dire  pour    ces  a; =—-2-;    d'où    a?=i04*2d'.    En 

représentant  cet  arc  par  a,  les  autres  ayant  même  cosinus  sont  com- 
pris dans  la  formule    2kn±a.    La  valeur  de  y  correspondanle  est 

.-!■ 

Les  valeurs  limites  de  cosx  sont  +1  et  —1;  elles  correspondent 
aux  valeurs  maximum  de  la  fonction  y  m  2  et  y =0. 

La  représentation  graphique  de  ce  Irinôme  est  un  arc  de  parabole 
limité  aux  points  qui  ont  pour  abscisses  les  valeurs  extrêmes  de  cosx, 
c*est-à-dire  —  1  et  + 1  ;  les  ordonnées  de  ces  points  sont  0  et  +  2. 

En  prenant  x  pour  variable  indépendante,  on  peut  former  le  ta- 
bleau suivant  : 


OOSXsly 

a?=0, 

y  =  2,    -1, 


0,     - 


9 
'S' 


•  1,      - 


0. 


i 

4* 

0, 

27t  — a, 

3ir 

9 

-1. 

-■ff» 

i. 

2«, 
2, 


On  voit  que  x  croissant  de  —  oC  à  -f  oC, 

y  passe  par  un  maximum  2  toutes  les  fois  que 

coso?  passe  par  la  valeur  +1  ; 
y  passe  par  un  mcueimumh  toutes  les  fois  que 

C0S2D  passe  par  la  valeur  —  1  ; 

Q 

y  passe  par  un  minimum  —  -g-  touted  les  fois 

que  cosa?  passe  par  la  valeur  —  ■;|-« 

Les  valeurs  de  x  qui  font  passer  y  par  le 
maximum  2  sont  x=:2/nc;  celles  qui  le  font 
passer  par  le  maximum  0  sont  a;  ss  (2/c  +  i)  ic; 
et  celles  qui  le  font  passer  par  le  minimum 

s2/cicd=a. 


-J  sont 


On  peut  vérifier  ce  résultat  à  îaide  des  dérivées,  selon  qu*il  sera 
indiqué  plus  loin  (n*  205).  La  dérivée  de    y  s  coso?  +  cos2x    est 
y'ss^sinx— 2sin2x=:  — sinx(1  +4cos») 

Elle  s*annule  et  change  de  signe  : 
!•  pour  sinxsst;     d'où    xsakn 

et2opour  cosaî  =  — -j-;     d*où    a5=2feic=ba 

Dans  le  premier  cas,  elle  passe  du  négatif  au  potitif  :  la  fonction 
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est  mazimom;  dans  le  deuxième  cas ,  elle  passe  du  positif  au  négatif: 
la  fonction  passe  par  un  minimum. 

Il  y  a  donc  deux  maximum  :  quand  l'extrémité  de  Tare  passe  par  A 
et  A';  et  un  minimum  :  quand  il  se  termine  en  G  ou  en  G'.  Les  maxi- 

mum  ont  pour  valeurs  2  et  0,  et  le  minimum  égale  — -ô  • 

190.  29  Calculer^  les  valeurs  de  x  qui  rendent  maximum  ou  mini 
mum  l'expression  3  sin  x  +  4  cos  x 

(Sorbonne,  20  mars  1882.) 
!»•  Méthode.  —  On  écrit 

3  sin  or  H-  4  / 1  —  sin»  a:  =  m 
d'où  16— 168in«a5=fn«  +  9sin*aî  — Ômsin» 

ou  25sin*«— 6msin«  +  tn«— 16=0 

Hw.                              „;«  «.       3m±^25— m« 
a  ou  sin2D= ^n 

La  yaleur  de  m  doit  rester  comprise  entre  les  racines  de  m> — 25  =  0  ; 
donc  maximum  5,  pour  sin  os  =-^ 

minuniim  —  5 ,  pour  sin  x = — -^ 

En  appelant  a  le  plus  petit  arc  dont  le  sinus  est  •» ,  les  aut^s 
ayant  même  sinus  sont  compris  dans  les  formules 
2/kw  +  a    et    (2/f  +  l)is  — a 

2*  Méthode,  —  On  peut  écrire 

6lgf  4-4tg«|- 


ou  (in  +  4)tg«-|--6tg|-  +  m-4=0 

d'où  ,g^„3±v^5^ 

La  Faleor  de  m  doit  rester  comprise  entre  les  racines  de  m* — 25  =>  0  ; 
donc  maximum  5,  pour  tg  -^  =  -^ 

minimum  —  5 ,  pour  tg  -j-  =  —  3  »  ©le. 
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3*  MélhûcU»  —•  L'expre&aion  est  dû  la  forma   a8Ûkas+  bcAsai; 
on  peut  récrire  3 Tsin x+-^cosx\=m 

Eit  posant  tg^?=-3 

il  vient  sin  (a?  +  ç)  =  — ^-^ 

Le  maxinium  a  !îen  qxrand    sin  (x  +  ç  )    est  maxinranr;  c'est- J-dîre 
quand    aî-f9=90«,    ou  plus  généralement    aî  +  ç  =  (4/c4-i)  y; 
d*où  9=90*— oî,    etc. 

Les  valeurs  de  x  qui  correspondent  au.  maximum  sont  données  par 
réquation  tg(90*— a)=^ 

a 
d'où  tg^  =  -4       ®t      x  =  kn  +  a 

De  même ,  le  minimum  a  lîe»  pour    a?  +  ç  = — 90» 

0»  a-h9=(4fc-l)|. 

d'où  9  =  — 90»— ar     et     tgrt— «^— aî)  =  ^ 

d'où  tga?=— ^     el     »=^Apw— « 

191.  3<>  rrtmwcr  fe  maximum  et  te  minimum  de 
ff^a  tg-ap-heetga  eolg'ar 

et  les  valeurs  correspùndantes  de  x  f  a  cs#  donné  aigu  et  x  varie  de 
O»  à  ISOo).  (Bacc,  Dijon,  juillet  1875.) 

l'«  Méthode.  —  On  écrit 

tffa  tgaî  +  -ï— — : =  m 

d'où                         tg*atg«£C  — mlgatgaî-f  1=0 
donc  tgx  = ^^p^ 

La  valeur  de  m  doit  être  extérieure  aux  racines  de    m«  — 4=0. 

1 
donc  minimum  2  pour    tgx=  j— -  =  colga 

maximum  ~ 2  pour    tga;«s— -r— -  =  — cotga 

En  remarquant  que  cotga  =  tg  (90»— a),  on  peut  écrire 
lga5==btg(90«»  — a)       d^ù       a?  =  90»±a 

Digitized  by  LjOOglC 


2*  Méthode.  —  L^expression  est  de  la  Israie    atgv+^^ot^-s;;    le 
prodoit  des  deux  termes  est  1,  quantité  constante;  donc  les  valeurs 
de    tgx    qui  rendent  rexpresaop  maximum  ou  minimum  sont  don- 
nées par  réquation       tg  a  tg  x = cotg  a  cotg  x 
d*où  tgœssdbcotga 

Le  minimum  a  lieu  pour  la  valeur  positive,  et  le  maximum  pour 
ta  TiAeiir  négative,  etc. 

192.  ^  Si    a-fb  +  c  =  7c,    quel  e$l  le  maximum  de 

coiga  coigb  cotge 
Le  maximum  de  cette  expression  a  lieu  en  même  temps  que  celui 
de  son  carré  cotgs  a  cotg>  b  cotgî  c 

Or  on  sait  que  la  somme 

f50tga  c«tg6  +  ccrtga  cotge  +  cotg  6  ccrtgc  =t  1  =:con8tanle 
(Voir  le  probl.  337,  10>.) 

donc  le  maximum  du  prodoit  de  ces  termes  ou  da  ^npMtÊÎaa  .donnée 
aura  lieu  quand  ils  seront  égaux. 

Donc  le  maximun  est  ootgs  -^ 

193.  S*  Calculer  k  maximum  et  le  minimum  de 

pMMM^qcMm 

1  »•  Méthode.  —  Posons    sin  a;  =  a    et    cos  œ  =  p 
On  a  a*  +  P'= 1  =  constante  (1) 

et  il  faut  chercher  le  maximum  et  le  minimum  de    pa  +  q^. 
Soit  pa4-çp  =  m 

d'où  p  =  iîL=£« 

Cette  valeur,  substituée  dans  la  relation  (1),  donne 
(P*  +  9*)a*— 2mpa4-m<  — 9«  =  0 
d'où  mpzh^m^ffl^{r^  +  qt){m*-qt) 

La  qnaitité  placée  sons  le  radical  doit  être  positive  ou  nulle;  d'où 

Ainsi  m  doit  être  coMprls  entre  les  racines 

—  V^P*  — 9*     et    +  yjp'^^q'^ 
La  valeur  de  a  correspondant  au  maximum  est 

P*  +  9*  r-         T 
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celle  qui  correspond  au  mmimum  est 

Ces  yaieurs,  étant  comprises  entre  —1  et  +1,  conTiennent  toa- 
joors. 

2*  Méthode.  —  L^expression  étant  de  la  forme    asinx  +  6co6x, 

on  peut  récrire    piîBl^illL     en  posant   tg®  =  4'- 
■^  ^       C0S9       '        "^  ^^      p 

Elle  est  maximum  pour     âi  +  9s=s2Aeic  +  '^     et  minimum  pour 


ar  +  ç=2ifeu-'' 


194.  6«  Trouver  la  valeur  de  x  moindre  que  90*  çu»  rend  moan- 
mum  sin  a?  cof*  a?(  1  +  sin  x) 

L'expression  s*écrit 

sina;(l— sin)a^)(l  +  sin  as) 
ou  sinx(l  — sinx)(l +  sinaB)(l  +  sinx) 

Les  facteurs  ne  pouyant  être  égaux,  employons  la  méthode  des 
eoeffieienlê  indéterminés.  Multiplions  les  deux  premiers  facteurs  res- 
pectiyement  par  m  et  n,  et  écriyons  1*  que  les  quatre  facteurs  sont 
égaux,  2*  que  leur  somme  est  constante;  il  vient 

1«  m  sin  X  =  1  +  sin  x 

n(l  — sinaj)  =  l  -\-smx 

2«  m  — n  +  2  =  0 

Éliminant  m  et  n,  on  trouve  la  condition  du  maximum 

1  4-  sin  x  _  1  4-sinag   1  «—.a 
smaî         T  — sïnaî  "^ 

d'où  — 48in«x-|-sinaî  +  l=0  (I) 

La  racine  négative  est  à  rejeter.  La  racine  positive  est  plus  petite 
que  1,  car  le  trinôme  (1)  est  négatif  pour    x=1,    et  l'angle  du 

premier  quadrant,  qui  a  pour  sinus       ^g — ,    donne  la  valeur 

maximum  de  l'expression  proposée. 

195 .  ?•  Chercher  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction  -pj — , 
quand  a  varie  de  0  d  90o.  (Bacc.  Toulouse,  1883.) 
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Représentons  par  y  la  fonction  donnée,  et  posons  pour  abréger 
tga=rx 

Zx  —  x*  3— a?* 

d'où  3yj5*  — (y  +  l)««  +  3  =  0 


donc  a:=v/v±l±v5^MiŒI 

Or  y«— 34y  +  i=0 

donne  y  =  17±12v'^ 


d'où       a:=V-/^^^=l'-^^^  =  V^^ï^ 
T  6(17d=12v^)         T  i7dbl2v^  ^ 

on  enOn  x=/2dbl 

Les  valeurs  de  y  devant  être  extérieures  aux  racines  de 
y»-34y  +  i=0 
la  plus  grande  racine  est  un  minimum  et  la  plus  petite  un  maximum. 
Donc  minimum    17  4-12v^    pour    lga=v'î— 1 

maximum    17  —  i2^    pour    tga=v^2'+l 

Les  valeurs  correspondantes  de  a  sont   -?-    ot    -^ . 

ÉtutU  de  la  variation  de  la  fonction.  —  Comme  a  varie  de  0  à  90, 
tga  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  positives.  La  fonction  (1)  s*an- 

nule  pour    tga=/5     ou    a=-^;    les  valeurs  qui  la  rendent  in- 
finie sont  fournies  par  Téquation    xS(l~3x*)  =  0    qui  donne 
x  =  0       ou    tgaaO,         d*où    a=0 

et  aî=-7=     ou    tga=-4=-,    d'où    a=-J 

La  fonction  peut  se  mettre  sous  la  forme 

En  y  faisant    a5=oC,    on  trouve    y=0.    Voici  les  valeurs  corres- 
pondantes de  a  et  de  y  : 

pour  a=0,  -g-,  ^,       ^,        -g-,        y 

on  trouve    y=oC,    17  +  12v/5,    droC,    0.    17-12/2,    0 
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On  voit  donc  que,  a  variant  de  0  à  -J ,  la  fonction  décroît  depuis 

rinûni  juscfi^à  son  minimum  et  croit  ensuite  jusqu^à  Finfîni  positif. 
Elle  change  alors  de  signe  (tg  3a  devenant  négatif)  et  passe  brus- 
quement de  +oC  à  —  oC;  puis  elle  croît  jusqu^à  son  maximum 
pour  décroître  enûn  jusqu'à  zéro« 

196.  8»  Calculer  le  maximum  et  le  minimvtm  de 

„^_Ji+«in«)» 
^      8maî(l  — siiûcy 

et  indiquer  les  variations  de  eeUe  fonction  pour  x  compris  entr^  0 
et  2ic.  (École  Forestière,  1884.) 

On  peut  écrire,  en  ordonnant  par  rapport  à  sin  Xj 
{V  +  i)8iii««  — (y— 2)8inx4-i==0 
Pour  que  sin  x  soit  réel ,  il  faut  que  Ton  ait 
(y-2)«-4(y  +  i)^0 

ou  v(y— 8)~o 

inégalité  qui  n'est  satisfaite  que  pour 

Vî^O    ou    y^8 

Donc  le  maximum  ûat    y  =0    pour    sin>  =  n^'lf'is  =  —  1 

d'où  *==-^ 

Le  minimum  est    y=8   pour    sina;=4' 

o 


19^8' 
160«»32' 


d'où  i»={^* 

(Entre  a  et  a',  pour   ««-j-,    il  y  a  on  maximum  rejeté  à  Tinfini.) 

Variation  de  la  fonction,  —  La  fonction  devient  infinie 
!•  Pour  sinx=0    oa   x^O   et   «=«u 

20  Pour  sinaî=i    ou    ««=-|- 

Elle  s*annule  pour  a^=-^ 

Comme  le  signe  de  y  dépend  uniquement  de  celui  de  sin»,  la 
fonction  y  sera  positive  pour  x  variant  de  0  à  w;  elle  sera  négative 
pour  X  variant  de  ic  à  -S-. 
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Dn  peut  BuiYre  les  yariations  de  y  arec  le  tableau  suirant  : 
Pour  «  =  0,  a,         ^,       a',        ic,        -^,      27t 

on  a        y=qpoC, 


8,      ±oC,      8,      dboC,      0,      qpoC 
niBin.  iwKTtiB,     Ttitirii. 


Voici,  avec  des  ordonnées  réduites,  la  courbe  flgaratire  de  la 
marche  de  la  fonction 


V 

; 
i 
t 

V 

.* 

\ 

t      «* 

h 

197.  9»  Calculer  le  maximum  de    sin*  x  cos»  a?. 

On  écrit  sin"*âB  cob»  »  =  (8in*x)î  (cosî»)"* 

Or,  la   somne    siB*a;  +  co9^a;    des  facteurs  étant  constante,  le 


produit  sera  maximum  quand  on  aura 
sm*aî       m 


cos'aj 


=  —    ou 


8ina;=\/' 


m  +  n 


V  m-^n 


et    cosâ? 


d'où 

par  suite  

198.  10»  Soit  à  trouver  le  minimum  de  la  différence  tabulaire  de  la 
ttmgentê  lor$que  Vare  arott  deO  à  ^. 

Appelons  h  la  différence  de  deux  arcs  consécutifs  des  tables,  ordi- 
nairement égale  à  10". 
Nous  aurons 

=  lnaM£±^ 


loglg(aî  +  /i)  — logtgaî=log 


tgœ 


ou  en  remplaçant    tg(^  +  A)    par  rinverse  de  la  tangente  de  son 
complément 

I 
\ogig{x-\'h)^\ogigx=\og- 


1g{^-»-A)tg« 
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Le  minimum  cherché  correspondra  à  la  plus  grande  valeur  du  dé- 
nominateur; mais  les  deux  arcs  a;  et    i^h^x    ont  une  somme 

constante  7  ^  ^  moindre  que  -^  ;  donc  le  maximum  du  produit 
de  leurs  tangentes  aura  lieu  quand  ces  deux  arcs  seront  égaux.  Ainsi 
la  fonction  proposée  est  minimum  quand  a;  s  ^  —  ^ .  On  trouve 
facilement  que  ce  minimum  est 

2'«I?-»k(^+4) 

199.  11*  De  même,  à  mesure  qu*un  arc  crott  de  0  à  -? ,  on  sait  que 

la  différence  tabulaire  entre  les  logarithmes -sinus  va  en  diminuant; 
proposons -nous  de  chercher  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport 
de  Taccroissement  du  sinus  à  celui  de  Tare  correspondant.  En  d^autres 
termes  : 

Lorsqu'on  donne  à  un  arc  x  un  accroissement  h ,  trouver  ta  limite 
durappoH     «'"fa^  +  M-sina;  ^    quand  h  tend  vers  0. 


h 


h 
sin-s- 


On  a        L_r.^i =  __.co8(^a;+-5-j 

Y 

si,  dans  cette  expression,  on  pose  A=0,  le  premier  fadeur  devient 
égal  à  1  et  le  second  facteur  A  cos  x.  Donc 

A  * 

200.  De  mdme,  trouver  la  limite  de*  rapports    «^»  +  ^l^«2i« 
et    tg(^  +  y-'g«,    pour    h=0. 

pour    A  =  0,    il  vient 

lim  cos(a?-hy-co8x  „ _ gj^^ 

lg(gH-/t)  — tggg  _  sin h  1 


2» 


h  A     '  cos(x-f  A)  cos  ce 

pour    hzrzO,    il  vient 


,^n^tg(x4-M-tgx_      1 

A  C0S*2C 


Digitized  by  CjOOQIC 


QUESTIONS  DE  MAXIMUM  141 

201.  On  lrou?erait  do  la  même  manière 

lim   <^tg(a?+/i)  — cotga?  __      1 

h  sins  X 

,:        séc(X'\'h)  —  sécœ  Bxnœ 

^ n =  s^^ 

lim  co8^c(g?+/i)  — coséco?  _,       coso? 
HT  sin*» 

Ces  limites  portent  le  nom  de  dérivées  des  fondions  irigonomé- 
triques. 

§  2.  ^  Des  dérivées. 

202.  En  général,  on  appelle  dériyée  d^nne  fonction  la  Umiie  du 
rapport  de  l'aeeroiêêemerU  de  la  fonction  à  celui  de  la  variable  dont 
cette  fonction  dépend,  quand  ce  dernier  accroiisement  tend  verg  zéro. 
Par  exemple,  en  Mécanique,  la  vitesse  dans  le  mouvement  varié  n*est 
autre  chose  que  la  dérivée  de  Tespace  considéré  comme  une  fonction 
du  temps.  (Mécanique,  n*  179.) 

Diaprés  le  calcul  qui  précède,  on  voit  que 

La  dérivée  du  ttnta  cet  le  cœinuê; 
Celle  du  cottntM  e«l  le  sinus  prie  en  signe  contraire; 
La  dérivée  de  la  tangente  est  Vinverse  du  carré  du  cosinus; 
Celle  de  la  cotangente  est  Vinverse  du  carré  du  sinus,  pris  néga- 
tivement, etc. 

On  peut  remarquer  que  les  dérivées  des  lignes  directes  sont  posi- 
lives,  et  celles  des  lignes  complémentaires  négatives. 

203.  La  dérivée  d'une  fonction  étant  elle-même  une  autre  fonction, 
on  peut  en  prendre  la  dérivée;  le  résultat  s'appelle  dérivée  seconde 
de  la  fonction  donnée.  On  peut  ainsi  faire  succéder  les  dérivations 
les  unes  aux  autres.  Par  exemple,  la  première  dérivée  du  sinus  est 
le  cosinus;  la  seconde  dérivée  sera  le  sinus  pris  en  signe  contraire; 
la  troisième  dérivée  sera  le  cosinus  pris  négativement,  et  la  quatrième 
reproduira  la  fonction.  Les  dérivées  successives  du  sinus  reviennent 
périodiquement  de  4  en  4  ;  il  en  est  de  même  pour  le  cosinus. 

Une  fonction  étant  représentée  par  y  ou  f{x)^  sa  dérivée  se  repré- 
senta par  y*  ou  f{x),  la  dérivée  seconde  par  y"  ou  /"(x),  etc. 

La  théorie  des  dérivées  est  la  base  des  mathématiques  spéciales  et 
Talphabet  du  calcul  infinitésimal. 

204.  Par  définition,  la  dérivée  d'une  fonction  y=zf{x)  étant  la 
limite  de  ^^^-^-M  — /"(a?)  ^  ^^  p^^  obtenir  la  dérivée  d'une  fonc- 
tion quelconque,  algébrique,  trigonométrique,  exponentielle  ou  loga- 
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rithmique,  en  suivant,  comme  dans  les  exemples  qui  précèdent,  la 
marche  indiquée  par  la  déflnitioD  même.  Par  exemple,  pour  trouver 
la  dérivée  de  a;,  «n  peut  écrire 

de  même ,  celle  4e    v=— :    s^obtiendra  en  écrivant 

Mais  on  n^appliqu*  oe  procédé  laborieux  qu^  un  petit  nombre  de 
fonctions  fondamentales;  les  dérivées  de  ces  fonctions  uno  fois  con- 
nues, on  en  déduit  celles  de  toutes  les  autres  fonctions  à  l'aide  de 
(fsekfuet  réglai  lyénéraln,  paraii  lesquelles  il  iMit  oitar  1»  ayivanles  : 

t«  La  dérivée  (tune  somme  de  fonctions  ^Obtient  en  faisani  ta 
somme  algébriqiie  des  dérivées  de  chacun  de  ses  termes; 

St*  La  dérivés  d'un  produii  s'obtient  en  m%dliplianl  la  dérivée  de 
chaque  facteur  par  le  produit  des  atUrts  facteurs^  et  en  faisant  2a 
somme  des  produits; 

3«  La  dérivée  d'un  quotient  égale  le  dénominateur  multiplié  par 
la  dérivée  du  numérateur^  moins  le  numérateur  multiplié  par  la 
dérivée  du  dàMOkinaieur,  le  tout  divisé  par  le  carré  du  dénomina- 
teur; 

4«  La  dérivée  d'une  puissance  de  fonction  s'obtient  e»  ihan$emmî 
l'wxposanê  e»  coefficient,  diminuant  l'exposant  d'une  uniU  el  m^- 
tipliant  le  résultat  par  la  dérivée  de  la  fonction» 

Ainsi,  en  remarquant  que    lga;=  ^^^~,    on  trouve  immédiate- 
ment la  ^irée  de  tg»;  en  appliquant  la  troisième  règle,  il  vient 
cos*a;  +  8ln^x    .^         1 

'»       OQ     s— 

cos'a>  cos'os 

i>omôBiepottr  «)tg«5= -S^^-»  8écx=----—  et  coséo »=-»—-', 
•  "^  "         sm  X  cos  «  sin  as 

205.  On  démontre  facilement  qu'une  fonction  croissante  a  sa  déri- 
vée positive  et  qu'une  fonction  décroissante  a  sa  dérivée  négative,  et 
réciproquement.  Par  suite,  lorsqu'une  fonction  passe  par  un  maximum 
ou  un  minimum,  sa  dérivée  change  de  signe  en  passant  par  zéro.  De 
là  oette  règle  : 

Pour  trouver  le»  valeurs  de  x  qui  rendent  une  fonction  maximum 

ou  minimum,  il  sufOt  d'étudier  les  changements  de  signe  de  sa  dérivée. 

lorsque  la  dérivée  passe  du  positif  au  négatif,  la  fimction  patse 
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par  un  maximum^  qtiand  la  dérivée  pa$$e  du  négatif  au  poÀiif^ 
Itk  fonUiof^  pa$$e  par  un  minimum. 

On  doBBe  ansei  la  règle  raiFao!»  :  On  natotito  le9  (km»  prtmierm 
dérivées,  el  Von  égale  la  première  à  léro;  ce  qui  donne  le»  \>aJUuf  éê 
Uh  variaUe  qui  rendtnt  la  fonction  maximum  ou  minimum,  CeUe» 
de  ce»  valeurs  qui  rendent  la  seconde  dérivée  négative  correspon- 
dent à  de»  maosimum,  et  celtes  qui  ta  rendent  ptMMve  correspondent 


Par  exemple, 

206.  SoU  à  déterminer  les  valeurs  de  x  qui  rendent  maosimum  ou 
minimum  la  fonction 

((Test  réquatîonde  la  trajectoire  (Tun  projectile);  (Mécanique,  n«209.) 
La  première  dérivée  est    tga — a.  j^  , — ;    Fa  deuxième  dérivée 

est    —  A .    ^ — .    En  égalant  la  première  â  réro,  il  vitnt 
x= 2/i  tg  a  cos^  a  =  2A  EÎn  a  cos  a 

Cette  valeur,  snfistHnée  dans  la  deuxième  dëriréie,  la  laisse  néga- 
tive; donc  elle  répond  â  un  maximum, 

La  valeur  correspondante  de  y  est 

nr.                            4/b'm^ace6<« 
V=2/itgasmaco8a ^y^^oi^a 

=  2h  sin*  a  — h  sin'  a 
=  hs\n^a 

207.  L*éiude  des  variations  de  signes  de  la  dérivée  donne  une  notion 
très  exacte  des  variations  de  grandeur  de  la  fonction.  Si  Ton  attribue 
des  valeurs  successives  à  la  variable  indépendante^  et  que  ces  valeurs 
rendent  la  dérivée  positive,  nulle,  négative,  etc.,  on  pourra  conclure 
que  ta  fonction,  d'abord  croissante,  d^rott  eneait»  en  paseani  par  un 
maximum,  etc. 

G^est  ce  dont  on  se  rend  bien  compte  en  suivant  ainsi  les  varia- 
tions de  la  dérivée  d*une  fonction  connue ,  telie  que  la  fonction 
y  =  cos  a;  par  exemple.  La  dérivée  i/'=  — sina?;  or,  si  l'on  donne 
successivement  à  x  kes  valeurs 

Of    -g-,    it»    -1^1    2ir,    3«,    ... 

dans  rinlervalle  de  0  â  ic,  la  dérivée  est  négative;  donc  la  fonction 
décroît.  Poor  la  Ti^ar  it,  la  dérivée  eet  nulle,  et,  eoMme  elle  de* 
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Tient  positive  de  ic  A  S^,  la  fonction  passe  par  an  minimum  et  de- 
vient croissante.  Pour  a?=S^,  la  dérivée  s^annule,  puis  elle  devient 
négative;  donc  la  fonclton  passe  par  un  maximum  et  décrott  en- 
suite, etc. 

De  même,  si  Ton  veut  étudier  les  variations  de  la  fonction  y = tgx, 
la  dérivée    t/'= — r^    ^^    séc^a?    est  toujours  positive;  donc  la 

fonction  est  toujours  croissante.  Cette  dérivée  n*est  jamais  nulle;  donc 
la  fonction  n'a  ni  maximum  ni  minimum. 

On  suivrait  pareillement  les  variations  de    y=zBécx;    la  dérivée 

est  -H^L,  et,  comme  le  dénominateur  est  toujours  positif,  il  sufBt 

ces*  CD 

de  suivre  les  variations  du  numérateur. 

208.  Étudions  encore  les  variations  de  quelques  fonctions  simples. 

!•  Soil  la  fonction         y  =  sin  ac  +  ces  ce 

La  dérivée  est    y'^scosâo— slna;;    en  suivant  ses  variations  sur 
le  cercle  trigonométrique ,  on  voit  qu^elle  passe  du  positif  au  négatif 

pour  û?=^,  et  du  négatif  au  positif  pour  x=z^.  Donc  la 
fonction  est  maximum  pour  îcb^  et  minimum  pour  0;=-^,  etc. 

2?  SoU  la  fonction        yssincc— cosâo 

La  dérivée  est    i/'=:cos2C  +  sinx;    les  variations  sont  indiquées 
par  le  tableau  suivant  : 

Valeurs  de  œ  0,  ^,  ^,  2% 

Signes  de  la  dérivée  +  —  + 

Variations  de  la  fonction         croit,  max,,  décroît,  min,,  croît,  etc. 

3»  Soit  la  fonction    y  =  aî  — sinx,    pour  x  variant  de  0  à  n, 

La  dérivée  est    y'  »  1  +  cos  x;    elle  est  toujours  positive  ;  donc  la 
fonction  croît  sans  cesse. 

4«  Soit  la  fonction    y  =  ^'"  ^ ,    pour  x  variant  deO  an, 

La  dérivée  est    y^=  a^cosgjsinx  ^^^^  x^J^x 

Dans  le  premier  quadrant  elle  est  négative,  donc  la  fonction  dé- 
croit; dans  le  deuxième  quadrant  elle  est  positive,  donc  la  fonction 

croît.  La  fonction  passe  donc  par  un  minimum  pour    x:=^, 
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209.  Pareillement  poar  les  ConcUons  algébriques;  par  exemple  : 
i*  Soitla  fonction    y=6x»  — -|x«  — 2x  +  5 

Ladériyéeesl  y'=183c*— 9x— 2;  or,  a^Tariant  de— oC  à +oC, 

1  2 

pourx=— oC,  — ^,  -j,         +OC 

la  dérivée  est        positife,    nulle,    négalÎTe,    nulle,    positiTe 
donc  la  fonction      croit,       max,,     décroît,     mm,,       croit 

2»  Soil  la  fonction     y=3x»  — 3x>-f  x  — 2 

La  dérivée  est    y'=(3a;  — i)*;    elle  n'est  jamais  négative;  donc 
la  fonction  est  toujours  croissante;  elle  n'a  ni  maximum  ni  minimum. 


3*  Soit  la  fonction 

y=|^ 

On  récrit 

v=|«î 

La  dérivée  est 

\/x 

Valeurs  de  x              - 

■oc                       0,         +OC 

Signes  de  la  dérivée 

-,        =Fcx::,      + 

Donc  la  fonction 

décroît,    minim,,    croit 

(Pour  des  détails  plue 

;  étendus,  il  faut  consulter  un  traité  d'Algèbre 

spéciale.) 

§  3.  —  Des  fonctions  trigonométriqaes  qui  se 
présentent  sous  une  forme  indéterminée. 

210.  II  peut  arriver  que,  pour  certaines  valeurs  d*un  arc  variable  x, 

la  fonction  prenne  une  forme  indéterminée.  Par  exemple,  les  frac- 

sîn  X      tff  X  0 

lions  - — —,     ^    ■  prennent  la  forme   -Jr-  pour  xssO,  tandis  que 

X       .       X  u 

leur  vraie  valeur  est  1.  Un  semblable  résultat  se  produit  quand  on 
veut  vérifier  les  formules  trigonométriques  pour  certaines  valeurs 
particulières  des  angles. 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  la  limite  vers  laquelle  tend  la 
fonction  lorsque  x  tend  vers  la  valeur  donnée;  c^est  ce  qu*on  appelle, 
souvent  improprement ,  la  vraie  valeur  de  la  fonction. 

Parfois  on  y  parvient  très  simplement  en  remplaçant  les  quantités 
données  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  connues,  et  supprimant 
ensuite  les  facteurs  communs.  Quelquefois  aussi  on  cherche  à  établir 
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que  TexpressioD  donnée  est  toujours  comprise  entre  deux  autres 
ayant  même  limite  facile  à  déterminer.  La  méthode  la  plus  générale 
consiste  à  chercher  à  mettre  en  évidence  dans  cette  expression  les 

rapports   iîB-^  et  -^  ou  leurs  inverses,  x  étant  une  variable 

qui  a  pour  limite  zéro.  L'application  de  ces  deux  dernières  méthodes 
offre  parfois  des  difficultés;  il  faut  recourir  aux  procédés  donnés  par 
TAlgà^re  spéciale  pour  avoir  une  marche  plus  sûre. 

211.  La  règle  qu'elle  donne  est  simple.  Lorsqu'une  expression 
fractionnaire  prend ,  pour  des  valeurs  spéciales,  une  forme  indétermi- 
née, on  en  trouve  la  vraie  valeur  en  remplaçant  ses  deux  termes 
par  leurs  dérwées  et  faisant  sur  cette  fraction  transformée  les  suit- 
stilulions  qui  avaient  conduit  au  symbole  d'indétermination.  Si  Ton 
trouvait  encore  un  symbole  d'indétermination,  on  appliquerait  la 
règle  une  seconde  fois,  une  troisième  fois,  etc.,  sur  le  résultat. 

Cet  énoncé  e&t  connu  sous  le  nom  de  règle  de  l'Hôpital  *, 

212.  1»  Quelle  valeur  prend  le  rapport  ^\^  j^-  quand  a=0? 
(Saint-Cyr,  1877.) 

En  substituant  à  a  la  valeur  0,  on  obtient  la  forme  indétermi- 
née -TT .  Mais  en  remplaçant  sin  3a  et  sin  2a  par  leurs  valeurs 
-connues,  il  vient 

2  sin  g— -4  sin^g  sin  g (3  — 4 sin* a) 

'2singcosg  2siDgcosg 

Supprimaiit  le  facteur  sin  g  commun  aux  deux  termes,  il  reste 

3~-4sîn«g 

2  cos  g 
3 
qui,  pour  g  =  0,  se  réduit  à  -^. 

'  Autre  soltUion.  La  dérivée  du  numérateur  est  3  cos  3a ^  celle  du 

dénominateur  est  2 cos 2g;  si  dans  l'expression  ^^^  qq  f^t  a=:0, 

3 
il  vient  pour  la  vraie  valeur  -^ . 


*  GuiLLAUicB  BB  L'HÔPITAL  (lôei-lTO*)  retint  à  qninie  ans  le  problème  de 
la  Oydotde  proposé  par  Pascal  ;  il  ent  pow  maître  Jean  Bernoalli ,  et  f  nt  admla 
A  v«»iiAmto  d««  -i.u«««.  -«  !«<..   o.-  .^-,.^.  ...  infiniment  petUs  le  pi 

Oe. 
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213.  2*  Trouver  la  limite  de  j^^^f^,  pour  x  =  0. 

La  substitution  x=0  donne  -jr-;  mais  on  peut  écrire 


aîsinx 

acsin-^xcos-^ 

X 

xcos  -^  x 

1  —  cosac 

sin»-^» 

«in^x 

2x 
=  "2" 

X 

COS  ^  X 

J" —       ou 

2x 

4' 

sm-ij-aJ 

lorsque  x  tend  vers  zéro,  le  second  facteur  (end  vers  Tunilé,  la 
limite  cherchée  est  donc  2. 

En  verlu  des  formules  données  plus  haut  (21,  1»),  on  pouvait 
écrire  immédiatement 

i-~cosx  ='''<7-T-  =  2x--^  ,  etc. 

Autre  solution.  Le  quotient  des  dérivées   ^c^«^  +  sinx   ^^^^^ 

bin  X 

encore -TT  pour  x  =  0.  En  prenant  une  seconde  fois  le  quotient  des 
dérivées,  on  a  - ^ sin x -f^cos x  +  cos x  ^^.  ^^^^^^  ^^^^  ^^^^ 
la  vraie  valeur  2. 

214.  3o  Trouver  la  limile  ver$  laquelle  tend  l'expression ~ 

quand  x  tend  vers  zéro. 

Si  Ton  donne  i  x  la  valeur  0 ,  Texpression  proposée  prend  la  forme 

indéterminée  oC  —  oC'j  mais  si  Ton  remplace  tex  par  ^'"  ^  ,  on  a 

■^  °     "^      cosx  * 

J _ÇOs  X  • 

X        sin  X 

quantité  évidemment  plus  petite  que     "".  ^^^  ^  .  On  peut  donc  écrire 

Q^  i   _  C08X  ^  1  — cosx 
X       sm  X  ^     sm  X 

Or  le  dernier  membre  égale  Ig-w-»  (n«  2i,  !•);  lorsque  x  tend 
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vers  0,  tg  ô-^  ^^^^  Aussi  ▼ers  0;  doDC  Texpression  proposée  étant 

comprise  entre  deux  quantités  dont  Tune  est  zéro  et  Taulre  a  pour 
limite  0,  a  eiie-mème  pour  limite  0. 

Autre  iolulion.  Le  quotient  des  dérivées  est  — 1  -7  cob  x —    pour 
^  a?-f  sinacosaî  '  *^  "*^ 

07  =  0,  il  donne  -t?-;  en  prenant  de  nouveau  le  quotient  des  dérivées, 

Q  cin  Q»  CAS  't*  f\ 

^"^  ^  ^  +  2sin>xco8x-  ^"^'  P^"''  ^=^'  ^^"''^  Y  ^"   ^'    ^'«**    ^^ 
limite  cherchée. 

215.  4«»  Qiielle  e$t  la  vraie  valeur  de  l'expression  jà_^f''^    pour 
a?=/i5»?  (Saint-Cyr,  1877.) 

On  a  tg45«  =  cotg45*=l;  la  substitution  donne  4r-  symbole  d''in- 
détermination.  Mais  on  a 


i- 


1— tga?    coBOg  __  (cosa?  — sinx)  sina 

1  —  cotgo;        j.       ces  X        (smoî  — cosœjcosoî 

£1Q  X 

En  divisant  les  deux  termes  de  ce  rapport  par  sino;  — coso;,  il 
vient:  —  ^"^  ^ ,  dont  la  valeur,  pour  aî=45«»,  est  —1. 

CO8  X 

1 


Autre  solution.  Le  quotient,  des  dérivées 22|_£L  donne ,  pour 

8În*~x 
05=45»,  la  vraie  valeur  —1. 

216.  5»  Trouver  la  vraie  valeur  de  Vexpression  ^^       t^ 

^  cosa  — cos45<» 

pour  a=45«.  (Sainl-Cyr,  1876  et  1877.) 
On  a 

C032a         __  C08*a  —  6in*a  2cos*a  — 1  4cos*a  —  2 


C09«-oos45.         ^3^_^        l(2c08a-v/r)       «o«.— v^ 

^  (2co»a-.>^)  (2co,a+v^  ^g^^^^ 
pour  a  =  45%  cette  valeur  devient  2/2'« 
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Autre  solution.  Le  quotient  des  dérivées  """^."^       donne  immé- 

—  sina 

dialement,  pour  a  =  45»,  la  vraie  valeur  V^. 
217.  6«  QuelU  tat  la  vraie  valeur  de    (^— «'"J?)*    pour x=90»? 

ces  «B 

(Saint-Cyr,  1876.) 
En  donnant  à  os  la  valeur  90«,  rezpression  devient  encore  -^ . 

if    Solution.    Remarquons   que     1  —  sin  a;     est   le   carré   de 
ces  -3>  a;  —  sin  -^  x;  car  en  élevant  celte  dernière  expression  au  carré , 

il  vient  : 

1  1  14 

cos*  -5-  ^  +  sin*  -^  a? — 2  sin  4  »  cos  -4-  a? 

on  1  —  sin  x 

1  1 

De  même,  co8a;=co8*-s-aî  — sin*-5-aj= 

=  fco8-j-«  +  Bin-2-a;j  Tcos -^  a:  —  sin -5- «^ 
L'expression  proposée  peut  donc  s'écrire 

Icos  Y^-"**'^-2'^) 
(cos-g-a?  — sin-ç-aî^  (ces -g- aï  +  sin -5- a? j 

ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  aux  deux  termes, 

/       1  .     1     \» 

1  cos  -i-  a?  —  sm  -ç-  a?  I 

cos  -^  a?  +  sin  -re-  a? 
expression  qui,  pour  aj  =  90»,  a  pour  valeur  -^  ou  0. 


i'Solulior,.     (<-«■>«)*        (l-8iD«)*        /TT-ginx)» 
COS  a?  v'  1  —  8»D*  ^         v^  1  H-  sm  aï 

et  pour  x  =  90«,  celte  fraction  égale  -^  =  0;  c'est  la  valeur  cherchée. 
3-  Solution.  Le  quolient  des  dérivées  2  cos  a?  +  sin  a?  cos  a?  jonneO. 
pour  ac«B90». 
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218.  7»  Quelle  est  la  vraie  valeur  rfc  (1  —  ac)  Ig  -^  pour  x=l? 

La  subslilulion  de  1  à  la  place  de  x  donne  OxoC  symbole  d'iodé- 

(ermination. 

I ^ 

Si  l'on  pose  a?=l  +  /i,  l'expression  donnée  ou —  devient 

colg-y- 

-h  _       h      _2  ^^ 

cotg(^^H--^j        Ig-^  tg-2- 

2 
qui ,  pour  /i  =  0 ,  donne  —  . 

219.  8»  Trouver  la  vraie  valeur  de    ■  ■    ^  ■-   pour  x=0. 

Bin  me 

La  substitution  donne   -rr . 

1"  Solution.  —  L'expression  donnée  peut  s'écrire    . 

sin  mag  .  sin  na;       m 

mx      '      nx  n 

Si  Ton  fait  tendre  x  vers  0,  chacun  des  rapports  du  sinns  à  l'arc 

tend  vers  l'unité,  et  le  quotient  de  ces  deux  rapports  a  pour  limite  le 

quotient  des  limites  des  deux  rapports,  c'est-à-dire  1.  L'expression  a 

donc  pour  limite   — . 
2*  Solution.  —  Pour  une  valeur  très  petite  de  a;,  on  a 
mx  >  sm  mx  >  mx  — ^^— - 

nx>sm  nx>  nx^  ^    ,     - 
d'où,  en  divisant  membre  à  membre, 

m^  ^  sin  ma?  -^^  £>  /  4  — (mjg)»\ 
n  ^  hinnx  ^  n  \A  —  (nx)'^  ) 

si  l'on  fait  x  =  0,  on  a  la  vraie  valeur  du  rapport  qui  est   — . 

L'application  de  la  formule  de  Moivre  conduirait  au  même  résultat. 
On  y  arrive  bien  plus  rapidement  en  prenant  le  quotient  des  dérivées 

des  deux  termes  de  la  fraction  proposée.  Ce  quotient  est  ■    ^^^y^^-> 
qui  devient  -— -,  pour  a;=0. 
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Bin  -ç-  +  coso; 
220. 9»  Quelle  est  la  vraievaleur  de  .  .     /. _  «oui- jî— IfiO? 

En  donnant  à  x  la  valeur  ISO*,  l'expression  devient  ~.  On  peut 
lever  Pindétermination  de  diverses  manières. 

1"  Méthode,  —  Remplaçons  cosaj  par  1— 2sin«-|    et  sina?  par 
28in^cos~;  il  vient 

sin-|-  +  1^28in«-|. 
l  +  48in«|-co8«|.  +  l-28in*-|. 


ou 


8in^-sin«-|  +  l-sin«-| 


2  (i  -  sinî  ^)  +  4  sin*  |(l  -  sin«  -|) 

(i-Bin|)(sinf  +  iH-sinf) 
2(l-8inf)(l+2sin«|) 

En  supprimant  le  facteur  commun  et  substituant  a?  =  «,  on  trouve  4 . 
2»  Méthode.  —  On  écrit 

I  sin*-î —008*05 

sin-l-coso;^  H-sm«x  +  cosx 

Or,  la  limite  du  produit  de  deux  facteurs  est  égale  au  produit  de 
leurs  limites.  La  limite  du  premier  facteur,  pour  a?=iï,  est  —  i.  Pour 

trouver  la  limite  du  second ,  remplaçons  sin*  ~    par    ^  "~  gQ^  ^.  ^i 

2 
8iQ*a?  par  1 — cos*a;;  il  vient 

i-^coarc  — 2cos*ac 
ii(2  — cos»a?  +  co8aî) 

et,  comme  les  deux  termes  s^annulent  pour  cosxsl,  iU  sont  divi- 
sibles par  1  —  cos  X.  Ce  facteur  supprimé ,  il  reste 

1  — 2co8ag 
2(2  —  008») 
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\ 

La  limite,  pour  ir=7c,  est  —  ^  • 

Donc  la  limite  cherchée  est    ^  X  2"  ~  "4  ' 

1  X 

tjOOSy 
3*  Méthode.  -  Le  quotient  des  dérivées  est    ^^[^^^osx-Binx' 

pour  aî=180»  il  donne  5^;  en  prenant  une  seconde  fois  le  quolient 

—  -2^  ein  -n —  cos  a? 
des  dérivées,  on  a    -gsinxcosx-^sin'x  +  ^cos'x-cosa;^    ^"' 

donne  pour  vraie  valeur  -j. 
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DES  PROJECTIONS 


§  1.  —  Projections  dans  nn  plan. 


221.  La  théorie  des  projections,  basée  sur  un  seul  théorème  fonda- 
mental [Trig.,  n»  30),  est  une  des  plus  fécondes  qu'il  y  ail  en  me- 
thématiques.  On  y  a  constamment  recours  pour  traiter,  par  la  Tri- 
gonométrie, les  théorèmes  ou  les  problèmes  de  Géométrie;  on  sait 
que  la  Mécanique  invoque  à  tout  instanl  le  théorème  fondamental; 
c'est  de  ce  même  théorème  que  la  Géométrie  analytique  déduit  toutes 
les  formules  de  la  transformation  des  coordonnées,  etc.  Enfin  cette 
théorie  peut  Eervir  de  base  à  l'étude  entière  de  la  Trigonométrie, 
car  elle  sufGt  pour  établir  toutes  les  formules. 

222.  1<*  Formules  fondamentales,  —  A  Texception  de  la  première 
de  ces  formules  sin*  a  +  cos*  a  =s  i 

qui  n'est  que  Texpression  du  théorème  de  Pythagore  (*),  on  peut 
obtenir  les  autres  en  projetant  la  sécante  et  la  cosécante  sur  les  deux 
diamètres  rectangulaires  A  A',  BB'  du  cercle  trigonomélrique. 

Soit,  en  effet,  un  arc  quelconque  AM  =  a 
pris  sur  le  cercle  trigonomélrique  OT  sa  sé- 
cante et  OS  sa  cosécante.  La  projection  de  OT 
sur  AA'  égale  le  rayon  ;  donc  on  a 

l=gécacosa:    d'où    séca  = 

cosa 

La  projection  de  la  même  ligne  sur  le  dia- 
mètre BB'  égale  la  tangente,  et,  à  cause  des 
angles  complémentaires  en  0,  on  a 

tga  =  séca8ina 


*  PxTHAOOBB,  né  k  Samoa  (569  av.  J.-C), eulTit  à  Milet  lea  leçons  de  Thalte, 
et  derint  le  plus  ilHu^re  de  soa  diadplea.  Il  passa  vingt -tept  ans  en  Egypte 
parmi  les  laTanta  de  Thèbes  et  de  Memphis,  fat  emmené  en  captivité  à  Baby- 
lone  après  la  conquête  de  rÉgypte  par  Gambyse,  et  s'y  fit  initier  anz  sdencea 
des  CbaldéenB.  Benda  à  la  liberté ,  il  essaya  vainement  de  fonder  nne  école  k, 
Samoa;  ce  fat  en  BieUe  qa*il  réussit  k  créer  récole  Italique,  Il  monmt  à  Ta- 
rente,  en  470,  ptesqne  centenaire. 
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1  8ina 


d*où  tga=:6ina. 


cos  a       cos  a 


De  même,  la  projection  de  la  cosécanle  OS  sur  BB'  donne 
l  =  co8éca8ina;      d*où      coséca  =  -^ — 
la  projection  de  la  même  ligne  sur  AA'  donne 


cotg  a  =.  coséc  a  cos  a  ;    d*où    cotg  a  =  cos  a .  —. — 


223.  2®  Formules  de  Vaddxtion  des  arcs,  —  La  démonstration  de 
ces  formules  par  les  projections  a  déjà  été  signalée  comme  la  mé~ 
Ibode  la  plus  géDérale,  la  plus  simple  et  la  plus  conforme  à  l'esprit 
de  la  Trigonométrie.  Toutes  les  autres  formules  relatives  aux  fonc~ 
tiens  circulaires  sont  déduites  de  celles-ci. 

224.  3»  Formules  de  résolution  des  triangles.  —  En  appliquant  le 
théorème  fondamental  des  projections  au  triangle  rectangle,  on  a 

6  =  a  sin  B  =  a  cos  G 

e  =  a  cos  B  =  a  sin  G 

et,  en  divisant  membre  à  membre, 

^  =  lgB  =  colgG 

Ge  sont  les  deux  théorèmes  qui  suffisent  à  la  résolution  des  triangles 
rectangles. 

La  démonstration  des  deux  théorèmes  sur  les  triangles  quelconques 
repose  sur  les  formules  précédentes;  elle  est,  par  suite,  une  consé- 
quence de  la  théorie  des  projections. 

225.  4»  Formule  de  Moivre.  —  On  fait  que  dans  une  expression 
imaginaire  a  +  Pv'—T,  la  quantité  v'a*  -h  p»  s'appelle  le  modtde. 

Or  on  a  vu  {Appendice,  n°  ICI)  que  Ton  peut  toujours  poser 
a  =  pC03a      et      pspsina 

d*où  p  =  y/ a»  -f  ft«        cosa  =  —      et     6ina=^- 

de  sorte  que  l'imaginaire  prend  la  forme  trigonométrîque 

p  (cos  a  +  sin  a  y/  — 1  ) 

l'angle  a  est  appelé  Vargument  de  l'imaginaire. 

Alors  le  module  p  peut  être  considéré  comme  l'un  des  côtés  d'une 
ligne  brisée  plane«  et  l'argument  a  est  l'angle  de  direction  de  ce  côté. 
D'après  le  théorème  des  projections,  la  somme  de  plusieurs  exprès^ 
si<ms  imaginaires  a  pour  module  la  résultante  de  la  ligne  brisée, 
et  pour  argument  Vangle  de  direction  de  eelU  risuUanU, 
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Si  Ton  considère,  en  parliculier,  une  ligne  brisée  de  deux  côtés 

dont  les  modules  sont  cosb  et  sin  b,  et  les  arguments  a  el  ^  +  a, 

U  résultante  aura  Tunilé  pour  module  et  la  somme  a-\-b  pour  argu- 
ment. Donc  on  aura 

cos(a-f-6)  +  8in(a4-6)v/  — 1  = 

=co«6(co8a4-8inav'— 1  )  +  8in6|  cosf-î  +  aj  '\-&m(~-\-a\^—i  1 

=  cos  ^ (cosa  4-  sin  a/ — 1  )  +  sin  6  { — sio  a  +  cosay/  — 1  ) 
=  cos  6  (cos  a  +  sin  a  /— 1  )  +  sin  6  /  — 1  (  cos  a  +  sin  a\/— 1  ) 
=la»64-Bin6/— 1  Kcosa  +  siDav/  — 1  ) 
c'est  le  principe  de  la  formule  de  Moiyrb. 

On  en  déduit 

cos(a  +  6)  +  sîn(a  +  6)  V'— 1  = 
=  cos  a  cos  6  —  sin  a  sin  6  -i-  ( sin  a  cos  6  -f  sin  6  cos  a)  y/  —  i 
donc  cos  (a +  6)  =  cos  a  cos  6  — sin  a  sin  6 

sin  (a  +  ^)  =  sin  a  cos  6  +  sin  6  cos  a 

On  trouvera  plus  loin  diverses  applications  des  projections  dans 
rétude  des  propriétia  des  quadrilatères,  la  démonstration  des  théo- 
rèmes généraux  sur  les  polygones,  la  recherche  des  lieux  géomé- 
triques, etc. 

§  2.  —  Projections  flans  l'espace. 


226.  La  théorie  des  projections,  exposée  sur  les  figures  planes, 
s'étend  aux  figures  de  Tespace.  Aiosi  d'abord,  le  théorème  fonda- 
mental est  encore  vrai  lorsque  la  droite  et  Taxe  ne  sont  pas  dans  le 
même  plan. 

Soit,  en  effet,  la  droite  limitée  ÂB,  et  OX 
Taxe  de  projection  non  situé  dans  le  môme  plan. 
Menons  des  extrémités  A  et  B  deux  plans  P 
et  Q  perpendiculaires  à  OX  ;  ces  plans  coupent 
Taxe  respectivement  en  a  et  en  b,  et  ab  est  la 
projection  de  AB. 

Or,  si  du  point  A  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire A6'  sur  le  plan  Q,  celte  droite  sera  évi- 
demment égale  à  ab;  mais 

A6'=ABcosBA6' 


donc 


a6  =  ABcosBA6' 


227.  Le  corollaire  de  ce  théorème  est  également  vrai  dans  Tespaee 
comme  sur  un  plan,  et  s'applique  aussi  à  un  polygone, gauche. 
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En  effet,  eoit  le  contour  polygonal  plan  ou  gauche  ABCDE,  par- 
couru par  un  mobile  partant  du  point  A. 
Abaissons  du  point  de  départ  un  plan  P 
perpendiculaire  sur  Taxe  OX.  Lorsque  le 
mobile  se  trouvera  aux  divers  sommets  A , 
B,  C,  D,  E,  il  se  projettera  sur  Taxe  en 
a,  b,  c,  d,  e,  et  ses  dislances  au  plan  P 
seront  successivement:  0,  ab,  ac=a6+6c, 
ad  =  ab-\'bc-\'cd,  ae  =  a6  +  6c-j-cd — rfe. 
Celle  dernière  égalité  démontre  le  principe 
énoncé. 

Il  en  résulte  que,  si  le  polygone  est  fermé,  sa  projection  sur  un  axe 
quelconque  est  nulle.  En  appelant  a,  b,  c,  d,  e,.„  les  longueurs 
des  côlés  d'un  polygone  ABCDE...,  et  a,  ^,  y,  6,  e,...  les  aogles  que 
les  directions  de  ses  côtés  font  avec  Taxe,  on  a 

a  008  a  +  fr  cos  p  +  c  cos  Y  H-  <^  cos  ô  +  c  cos  e  +. . .  =  0 

Ce  principe  peut  servir  à  démontrer  un  grand  nombre  de  théorèmes 
remarquables,  parmi  lesquels  nous  citerons  les  suivants  : 

228.  Théorème  I.  —  La  8omme  des  projecliom  d*un  segment  recti" 
ligne  sur  une  droite  égale  la  somme  des  pro- 
jections sur  cette  droite  des  projections  de  ce 
segment  stir  trois  axes  rectangulaires. 

Je  dis  qu'on  obtient  le  même  résultat  en  pro- 
jetant sur  une  droite  quelconque  MN  la  droite 
OA  ou  ses  projections  OB,  OC,  OD  sur  les 
axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  Ot. 

Car  la  projection  du  contour  polygonal  OCEA 
sur  MN  égaie  la  projection  de  la  résultante 
OA;  or  le  contour  polygonal  est  formé  de  trois 
lignes  égales  aux  projections  de  OA  sur  les  axes  rectangulaires. 
Donc... 

229.  Théorème  11.  —  //»  somme  des  carrés  des  projections  d'une 
droite  sur  trois  axes  rectangulaires  quelconques  est  égale  au  carré 
de  cette  droite. 

Quels  que  soient  les  axes,  on  peut  les  transporter  parallèlement  à 
eux-mêmes  et  les  faire  passer  par  Tune  des  extrémités  de  la  droite. 
Mais  alors  les  projections  de  OA  sont  les  arêtes  d'un  parallélépipède 
rectangle  dont  OA  est  la  diagonale.  Donc 

C)X*=Ub«  +  uC*  +  ÎJD« 

230.  Corollaire.  —  La  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles 
qu'une  droite  fait  avec  trois  axes  rectangulaires  égale  l'unité. 

Si  Ton  pose  OA=d,  et  ses  projections  OB=a,  OC  «6,  OD«sc, 
on  a  d«=a«4-6«  +  c«  ,  , 
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Mais  81  Ton  désigne  par  a,  P,  r  ^^  angles  que  la  diagonale  forme 
respectivement  avec  les  axes  Ox,  Oy,  Oi,  on  a  aussi 
a*=dcosa,      6=dco8p,      c  =  dcosY 
ces  valears  substituées  dans  la  relation  précédente  donnent 

co3«a4-cos>p  +  cos*Y  =  l  C.Q.F.D, 

Si  les  trois  angles  a,  p,  y  étaient  égaux,  on  aurait 
3cos*a  =  l 

cos  a  =  -î^ 


d*où 


231.  Théorème  lu.  —  Lt  costfitAS  de  Vangle  de  deux  droites  égale 
la  gomme  des  produits  des  cosinus  des  angles  que  ces  droites  forment 
avec  trois  eûtes  rectangulaires. 

Quelles  que  soient  les  droites,  on  peut  leur 
mener  des  parallèles  OA  et  OA'  par  le  point  0; 
Tangle  V  de  ces  parallèles  est  celui  dont  on 
cherche  le  cosinus. 

Soient  a,  p,  y  et  a',  ^',  y'  les  angles  que  les 
droites  font  respectivement  avec  les  axes. 

Prenons  un  point  quelconque  M  sur  OA,  pro- 
Jefons-le  en  M'  sur  OA';  enûn  abaissons  PQ 
perpendiculaire  sur  Ox. 

En  prenant  DM  pour  rayon ,  on  a 

0(3  =  cos  a,     PQ  =  cosp     et     MP  =  cosy 
Or  la  projecUon  de  OM  sur  OM'  égale  celle  du  contour  OQPM, 
c'est-à-dire     cos  V= OQ  cos  a'  +  PQ  cos  fi'  -f-  MP  cos  / 
d'où  cos  V  =  cos  a  cos  a!  +  cos  p  cos  p'  -j-  cos  y  cos  y' 

B«fliarqae.  —  Si  V  =  0,  on  a    COS* a  +  cos* p  +  COS* y  =  1 
et  si  V  =  0,  on  a      cos  a  cos  a' -f  cos  p  cos  p'H- cos  y  cos  y' =0. 

232.  Théorème  i¥.  —  Le  carré  de  la  diagonale  d'un  parallélépipède 
quelconque  égale  la  somme  des  carrés  des  bois  aréles,  plus  deux 
fois  la  somme  des  trois  produits  obtenus  en  muUipli'int  deux  arêtes 
par  le  cosinus  de  leur  angle. 

Soit  le  parallélépipède  AD  dans  lequel  on  a 
OA  =  a,    0B  =  6,    OC  =  c,    OE  =  d 

Désignons,  comme  on  le  fait  en  Mécanique, 
par  la  notation  cos(a^6)  le  cosinus  de  Tangle 
que  font  les  droites  a  et  b,  etc. 

Si  Ton  projette  sur  OC  le  contour  polygonal 
CAPE,  on  aura 

d  =  acos(a,(i)  +  6cos(6,d)  H-ccos{c,d) 
ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  d, 


d>  =  adco3(a,  d)  +  6dcos  (6,  d)  +  cdcos  Ce,  d) 
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Or,  8i  Ton  projette  le  même  contour  et  sa  résultante  successivement 
sur  les  trois  arêtes,  il  viendra 

rfcos(a,d)  =  a-h6cos(o,6)  +  cco8(a,c) 
dcoB(&,  d)=aco8(a,6)  +  6-fcco8(6,  c) 
dcos  (c,d)=aco3(a,c)  +  6co8(6,c)H-c 
Ces  valeurs  substituées  dans  la  relation  (1)  donnent 

d«  =  a»  +  6«  +  c«  +  2a6  ces  (a,  6)  +  26c cos  (6,  c)  +  2accos  (a,  c) 

CoroU«ir«.  —  Dans  un  parallélépipède  rectangle,  les  trois  cos.  étant 
nuls,  on  a  d*  =  a«  -j-  6*  +  c* 


233.  Théorème  V.  —  La  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles 
que  fait  un  plan  avec  trois  plans  rectangulaires  égale  Vunité, 

Soit  le  plan  ABC.  Si  Ton  mène  du  point  0 
la  normale  OD,  on  voit  facilement  que  Pangle 
de  celte  droite  avec  Tun  des  axes  Os  égale 
l'angle  de  ABC  avec  le  plan  des  deux  autres  axes. 

Ainsi  DOC  =  OEC 

ou     (d,x)  =  a,    (d,v)  =  P,    (rf,2)  =  Y 
Mais    cos*(d,  x)  +  cos*  [d,  y)  -j-  cos*  {d,  »)  =  1  = 
=  cos*  a  +  cos*  p  +  cos*  Y 

On  peut  projeter  des  aires  planes  sur  un 
plan  quelconque,  Texpression  de  la  surface 
projetée  est  analogue  à  celle  de  la  projection  d'une  droite  sur  un  axe. 
Et  d'abord  : 


234.  Théorime  Tl.  —  L'aire  de  la  projection  d'un  triangle  sur  un 
plan  est  égale  à  la  surface  du  triangle  multipliée  par  le  cosinus  de 
l'angle  que  son  plan  forme  avec  le  plan  de  projection. 

En  efiTet,  supposons  en  premier  lieu  qu'un  triangle  ABC  a  l'un  de 
ses  côtés  AB  parallèle  au  plan  de  projeciion; 
on  peut  alors  supposer  que  le  plan  de  projection 
passe  par  AB.  Du  sommet  C  abaissons  sur  le 
plan  une  perpendiculaire  Ce,  et  de  son  pied 
une  perpendiculaire  cD  sur  AB;  si  Ton  joint 
CD,  celte  droite  sera  la  hauteur  du  triangle 
ABC ,  et  l'angle  CDc  =  a  sera  l'angle  des  deux 
plans. 

Or  cD==CDco8a 


donc 
c'est-à-dire 


ABxcD  _  ABXCD  ^^„ 

2 2 ^^^'^ 

•urf.  ABc = surf,  ABC  X  cos  a 
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Supposons  en  second  lieu  que  le  triangle  n'ait  aucun  côté  parallèle 
au  plan  de  projection  ;  on  peut  alors  supposer  ^ 

que  le  plan  passe  par  le  sommet  A  le  plus  bas.  A 

Prolongeons  CB  jusqu'à  sa  rencontre  en  1  avec  /l\ 

le  plan  de  projection.  Les  triangles  Aie  et  A16  /  j  \ 

sont  les  projections  des  triangles  AIG  et  AlB,  et  r  /\^Js,   \    1 

Ton  a ,  d'après  le  cas  précédent  kj^rr^rrZL  .  .j.  / 

Aie  =  AIG  X  ces  a  /  ^    X;'^     / 

et  A16  =  AIBXco3a  Z- ^ 1 

donc,  en  soustrayant,      A&e=:ABCxcosa 

Le  théorème,  étant  démontré  pour  un  triangle,  s'étend  à  un  polygone 
quelconque,  que  l'on  peut  toujours  décomposer  en  triangles;  il  s*ap~ 
plique  enfin  à  une  surface  plane  terminée  par  une  courbe  quelconque. 

Donc,  en  général  :  Vairt  de,  la  projection  d'une  surface  quelconque 
sur  un  plan  égale  celle  surface  multipliée  par  le  cosinus  de  Vangle 
que  son  plan  forme  avec  le  plan  de  projection, 

235.  Corollaire.  —  La  surface  d*une  ellipse  égale  le  produit  des 
demi- axes  multiplié  par  le  nombre  ir. 

En  effet,  lorsqu'on  projette  un  cercle  sur  un  plan,  la  surface  pro- 
jetée est  une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe  égale  le  rayon  a  du  cercle  ; 

or  le  cosinus  de  Tangle  des  deux  plans  étant  —,  on  a  i»our  la  sur- 
face de  l'ellipse  S  =  Tta*  x  —- = in6 

a 

236.  Théorème  Vil.  —  Tous  les  parallélogrammes  circonscrits  à 
une  même  ellipse  et  dont  les  côtés  sont  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués  ont  des  surfaces  équivalentes. 

En  effet,  ces  parallélogrammes  sont  les  projections,  sous  un  même 
angle,  des  carrés  circonscrits  à  un  cercle.  Ces  carrés  ayant  une  aire 
constante  et  égale  à  4a3,  celle  des  parallélogrammes  est 

4a*X-  =  4a6 
a 

Ce  résultat  démontre  l'un  des  deux  théorèmes  d'ApoLLOiiius*  sur 
l'ellipse:  i>  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  conjugués 
d'une  ellipse  est  constant  et  égal  au  rectangle  construit  sur  les  axes. 

237.  Théorème  Vlli.  —  La  somme  des  cai^és  des  projections  d'une 
aire  plane  sur  trois  plans  rectangidaires  est  égale  au  carré  de  celle 
aire. 

En  effet,  en  représentant  cette  surface  par  S,  et  en  désignant  par  a, 
3  et  Y  les  angles  de  son  plan  a^ec  les  plans  rectangulaires,  on  a 
S«co8«a  +  S«cos«^  4-  S*cos*y  =  Sï(co8«a  +  cos*^  -f  cos*y)  =  S* 

*  AFOiE.u>3au8,  né  k  Pergm  en  PamphUle,  Tirait  S47  ans  av.  J.-C.  Bon  célèbre 
Traité  dês  sections  coniques  ra  fait  somommer  le  géomitrs  parexeellenoe, 
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238.  Ck»rollalre.  —  Dam  un  Ulraèdre  ayant  un  trièdre  trirec- 
langU,  le  carré  de  Vaire  de  la  face  opposée  à  ce  trièdre  est  égal  à 
la  somme  des  carrés  des  aires  des  trois  autres  faces, 

(Voir  Exercices  de  Géom.,  n««  1877  et  1878.) 

Notîoai  fur  lei  veoteun  plans. 

239.  Histori<iae.  —  La  discussioD  des  racines  des  équations  du  W  et 
du  2«  degré  a  conduit  à  la  considération  d^ezpressions  algébriques 
que  Ton  ne  sut  pas  d*abord  représenter  géométriquement.  Les  une?, 
de  la  forme  x  =  —  a,  furent  appelées  primitivement  racines  fausses, 
puh  quantités  négatives;  les  autres,  de  la  forme  aï  =  o  +  6v^  —  1, 
sont  encore  aujourd'hui  connues  sous  le  nom  dHmaginaires, 

Cependant  on  ne  tarda  pas  à  s'apercevoir  que  l'emploi  de  ces  sym- 
boles constitue  un  moyen  puissant  de  généralisation  ;  non  seulement 
paicî  qu'il  permet  de  raisonner  d'une  manière  générale  en  se  débar- 
rassant de  certaines  distinctions  qui  rendent  les  énoncés  pénibles  et 
les  démonstrations  laborieuses,  mais  encore  et  surtout  parce  qu'il 
permet  de  réduire  à  une  formule  unique  les  diverses  formules  répon- 
dant aux  cas  différents  d'une  même  question. 

On  fut  conduit  à  étendre  d'abord  aux  quantités  négatives  les  règles 
du  calcul  déonontrécs  pour  les  quantités  arithmétiques,  puis  aux  ex- 
pressions imaginaires  les  règles  relatives  aux  quantités  réelles.  Cette 
marche  synthétique  ne  permet  d'utiliser  ces  quantités  qu'à  titre  de 
symboles  conventionnels. 

Aujourd'hui  les  quantités  imaginaires  ont  trouvé  leur  représenta- 
tion géométrique.  «  Cette  interprétation  guide  et  rassure  l'esprit  peu 
familier  avec  le  monde  de  l'abstraction,  qui  n'accepterait  pas  sans  dé- 
flance  l'usage  que  l'on  ferait  de  symboles  mystérieux  et  d'apparence 
contradictoire  pour  servir  de  lien  entre  des  notions  réelles  et  pal- 
pables. 0  (HOUEL.) 

Debcartes*  imagina  de  représenter  les  quantités  réelles  par  des 
longueurs  portées  sur  une  même  droite,  les  quantités  positives  dans 
un  sens  et  les  quantités  négatives  dans  le  sens  opposé. 

Après  lui,  Wallis**  proposa  de  représenter  les  quantités  imagi- 
naires par  des  segments  rectilignes  partant  d'une  origine,  mais  allant 
au  dehors  de  la  droite  sur  laquelle  on  aurait  compté  les  quantités 
réelles. 


*  DK8CABTE8,  né  Cil  Toonkiiie  en  1596,  mort  à  Stockholm  en  1660,  changea 
par  ses  déoouTortes  la  face  des  Ecienoes  mathématiques  auxquelles  son  gë«iie 
donna  nne  constitution  définitive.  Il  est  le  créateur  de  la  géométrie  ancUyUqrue, 

**  Wallis,  né  en  1616,  mort  en  1708,  fit  ses  études  k  Cambridge  et  embrasM 
ensuite  la  carrière  ecclésiastique.  II  fut  l'un  des  fondatonrs  de  la  Société  rojale 
de  Londres;  ses  ouvrages  ont  été  publiés  en  quatre  volâmes  in -4».  Par  son 
ArUhmitique  des  inJlnU,  il  a  fait  foire  des  progrès  considérables  à  la  géomé- 
trie. 
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Ces  procédés  consistent  essentieliemenl  à  regarder  les  facteurs  —  1 
et  ^  — 1  comme  des  symboles  de  direction  :  —  i  comme  un  signe  de 
changement  de  sens,  et  v'  — 1  comme  un  signe  de  perpendicularité. 

Le  principe  do  Descaries  sur  les  quantités  négatives  est  devenu  la 
base  de  la  géométrie  analytique,  et  depuis  les  travaux  d^ÀRCAND  *, 
de  Gauss  **,  de  Mourey  ***,  de  Cauchy,  de  Houel,  rinterprétalion 
géométrique  des  quantités  imaginaires  peut  être  considérée  comme 
définitivement  adoptée  dans  la  science. 

Dès  lors,  pour  généraliser  complètement  la  représentation  de  toutes 
les  quantités  algébriques,  on  a  consacré  une  locution  spéciale  et  un 
symbole  analytique  particulier  que  nous  allons  faire  connaître. 

240.  DéBnitioiis.  —  On  appelle  quantités  arithmétiques  ou  absolues 
celles  que  Ton  n^envisage  qu*au  point  de  vue  de  la  grandeur,  et  quan- 
tités aigébriques  ou  complexes  celles  que  Ton  considère  au  double 
point  de  vue  de  la  grandeur  et  de  la  direction.  Ces  dernières  se  re- 
présentent par  un  segment  rectiligne  dont  la  grandeur  et  la  direction 
caractérisent  la  grandeur  et  le  sens  du  déplacement  d^un  mobile  sur 
une  droite,  sur  un  plan  ou  dans  Tespace.  On  donne  au  segment  ainsi 
défini  le  nom  de  vecteur.  (Hamilton.) 

Le  calcul  des  quantités  complexes  n*est  autre  que  Talgèbre  des  faits 
géométriques.  Ces  faits  se  distinguent  en  trois  classes  qui  ont  cha- 
cune leur  algèbre  propre. 

Le  calcul  des  qtiantités  positives  et  négatives  correspond  aux  faits 
géométriques  considérés  sur  une  droite  ;  le  calcul  des  équipollences 
(vecteurs  plans j,  aux  faits  géométriques  considérés  sur  un  plan;  le 
calcul  des  quatertiions  (vecteurs  de  Tespace),  aux  faits  géométriques 
dans  Tespace. 

24f .  La  détermination  d'un  vecteur  plan  OÂ  comprend  un  module 
m  et  un  argument  a. 

Le  modiUe  est  le  nombre  qui  indique  la  Ion* 
gueur  du  déplacement.  Vargument  est  Tangle 
que  fait  la  direction  du  déplacement  avec  une 
direction  donnée  Ox. 

La  translation  figurée  par  OA  peut  être  repré- 
sentée par  le  symbole  analytique  m^. 

*  Absahd,  savant  géneTolfl,  inventa  en  1806  la  manière  de  représenter  les 
quantités  imaginaires,  mais  ne  réassit  pas  h  fixer  l'attention  sar  sa  découverte. 

**  Oaubb,  né  k  Bnmswick  en  1777,  mort  à  Gœttingue  en  18M,  montra  pour 
Tétade  des  mathématiques  ane  aptitude  aussi  précoce  que  celle  de  Pascal  ;  ft 
dix -sept  ans,  il  avait  déjà  poblié  nne  série  de  travaux  qui  l'avalent  placé  an 
premier  rang  parmi  les  savants.  On  lui  doit  le  problème  do  la  division  du  cercle 
en  dU-sept  parties  égales,  la  théorie  des  équatUms  Hnâmes,  etc. 

***  MouBXT  réinventa,  en  18S8,  les  découvertes  d'Argand  sans  avoir  la  con- 
nalsnnce  du  travail  de  son  devancier  ;  Qauss  et  Cauchy  s'en  firent  les  propaga- 
tetirs,  et  hi  théorie  des  imaginaireê  devint  le  point  de  départ  de  plusieurs  tra- 
vaux remarquables. 
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Toute  quantité  algébrique  peut  être  symbolisée  par  uo  reeteuri  et 
les  opérations  de  TAlgèbre  changées  en  opérations  surjes  vecteurs. 

Dans  le  symbole  m^  qui  détermine  complètement  un  vecteur,  rien 

n*indique  la  position  initiale  du  mobile ,  de  sorte  que  toutes  les  droites 
égales,  parallèles  et  de  même  sens  tracées  sur  un  plan  sont  des  vec- 
teurs égaux. 
Pour  que  deux  vecteurs  a^  et  ba  soient  égaux,  il  faut  que  Ton  ait 

séparément    a=&    et    a:=p:±:2/t7c.    Ces  deux  égalités  sont  impli- 
citement renfermées  dans  la  relation    a^  =  6a. 

Un  vecteur  ne  change  pas  lorsqu*on  augmente  ou  qu^on  diminue  son 
argument  dMn  nombre  entier  de  circonférences;  de  sorte  qu'on  peut 
se  borner  à  considérer  seulement  les  arguments  compris  entre  0"  et  2yc. 

Deux  vecteurs  sont  dits  opposés  quand  ils  ont  même  module  et  que 
leurs  arguments  diffèrent  de  7t,  ou  plus  généralement  de  {2k  +  i)iç, 
On  les  appelle  conjugués  lorsqu'ils  ont  même  module  et  que  leurs 
arguments  ont  pour  somme  2ic,  ou  plus  généralement  2kn. 

Les  vecteurs  qui  ont  pour  argument  O**  ou  kn  représentent  les 
quantités  réelles;  ils  sont  positifs  si  leur  argument  est  0  ou  2/cic; 
négatifs,  si  leur  argument  est  ic  ou    (2/c  + 1  )  te. 

Les  vecteurs  dont  Targument  est  autre  représentent  les  quantités 
improprement  appelées  imaginaires. 

242.  Additionner  les  vecteurs  qui  représentent  une  série  de  dépla- 
cements successifs  d'un  même  mobile,  c'est  chercher  le  vecteur  unique 
qui  transporterait  d'un  seul  coup  le  mobile  de  sa  position  initiale  à  sa 
position  finale.  On  conçoit  de  même  ce  qu'il  faut  entendre  par  sous- 
traire deux  vecteurs.  —  La  somme  algébrique  de  plusieurs  vecteurs 
est  donc  la  droite  qui  ferme  le  polygone  construit  sur  ce»  vecteur», 

243.  Multiplier  un  vecteur  OA  par  un  vecteur  OB ,  c'est  trouver  un 
troisième  vecteur  OC  qui  soit  à  l'égard  de  OA  (au  double  point  de 
vue  de  la  grandeur  et  de  la  direction]  ce  que  OB  est  à  l'égard  de 
l'unité  positive. 

Le  produit  OC  de  OA  par  OB  s'obtient  en 
construisant  sur  OA,  considéré  comme  l'homo- 
logue deOUsl^,  un  triangle  OAC  semblable 

au  triangle  OUB. 


Soit 


it  OA  =  a^,    0B  =  6û    et    OC  =  c 


on  a  ftft  •  »«  =  c^ 

P      a        Y 


Le  multiplicateur  ba  «  qui  transforme  a^  en  c  , 

joue  un  double  rôle  :  i»  par  son  module,  il 
multiplie  le  module  a  pour  lui  faire  prendre  la  valeur  c;  2<>  par  son 
argument,  il  augmente  l'argument  a  pour  le  rendre  égal  à  y, 
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Donc,  pour  muUipHer  deux  vecieur$,  an  font  le  produit  de  leurs 
modules  et  on  ajoute  leurs  arguments. 

Ainsi  «a-^p  =  (^''Ja  +  p 

Cette  règle  peut  être  éleDdue  de  proche  en  proche  à  un  nombre 
quelconque  de  facteurs. 

2U.  Diviser  ud  vecteur  a^  par  on  autre  bot  c'est  trouver  un  troi- 
sième vecteur  c    tel  que    c   .  6g  =  a^. 

D'après  la  déHnition  même,  on  conclut  que  pour  diviser  deux  vec- 
teurs  l'un  par  l'autre,  il  faut  diviser  leurs  modules  et  soustraire 
leurs  arguments. 

245.  £q  vertu  de  la  règle  delà  multiplication,  on  a 

(»a  )-  =  (»").« 
c*est-à-dire  que  pour  élever  un  vecteur  à  la  m**^  puissance,  on  élève 
son  module  à  la  m"*^  puissance,  et  on  multiplie  par  m  son  argu^ 
ment. 

De  même ,  }Ji^'')m%  =  ^a 

donc  V^  =  (/«)« 


c'est-â-dire  que  pour  extraire  la  racine  m**"»*  d'un  vecteur,  on  extrait 
la  racine  m**«»  de  son  module  et  on  divise  par  m  son  argument, 

246.  (Joe  quantité  géométrique  donnée  OB  peut  se  représenter  ana- 
lytiquement  de  différentes  manières  : 

1*  On  peut  écrire     ma. 

2»  On  a    fn„  =  a^  +  b^=a^-]-bx\„ 

et  0  ÎC  0    '  ÏC 


T 

et  81  l'on  écrit 

T 

on  aura 

m^  =  a  +  6  /  —  1 

(  Il  faut  supposer 

A  =  90o.; 


3»  On  a  a  =  m  cos  a    et    6  =  m  sin  a 

donc  m^  =  a  -f-  6  y^  — 1  =  m  (cos  a  +  sin  a  v^  — l) 
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247.  Applicationê  à  la  démonttraiion  de  qudque$  formule»  de  Tri- 
gonaméirie, 

i^Soit  «a-^p  =  («^)a+p 

Oo  peut  écrire 
a(cosa+8inav/^î).6(co8p+8mpv^IIÏ)=a6[co8(a+p)+siD(a+p)v^] 
développant  le  premier  membre, 
a6  [  (cos  a  C08  p  —  sin  a  sin  p  )  +  (sio  a  cos  p  -}-  «in  P  cos  a  )  v^^^  ]  = 
=  a6[oos(a  +  ?)  +  8in(a+P)/^^] 
donc  (n«  241)      8in(a  +  P)  =  8inaco8p  +  8inpco8a 
C08  (a  +  p)  =  cos  a  cos  p  —  sin  a  sin  p 

On  peut  écrire 
a(cosa  +  8inav'  — 1)        a  r       ,        «v  ,     .    ,        «,   / — n 

Or,  si  1  on  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  forme  le 
premier  membre  par    cos  p  +  sin  p  /  — 1 ,    cette  fraction  devient 

(  cos  g  cos  p  + sin  g  sin  p  )  +  (  sin  ojcos  p  —  sin  pcosa)  /  — 1 
cos*  p  -}-  sin*  p 
donc 

r-  [(cos  a  cos  p  +  sin  a  sin  P)  4-  (sin  a  cos  p  —  sin  p  cos  a)  /  — l]  = 

=  ~-[cos(a  — p)  +  sin(«  — p)/31] 

et  par  suite  (n»  241)  sinfa— p)  =  8inaco8p  — sinpeosa 
cos  (  a  —  p  )  =  cos  a  cos  p  +  sin  a  sin  p 

3*  Soit  encore      a^  +  bû-\-c   ==  (abc)^  +  p  i-  y 

Pour  calculer  le  sin  et  le  cos  de  a  +  p  +  Yi  il  suffit  de  remplacer 
chaque  vecteur  par  son  expression  trigonométrique  et  d'effectuer  les 
calculs  indiqués  dans  le  premier  membre. 

En  général,  ««  ' ''p  '  ^y  - 'x  =  f^^-')a  +  p+ y  +  ...  +  >,  ^^' 
mettra  d'obtenir  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  somme    (a-f  p  + y+-'+^)« 

On  pourrait,  à  Taide  de  cette  théorie,  démontrer  facilement  toutes 
les  formules  de  la  Trigonométrie. 
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Od  peut  écrire  (n*  246) 

[a(co8a  +  8ina/^]«  =  a«(co8  2a  +  sin2a/^:^) 
en  déyeloppaot  le  premier  membre, 

o*  [(coa*a— 8in*a)  +  (2wûaco8a)  •^^]  =  a«(cos2a  + sin2av/'^) 

donc  8in2aa28inaoosa 

C08  2a  =  008*  a  —  sin*  X 
De  même, 

ridentité    (*a)'~^îa    conduit  tnx  expreesions  de    sio  et  co83a. 
(  *a  )*  ™  ^\aL    *^"*^°*^  ^  celles  de    sin  et  cos  4a. 

En  général ,    /  a^  \"» = o*,^     peut  s'écrire 

[a  (cos  a  +  sin  a  /~l)]*=a*  (cos ma  +  sin  ma  y^  — 1) 
si  dans  celle  identité  on  suppose    a  =  l,    il  vient 

cos  ma  +  sin  ma  /— i=(coea  +  sin  a)« 
C'est  la  formule  de  Moitre  si  riche  en  applications. 
£n  développant  le  second  membre ,  on  obtiendrait 
sin  ma    et    cos  ma 

248.  Éqaations  binAoM*.  —  L*équation  (E*  =  Ây  dans  laquelle  m 
est  un  nombre  entier  et  A  une  quantité  quelconque,  réelle  ou  imagi- 
naire, n'est  autre  que  la  traduction  algébrique  du  problème  suivant  : 
Trouver  les  racines  m"^«  d'une  quanlUé  A. 

249.  Théorème  I.  —  Une  quanlUé  quelconque  a  m  racines  m**"*  et 
pas  davantage. 

En  effet,     K='^:::z:,={7i)j^  ^ 

m  "^    m 

et  81  Ton  fait  successivement 

fc=0,  1,  2,  ...,  (m  — 1) 

m 

on  trouvera,  pour  ^a   »  m  valeurs  didtiuctes.  D'ailleurs,  il  n*y  en  a 

pas  davantage;  car  pour  Ae  =  m  on  retrouve  la  même  valeur  que  pour 
JcsO;  pour  k  =  m-\-i  on  retrouve  la  même  valeur  que  pour  ^  =  1, 
etc. 

250.  Théorème  H.  —  Pour  obienir  toutes  les  racines  m'*»««  d'une 
giiantité  réelle  A,  if  suffit  de  mii{tiplier  Vune  d'elles  (par  exemple, 
sa  racine  arithmétique)  par  les  m  racines  m"*"»»  de  +i  ou  de  —i. 

En  effet,  si  A  est  réel,  Téquation  binôme    ac*i:A=0,    trans- 
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formée  par  la  formule    x^  =  y^,    devient    i/»"dhi=0.    Or  les  ra- 
cines de  celle-ci  sont  les  racines  m**"«*  de  +1  ou  de  —i ,  et  il  soflit 

m 

de  les  multiplier  par  y^X  pour  obtenir  les  m  racines  m**"^  de  A. 

251 .  Théorème  III.  —  La  recherche  des  racines  mî*"~  de  l'unilé  re- 
vient à  la  division  d*une  circonférence  en  m  parties  égales. 

En  effet,  lo  =  W 

m 

donc  réquation    x"»  — 1=0    devient    x  =  \/\^^ 

d'Où  ^  =  ^^^ 


Or,  si  l'on  donne  .à  /clés  valeurs  successives:  0,  1,  2,  ..«,  (wi— 1), 
on  obtiendra  pour  x  m  valeurs  différentes  ayant  toutes  pour  module 
Tunité,  et  pour  arguments  les  termes  de  la  progression  arithmétique 

0,     -i.2ic,      -^2ir,      -5-371,  ...,  -^"■-i27c 

Ainsi,  la  résolution  de  l'équation  o^  — 1=0  revient  à  inscrire 
dans  un  cercle  de  rayon  1  le  polygone  régulier  de  m  côtés. 

Propriétés  des  racines  de  l'équation    x*"  —  1  =s  0. 

252.  Théorème  I.  —  Les  racines  sont  conjuguées  deux  à  deux  et 
réciproques. 

Car  les  sommets  d'un  polygone  régulier  quelconque  sont  symé- 
triques par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ses  rayons. 

253.  Théorème  II.  —  Le  produit  et  le  quotient  de  deu^  racines  et 
toutes  les  puissances  de  Vune  d*elles  sont  aussi  racines. 

Cela  revient  à  dire  que  la  somme  et  la  différence  do  deux,  nombres 
entiers  ou  que  tous  les  multiples  d*un  nombre  entier  sont  eux-mêmes 
entiers;  car  toute  racine  est  une  quantité  de  la  forme    1.  .  *it ,    et 

réciproquement. 

254.  Théorème  ill.  —  Si  un  nombre  entier  p  est  premier  avec  m, 
les  puissances  de  la  racine    1  p   j£      reproduisent  toutes  les  autres 


Cela  revient  à  dire  que  si  Ton  joint  les  m  sommets  d^un  polygone 
régulier  de  p  en  p,  la  ligne  polygonale  passe  par  tous  les  sommets  et 
constitue  un  polygone  régulier  étoile  de  m  côtes.  Or  le  fait  est  évident. 

On  appelle  racines  primitives  d'une  équation  binôme  celles  dont  les 
puissances  successives  reproduisent  toutes  les  autres.  « 
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Une  équation  binôme  de  degré  m  a  autant  de  racines  primitives 
qu^ii  y  a  de  nombres  premiers  avec  m  inférieurs  km.  Si  m  est  un 
nombre  premier,  il  y  a  m^l  racines  primitives. 

255.  Théorème  IV.  —  Si  m  et  ïk  sont  premiers  entre  eitx,  les  ra- 
cines de  x"*n  — 1=0  s'obtiennent  en  multipliant  Us  racines  de 
x™  — 1=0    par  celles  de    x»  — 1=0. 

Gela  revient  à  dire  que  toute  somme     JL  _i_  _Ë.     peut  être  réduite 
^  m       n      '^ 

\ième* 

en 


\mnj 


256.  Équations  binAmefi  qaadratlquM  *.  —  L'illustrC  géomètre  GauSS 
est  le  premier  qui  ait  indiqué  la  condition  pour  que  Pcquation 
X" — 1  =  0  soit  quadratique,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  con- 
dition pour  que  Ton  puisse  inscrire  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas 
un  polygone  régulier  de  m  côtés. 

Il  a  démontré,  dans  ses  Disquisiliones  arithmeticse ,  qu'il  faut  et 
qu'il  sofnt  que  le  nombre  m  soit  de.  la  forme 

(2*+l)(2P+l){2T  +  l)...  (2^^-l)2« 
le8  binômes  étant  des  nombres  premiers  ou  égaux  à  Tunité. 

Or  les  plus  simples  parmi  les  nombres  premiers  de  la  forme 
voulue    (2P4-I)    sont    1,2,3,5,17,257,... 

Voici  donc  le  tableau  d^  tous  les  nombres  moindres  que  300  qui 
satisfont  à  la  condition  énoncée  : 


1.2" 

2 

4 

8 

16 

32 

C4 

128 

256 

3.2" 

3 

6 

12 

24 

48 

96 

192 

. . . 

5.2« 

5 

10 

20 

40 

80 

160 

3.5.2» 

15 

30 

60 

120 

240 

... 

17.2» 

17 

34 

68 

136 

272 

3.17.2» 

51 

102 

104 

... 

... 

5.17.2» 

85 

170 

... 

5.17.2» 

225 

. . . 

257.2» 

257 

^  On  nomme  qwjLdrattques  les  équatlotu  réduotibles  an  second  degré;  leur 
aoltitlon  graphique  peut  toujours  sTeflectuer  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas. 
(Voir  n*  «.) 
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CHAPITRE  IX 

DES   TABLES    TRIGONOMÉTRIQUES 

§  1.  —  De  la  construction  des  Tables. 


257.  Dans  le  chapitre  m  de  la  Trigonométrie,  il  a  été  donné  une 
méthode  élémentaire  pour  construire  une  table  trigonométrique.  On 
prend  pour  point  de  départ  Parc  de  10",  et  sa  longueur  est  substi- 
tuée à  celle  du  sinus  de  cet  arc  ;  on  démontre  qu'en  se  bornant  aux 
treize  premières  décimales  on  a  une  yaleur  représentant  exactement 
le  sinus  de  10".  De  même ,  une  valeur  plus  exacte  encore  du  cosinus 

eEt  donnée  par  la  formule  ^  --  -^  •  ^^  considérations,  qui  ne  peuvent 

trouver  place  ici,  établissent  d'une  manière  rigoureuse  qu*en  par- 
tant des  valeurs  de  sinlO*'  et  cosiO"  obtenues  à  une  unité  près  du 
treizième  ordre  décimal,  et  en  calculant  avec  dix-sept  décimales  les 
«inus  et  cosinus  des  arcs  suivants,  par  les  formules  de  Simpson,  on 
peut  cortainemenl  compter  sur  huit  décimales  exactes  jusqu^à  ren- 
tier achèvement  de  la  table  *. 

Mais  on  conçoit  que,  lorsqu'il  s'agit  d'exécuter  tant  de  calculs,  il 
est  indispensable  de  soumettre  les  résultats  obtenus  à  de  fréquentes 
vérifications.  C'est  pourquoi  il  convient  de  calculer  préalablement, 
comme  il  a  été  indiqué  au  chapitre  précédent,  les  sinus  et  cosinus 
d'un  certain  nombre  d'arcs  pour  servir  de  points  de  repère. 

Ce  procédé,  extrêmement  laborieux,  même  en  faisant  usage  des 
simplifications  apportées  aux  formules  de  Simpson,  est  cependant 


*  On  peut  Itre  oette  âémoD£tration  dans  le  Traité  de  Triçonométrie  de 
J.  Serret,  page  61. 

Joseph  Sbrrbt,  nô  en  1819,  mort  en  1885,  était  à  dix-neuf  ans  répétiteur  à 
r École  polytechnique;  il  succéda,  en  1856,  à  Leverrler  dans  la  chaire  d'astro* 
nomie;  en  1860,  il  fut  nommé  professeur  de  calcul  différentiel  et  intégral  et 
membre  de  l'Académie  des  seienoes.  Ou  lui  doit  nn  grsnd  nombre  de  traraux 
importants  d'analyse  mathématique. 
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celui  qu'ont  employé  les  savaots  à  qui  l'on  doit  la  première  con- 
stroclion  des  tables  des  sious  et  des  cosinus.  Mais  l'analyse  a  fait 
coDoailre  depuis  des  méthodes  beaucoup  plus  expéditives  et  plus 
sftres  pour  atteindre  ce  but.  Les  séries  trouvées  comme  conséquences 
de  la  formule  de  Moivre,  an  n»  105  de  TAppendice,  fournissent  le 
moyen  le  plus  simple  de  calculer  le  sinus  et  le  cosinus  d^un  arc 
donné.  Ces  séries  sont  tellement  convergentes,  qu*un  très  petit  nombre 
de  termes  sufQt  pour  obtenir  une  approximation  considérable.  Tou~ 
tefois  les  tables  ne  devant  renfermer  que  les  logarithmeâ  des  lignes 
trigonométriques ,  on  a  recours  à  d^autres  séries  qui  donnent  direc- 
tement, et  avec  une  égale  rapidité,  les  logarithmes,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  de  calculer  les  sinus  et  les  cosinus  eux-mêmes. 

Quand  les  tables  des  logarithmes  et  des  cosinus  sont  construites, 
celles  des  logarithmes  des  tangentes  et  des  cotangentes  s'en  dédui- 
sent par  les  relations 

sino^  cosa 

^         cosa'  «^         sina 

d*où  loglga=logsina — logcosa 

log  colg  a  =  log  cos  a  —  log  sin  a 

11  est  inutile  d'inscrire  dans  les  labiés  les  logarithmes  des  sécantes 
et  des  cosécantes,  puisqu'on  vertu  des  relations 

1  1 

séca  = ,       coséca  =  --^ 

•  cosa  sina 

on  a        log  séc  a  =  — logcosa,      log  coséc  a  =  —  log  sin  a 

258.  Pour  connaître  le  degré  d'approximation  des  valeurs  de  sinus  10  ' 
et  cosinus  10'^  on  s'est  appuyé  sur  ce  théorème  :  La  différence  entre 
un  arc  du  premier  quadrant  et  $on  sinus  est  moindre  que  le  quart 
du  cube  de  l'arc;  mais  l'approximation  obtenue  est  bien  plus  consi- 
dérable que  ce  théorème  ne  l'indique.  En  effet,  la  formule  (2)  du 
n«  105  de  l'Appendice  montre  que  celte  différence  est  moindre  que 

-^  du  cube  de  Varc.  De  même ,  la  formule  (  1  )  montre  que  la  diffé- 

«s  1 

rence  entre  le  cosinus  d'un  arc  a  eM  — ô-  ^^  moindre  que  -^  de 

la  qiÀcUrième  puissance  de  l'arc.  Ces  deux  principes  peuvent  être 
démontrés  directement  sans  recourir  à  la  formule  de  Moivre. 

259.  Théorème  i:  —  Uexcès  d*un  arc  du  premier  quadrant  sur  son 
sinus  est  moindre  que  le  sixième  du  cube  de  l'arc, 

£n  effet,  la  formule     sin  3a =3  sin  a  — A  sin' a 

p7ut  s'écrire  3  sin  a  ~  sin  3a =4  sin' a 
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Si  Ton  y  remplace  successivement  a  par  -^,  7^,  "p"»--  ^ir»  *1  ▼îent 
3sin^  —  sina  =  4sm'^ 
3  siD -^  —  sin  5^  =  4  sin» -|^ 


38in^-sin^=48in3^ 


En  ajoutant  ces  égalités  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  1,  3,  3*,...  3»-*,  on  obtient 

3«8in^-sina  =  4^8in»^-}-3sin3^  +  3*8in»i^-i-...+  3— «sin»^) 


sin  ^ 


a.-^^^^-sma  =  4(sin«|+38in«-^,H-3«8in»-^+...+  3» 
\^) 

Si  le  nombre  entier  n  augmente  indéfiniment,  Tare  -^  tend  vers 

zéro  et  le  rapport  du  sinus  à  Tare  tend  vers  l'unKé;  le  premier 
membre  de  Tégalité  précédente  a  donc  pour  limite  la  ditTérence 
a  — sina^  et  par  conséquent  le  deuxième  membre  tend  lui-même 
vers  celte  limite.  Mais,  comme  le  sinus  est  plus  petit  que  Tare,  la 
limite  du  second  membre  est  inférieure  à  celle  vers  laquelle  tend  la 
somme  des  termes  de  la  progression  géométrique  décroissante. 

^  1 35-  +  3»-  +  3^  +•••  -^n^  17 

1  3* 

Or  la  somme  entre  parenthèses  a  pour  limite .-=-^— -y 

1  — -35- 
{Alg.,  n*  C39);  en  la  multipliant  par  le  facteur  qui  précède  la  paren- 
thèse, on  a  pour  limite  du  second  membre  -^.  Donc  enfin 

^  aï 
a  —  sina<-g- 

260.  Théorème  n.  —  La  différence  entre  un  arc  h  et  \^^  eêi 
moindre  qœ  -^. 
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C^est  une  conséquence  du  théorème  précédent  ;  car  si  dans  Féga- 
Uté  cosa  =  l— 28in«-2- 

on  remplace  sin  -^  par  la  valeur  plus  petite  qui  vient  d'ëlre  indiquée, 

on  a  co3o<l  — 2^^ — ^j 

cosa<l-f  +  |i-2(^y 

et  à  plus  forte  raison      cos  a  <  1 ^  +  -^ 

Gomme  on  a  d'ailleurs  co8a>i  —  ~  (Trig.,  n»  55),  le  théorème 
est  démontré. 

§  2.  —  Des  erreurs  résultant  de  rinterpolation. 


261.  Crraan  nr  les  logarithmes.  —  Quand  on  cherche  le  logarithme 
d'une  ligne  trigonométrique d'un  arc  non  compris  dans  la  table,  Tin- 
terpoJâfion  se  fait  à  l'aide  d'une  proportion  qui  n'est  pas  rigoureu- 
sement exacte,  mais  qui  donne  cependant  une  approximation  suffi" 
9aiUe,  On  peut,  en  effet,  constater  à  la  simple  inspection  d'une  table 
que,  sauf  au  commencement,  les  différences  entre  les  logarithmes  des 
lignes  trigonométriques  sont  sensiblement  constantes;  il  en  résulte 
que,  pour  des  accroissements  égaux  donnés  aux  arcs,  les  logarithmes 
des  lignes  trigonométriques  prennent  des  accroissements  sensible- 
ment égaux. 

Si  Ton  veut  connaître  avec  précision  quelle  est  Tapproximation 
obtenue,  il  faut  distinguer  le  cas  où  l'on  fait  usage  des  petites  tables 
à  cinq  décimales  et  celui  où  Ton  emploie  les  grandes  tables. 

262.  !•  Areo  les  petites  tables.  —  Lorsqu'on  cherche  le  logarithme 
d'un  sinus,  on  démontre,  par  des  considérations  qui  ne  peuvent 
trouver  place  ici,  que  si  Tangle  est  supérieur  à  l«3(y  l'erreur  est 
moindre  qu'une  unité  du  cinquième  ordre  décimal;  par  conséquent 
la  proportion  peut  être  considérée  comme  exacte.  Mais,  si  l'angle 
considéré  est  plus  petit.  Terreur  provenant  de  la  proportion  peut 
altérer  la  cinquième  décimale  de  plusieurs  unités. 

De  même,  lorsqu'on  cherche  le  logarithme  d'un  cosinus,  on  peut 
considérer  la  proportion  comme  exacte  si  l'angle  est  inférieur  à  88» 30'; 
au  delà  la  dernière  décimale  du  logarithme  peut  être  aiïectée  d'une 
erreur  de  plusieurs  unités. 

Entre  les  mêmes  limites,  les  logarithmes  des  tangentes  et  des  co- 
tangentes  ne  sont  affectés  d'aucune  erreur  sensible. 
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Quand  on  vent  oblenir  une  approximation  rigonreuse,  il  est  donc 
nécessaire  de  recourir,  en  certains  cas,  à  des  procédés  particuliers 
qui  seront  indiqués  plus  loin. 

263.  2»  Atoo  1m  KTMidM  ubiM.  —  Quand  il  s'agit  d'un  sinus,  on 
démontre  que  l'erreur  eêt  moindre  qu'une  unité  du  septième  ordre 
décimal  pour  tous  les  angles  plus  grands  que  5%  et,  par  conséquent, 
quand  il  s'agit  d'un  cosinus,  pour  tous  les  angles  plus  petits  que  85*. 
De  même,  quand  il  s'agit  d'une  tangente  ou  d'une  cotangente,*ofi 
peut  regarder  la  proportion  comme  exacte  entre  ^  et  85». 

Mais,  si  Ton  cherchait  de  la  même  manière  les  logarithmes  des 
angles  en  dehors  des  limites  précédentes,  on  pourrait  commettre  une 
erreur  d'une  ou  de  plusieurs  unités  du  septième  ordre  décimal.  C'est 
pour  parer  à  cet  inconvénient  que  les  grandes  tables  renferment  les 
logarithmes  des  sinus  et  des  tangentes  de  seconde  en  seconde  pour 
les  cinq  premiers  degrés.  L'interpolation  par  parties  proportionnelles 
ne  portant  que  sur  les  fractions  de  seconde,  ne  cauura  pas  d'errettr 
sensible, 

264.  Erreurs  rar  1m  angles.  —  Celle  question  a  beaucoup  plus  d'ioh» 
portance  ;  il  est  essentiel  de  se  rendre  compte  du  degré  d'approxima- 
tion avec  lequel  on  obtient  un  angle,  quand  on  le  détermine  par  le 
logarithme  d'une  de  ses  lignes  trigonométriques. 

Supposons  que  l'on  opère  avec  les  petites  tables,  qui  donneiit  les 
logarithmes  des  lignes  trigonométriques  des  arcs  de  minute  en  mi- 
nute, et  soit  A  la  ditTérence  tabulaire.  Quand  le  logarithme  aug- 
mente ou  diminue  de  A,  l'arc  augmente  ou  diminue  de  60";  donc  si 
le  logarithme  varie  de  n  unités  du  cinquième  ordre  décimal,  l'arc 

varie  de  C* — ;  c'est  la  limite  de  l'erreur  que  l'on  pourra  com- 
mettre sur  l'arc.  Si  en  particulier  n=l ,  c'est-à-dire  si  le  logarithme 
est  connu  à  moins  d'une  unité  du  cinquième  ordre,  l'erreur  possible 

de  l'arc  correspondant  sera  -^— • 

Le  raisonnement  est  le  même  pour  les  grandes  tables  où  les  arcs 

se  succèdent  de  10  en  10  secondes.  Si  A  est  la  différence  tabulaire 

quand  le  logarithme  varie  de  A  unités  du  septième  ordre,  l'arc  varie 

de  10";  donc  à  une  variation  de  n  unités  du  septième  ordre  dans  le 

10"  X  n 
logarithme  correspond  pour  l'arc  une  variation  de  — ^ — .  Si  n=l, 

10" 
la  limite  de  l'erreur  est  — f— . 
A 

11  résulte  de  là  que  l'arc  sera  déterminé  avec  d'autant  plus  d'exac- 
titude que  la  différence  tabulaire  sera  plus  grande, 

265.  D'après  cela ,  l'inspection  seule  de  la  table  permet  de  tirer  les 
conclusions  suivantes  : 

i^  Un  angle  est  mieux  déterminé  par  sa  tangente  que  peur  son 
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iinus  ou  $on  cosinus,  La  différence  tabulaire  entre  les  logarithmea- 
tangentes  est,  en  effet,  plus  grande  que  la  différence  correspondante 
entre  les  logarithmes-sinus  ou  les  logarithmes-cosinus. 

2»  Un  angle  voisin  de9(y»  est  mal  déterminé  par  son  sintis,  et  un 
petit  angle  est  mal  déterminé  par  son  cosinus.  Cela  résulte  de  ce 
que  la  différence  tabulaire  des  logarithmes -sinus  diminue  lorsque 
Tangle  crott  de  0  à  90>,  et  que  le  contraire  a  lieu  pour  les  loga- 
rithmes-cosinus. 

3»  Un  angle  est  d'autant  mieux  déterminé  par  sa  tangente  qu'il  est 
plus  éloigné  de  45«,  car  la  différence  des  logarithmes- tangentes  va  en 
croissant  à  mesure  qu'un  arc  s'écarte  de  45*>  dans  les  deux  sens. 

266.  Il  est  aieé  de  se-  rendre  compte  de  la  raison  pour  laquelle  la 
différence  tabulaire  des  logarithmes -sinus  diminue  lorsque  Tangle 
croît.    . 

Soit  X  un  arc  voisin  de  90»,  h  un  accroissement  très  petit  donné  à 
cet  arc.  On  a 

sin  (a  +  /i  )  —  sin  a;  =  2  sia  -^  cos  (œ  +  y) 

(t) 

Le  rapport  du  sinus  de  Tare  très  petit  -5-  à  Tare  lui-môme  diffère 

très  peu  de  Tunité;  si  Tare  x  est  voisin  de  90o,  le  second  facteur 

cos(x-|--5-)  est  très  petit;  le  premier  membre  a  donc  une  valeur 

très  petite,  et  par  conséquent  la  différence  sin(a;  +  /i)  — eioa;  est 
très  petite  par  rapport  à  h.  Ainsi,  quand  Varc  est  voisin  de  90<>,  la 
varioUion  du  sinus  est  très  petite  par  rapport  à  celle  de  Varc, 

Voyons  maintenant  quel  est  le  degré  d'approximation  obtenu  sur 
les  angles  définis  par  les  logarithmes  de  leurs  lignes  trigoDomé- 
tiiqaes,  selon  que  Ton  se  sert  des  petites  ou  des  grandes  tables. 

267.  1^  Areo  !••  petites  tables.  —  Si  Tangle  est  déterminé  par  le  lo- 
garithme de  soniBinus,  comme  la  différence  tabulaire  va  sans  cesse 
en  diminuant  à  mesure  que  Tangle  croît,  il  en  résulte  que  Terreur 
absolue  commise  sur  Tanglo  va  toujours  en  augmentant.  Au-dessous 
de  12*  la  différence  tabulaire  est  plus  grande  que  60;  Terreur  com- 

60" 
mise  sur  Tangle  est  donc  moindre  que  -^^p  ou  1".  Mais  au  delà 

de  12^  on  D*a  plus  exactement  les  secondes.  La  table  fait  voir  que 
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vers  22»  la  dîifôrenoe  tabulaire  A  =  30;  par  coDséqaent  la  limite  de 

60" 
Terreur  est  -^p  ou  2".  De  même  on  peut  constater  que  vers 

55«  la  limite  de  Terreur  est     T 
60»  »  .8^ 

70»         »  •  ir 

80»  »  »  3(r 

Au  delà  Terreur  croît  encore  plus  rapidement  ;  elle  peut  s^élever  à 
une  minute  vers  85°,  et  vers  88»  le  même  logarithme  se  rapporte  à 
trois  angles  consécutifs;  par  suite,  on  peut  prendre  Tun  quelconque 
de  ces  trois  angles  et  commettre  une  erreur  de  3  minutes. 

L'inconvénient  est  bien  moindre  pour  les  tangentes.  On  voit  que 
leB  différences  entre  les  logaritho^es  diminuent  à  mesure  que  les  arcs 
augmentent  jusqu'à  4K»,  puis  qu^elles  croissent  avec  les  arcs  jusqu'à 
90^;  par  conséquent  Terreur  que  Ton  peut  commettre  va  d^abord  eo 
augmentant  et  diminue  ensuite.  En  répétant  le  calcul  précédent,  on 
trouve  que  Terreur  est  moindre  qu^une  seconde  jusqu'à  12«;  elle  reste 
inférieure  à  2''  jusqu'à  27o,  et  elle  atteint  2'',4  à  45°.  Au  delà  de  45» 
la  limite  de  Terreur  va  en  diminuant  et  repasse  par  les  mêmes  va- 
leurs. 

Ii    Ainsi  les  pelUes  tables  permettent  d'obtenir  les  angles  ave/i  une 
lapproximalion  qui  varie  de  0",2  à  3  minutes  quand  ils  sont  déter» 
Iminés  par  leur  sinus  ou  leur  cosinus,  et  de  \"  à  3"  quand  ils  sont 
déterminés  par  leur  tangente  ou  par  leur  cotangente. 

268.  a<>  Areo  les  grandes  ublas.  —  En  répétant  le  raisonnement  qui 
précède,  on  conclut  que  Terreur  commise  sur  les  angles  est  toujours 

10" 
moindre  que  —r—  t  puisque  les  valeurs  se  succèdent  de  10  en  iO  se- 
condes. Pour  les  sinus,  l'augmentation  progressive  de  Terreur  est 
indiquée  dans  le  tableau  suivant  : 


50  limite  de  Terreur  0",005 

iOo       »  p  0",01 

2O0        ir  .       »  0",02 

30»       »  »  0",03 

400       ■►  »  0",04 

45P       »  •  0",05 


50«       limite  de  Terreur       O^'.i 
84»          »  0  0",5 

87»  »  •>  1" 

88«  »  D  2^ 

89»  n  n  5" 

89O40'      »  »  10" 


Pour  les  tangentes,  on  peut  constater,  par  le  même  calcul  simple, 
que  Terreur  commise  reste  toujours  inférieure  à  0",03  ;  de  sorte  que 
le  chiffre  des  dixièmes  de  secondes  est  toujours  exact.  Lorsque  Tangle 
cherché  est  moindre  que  5%  en  faisant  usage  de  la  table  complémen- 
taire qui  procède  de  seconde  en  seconde,  Tapproximalion  est  encore 
plus  considérable  et  va  jusqu^aux  millièmes  de  secondes. 

Ainsi  les  grandes  tables  donnent  une  approximaliùn  qui  9ari€ 
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depuis  0",005  jusqu'à  10"  pour  Us  angles  déterminés  à  l'aide  du 
sinus  ou  du  cosinus,  mais  qui  est  toujours  moindre  que  (f^OOQ  pour 
tes  angles  déterminés  par  la  tangente  ou  la  cotangente.  On  peut 
atteindre  celte  dernière  approximation  pour  les  sinus  en  se  servant 
de  la  table  complémentaire  de  1»  à  5«. 


§  3.  —  Des  calculs  relatifs  aux  petits  angles. 


269.  Pour  compléler  les  indication?  données  dans  le  Cours  sur 
Vusage  des  tables,  il  convient  d'eiposer  brièvement  un  procédé  de 
calcul  dû  à  Delamdrb*  et  qui  est  exclusivement  applicable  aux  petits 
angles. 

Nous  avons  vu  que,  lorsqu^on  cherche  le  logarithme  d'une  ligne  tri- 
gonométrique  d*un  petit  angle,  la  méthode  ordinaire  d'interpolation 
par  parties  proportionnelles  expos 3  à  des  erreurs  qui  peuvent  devenir 
considérables.  Or  les  tables  offrent  le  moyen  d^atténuer  ces  erreurs,  à 
Faîde  des  logarithmes  marqués  S  et  T,  inscrits  au  bas  des  pages  de 
la  table  des  logarithmes  des  nombres,  selon  qu'il  s'agit  d'un  sinus  ou 
d^ne  tangente.  Ces  logarithmes  sont  ceux  du  rapport  du  sinus  ou  de 
la  tangente  â  l'arc  exprimé  en  secondes 

S  =  log-S!5i     et     T=logi^ 

Us  sont  calculés  pour  des  arcs  se  succédant  de  50"  en  ^Sff'  ou  de  10"' 
en  10";  pour  les  valeurs  intermédiaires,  les  logarithmes  de  ces  rap- 
ports s'obtiennent  par  la  méthode  ordinaire  d'interpolation  par  par- 
ties proportionnelles;  il  faut  observer  que  quand  l'arc  croit  les  valeurs 
de  S  décroissent,  les  différences  sont  donc  négatives;  celles  de  T 
croissent,  les  différences  sont  positives. 
L'emploi  de  ces  logarithmes  repose  sur  les  identités 

1        •           1          .1       sin  a 
log  sin  a  =  log  a  +  log 


log  tg  a  =  log  a  +  log -?^ 
de  sorte  que,  pour  trouver  à  l'aide  de  ces  nombres  le  logarithme  du 


*  Dblambre,  né  à  Amleos  en  1749,  mort  en  18SS,  fut  disciple  de  LaUnde, 
et  son  sacccflsear  dans  la  chaire  d'astronomie  an  Ck)llège  do  France.  En  1792, 
U  fat  chargé  avec  Héchaln  de  mesurer  le  méridien  de  Paris  depuis  Dunkerqne 
Jusqu'à  Barcelone.  Son  principal  ouvrage  est  ime  Histoire  de  VAitronomie  et  un 
Traité  eomplei  â^ Astronomie  théorique  et  pratique,  formant  8  vol.  In-4». 

MicHAiir,  astronome  associé  &  Delambre,  né  à  Laon  eu  1744,  mort  en  Ka- 
pagne  en  1804,  au  milieu  de  ses  travaux  pour  la  détermination  du  mérldleo. 
HaUte  calculateur  et  observateur  InfaUgable,  11  découvrit  11  comètca  dont  H 
ealcaUt  les  orbites. 
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sinus  ou  de  la  tangente  d'un  petit  arc,  il  faut  préalablement  le  réduire 
en  secondes  (cette  réduction  est  eflectuée  dans  les  tables),  puis  ajouter 

au  logarithme  du  nombre  a  de  secondes  le  logarithme  de  -ÎÎÎLL  ou 

a 
Ce  mode  d'opération  doit  être  employé,  avec  les  petites  tables,  pour 
les  angles  inférieurs  à  3»  environ.  On  pourrait  également  remployer 
avec  les  grandes  tables  pour  obtenir  une  approximation  très  grande; 
mais  la  table  supplémentaire  de  0^  à  5o  dispense  ordinairement  de 
recourir  à  ce  procédé  de  calcul. 

270.  Réciproquement,  si  Ton  donne  le  logarithme -sinus  ou  le  lo- 
garithme-tangente d'un  très  petit  arc,  après  avoir  reconnu  à  l'aide 
de  la  table  les  deux  nombres  consécutifs  entre  lesquels  cet  arc  est 
compris,  on  retranche  du  logarithme  donné  le  logarithme  S  ou  T 
correspondant  au  plits  petit  de  ces  deux  nombres;  le  reste  est  le  lo~ 
garithme  de  Varc  exprimé  en  secondes. 

On  trouve  également,  par  ce  procédé  de  calcul,  les  logarithmes  des 
cosintis  et  des  cotangenles  de  S?»  à  QO^,  et  réciproquement. 

Enfm ,  on  peut  encore  obtenir  les  logarithmes  des  cotangentes  des 
angles  de  0>  à  3o,  et  ceux  des  tangentes  de  S?»  à  90*,  en  cherchant 
par  la  même  méthode  les  logarithmes  des  inverses  de  ces  fonctions, 
puis  prenant  les  compléments  de  ces  logarithmes. 

Pour  fixer  complètement  les  idées  sur  ce  sujet,  donnons  deux 
exemples  avec  leur  réciproque;  le  premier,  en  faisant  usage  des  pe- 
tites tables,  et  le  second  en  employant  les  grandes  tables  de  Dupuib. 

271.  1"  Exemple.  —  Soit  à  trouver  le  logarithme  de  ftnl«3'18". 
On  trouve  d'abord  dans  la  Uble    l» 3' 18"=  3798"; 

puis  6=6,68555 

il  suffît  d'ajouter  à  ce  dernier  nombre  log  3 798  =  3,579 56 

et  Ton  a  logsin  1<»3'18"=2,'>6511 

Inversement.  Soit  à  trouver  Varc  dont  le  logarithme-sinus  est  2,265 1 1 . 

On  voit  dans  la  table  que  ce  logarithme- sinus  est  celui  d'un  arc 
compris  entre  1«3'  et  loV,  et  que,  dans  cette  limite,  Sc=:Ç,68555. 
Du  logarithme  donné  log  sin  x  =  2,265 1 1 

on  retranche  S  =  5,685  55 

ce  qui  donne  log  x  =  3,579  56 

d'où  a?  =  3798"=lo3'18" 

S'il  s'agissait  d'une  tangente,  on  ferait  le  même  calcul  en  em- 
ployant le  logarithme  T  au  lieu  de  S. 
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2^.  t*  BacMspU.  —  Suit  à  trouver  U  logarithme  de  êin  8",57. 
II  n*y  a  pas  lieu  de  faire  la  conTersion  en  secondes.  Pour  tons  les 
arcs  de  0"  à  W,  la  table  donne  3=^,6855749 

et  l'on  a  log8",57= 0,932  9808 

En  ajoutant  y  il  fient  log8in8",57  =  5,618  5557 

Inversement.  Soit  à  trouver  Varc  dont  le  logar.'Sinue  est  2,2366034. 

On  réconnaît,  au  moyen  de  la  table  des  sinus,  que  Tare  est  compris 
entre  59'ir'  et  59*18^.  Or,  pour  59'ir,    3=5,6855533. 
Ou  logarithme  donné  log  si  no; =2,236  6934 

on  retranche  3=6^,6855533 

il  recto  log  05= 3,551 140i 

d'où  X = 3  557",46  =  59'  ir'.46 

Du  oholz  des  Tables  de  logaritluBet, 


273.  Le  rapprochement  qui  a  étë  fait  plus  haut,  entre  le  degré 
d'approximation  que  Ton  obtient  en  se  servant  des  petites  tables  ou 
des  grandes  tables,  montre  quelle  est,  au  point  de  vue  de  Texacti- 
tude,  l'incontestable  supériorité  de  ces  dernières.  11  faut  cependant 
reconnaître  que  dans  l'Arpentage,  la  Mécanique  appliquée,  les  arts 
usuels,  les  grandeurs  n'étant  jamais  mesurées  avec  plus  de  3  ou  4 
chiffres  exacts,  et  les  angles  avec  une  approximation  de  plus  d'une 
demi -minute,  les  petites  tables  à  5  décimales  sont  tout  à  fait  suffi- 
santes. Elles  peuvent  même  être  employées  pour  certains  calculs  astro- 
nomiques qui  demandent  une  précision  plus  rigoureuse  ;  l'astronome 
Lalandb*  déclare,  dans  la  préface  de  ses  Tables,  qu'elles  lui  ont 
suffi  pour  calculer  un  grand  nombre  d'écIipses. 

En  se  basant  sur  ces  faits,  des  hommes  d'une  grande  autorité  ont 
exprimé  le  regret  que,  par  suite  des  données  des  problèmes  d'examen, 
les  candidats  fussent  contraints  de  se  servir  de  grandes  tables  au  lieu 
de  petites.  «  Pourquoi,  lisait-on  naguère  dans  le  Journal  des  Mathir 
fnaiique$  élémentaires  et  spéciales  (tome  I,  page  68),  pourquoi  im- 
poser des  calculs  où  les  longueurs  sont  exprimées  avec  7  chiffres  et 
les  angles  avec  des  fractions  de  seconde,  aux  aspirants  aux  ministères 
de  la  Guerre,  de  la  Marine,  des  Finances;  aux  candidats  aux  écoles 


*  Laxjlxdb,  né  à  Boorg  en  17IS,  mort  à  Paris  en  1807,  fut  élu  membre  de 
FAcadéffiie  dei  cdenoet  à  vingt  et  nn  mna,  et  acquit  par  aes  travaux  astrono- 
miques une  réputation  universelle.  Son  principal  titre  de  gloire  cet  ion  Traité 
^Astronomie,  publié  en  1764. 
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Polylechniqtre,  Centrale,  Saint-Cyr,  Navale,  Forestière,  et  même  aux 
candidats  au  baccalauréat  es  sciences?  Les  ingénieurs  ou  les  officiers 
formés  dans  les  écoles  du  gouvernement  n'auront  jamais  à  faire  que 
des  calculs  exigeant  une  très  faible  approximation;  pourquoi  leur 
demander  tant  de  précision?  Les  données  des  problèmes  qu^on  leur 
impose  ne  risquent -elles  pas  de  leur  fausser  Te&prit?  »  Déjà  long- 
temps auparavant,  en  1852,  rilluslre  Lbverrier*  avait  élevé  la  même 
réclamation ,  et  il  avait  obtenu  que  les  candidats  fussent  autorisés  à 
se  servir  de  petites  tables  dans  les  examens;  mais  cette  concession 
passa  d*abord  inaperçue,  et  bientôt  après  elle  fut  retirée. 

Il  y  a  certainement  du  vrai  dans  ces  observations;  il  est  nécessaire 
que  les  élèves  sachent  à  quoi  s*en  tenir  sur  Texactitude  des  données 
des  problèmes.  «  Dans  la  mesure  des  longueurs,  continue  le  journal 
déjà  cité,  les  plus  habiles  praticiens  atteignent  difficilement  5  cbilllree 
exacts.  L*angle  d^une  seconde  étant  celui  sous  lequel  on  verrait  un 
mètre  à  la  distance  de  200  kilomètres,  échappe  évidemment  à  toute 
observation  directe.  » 

Sans  vouloir  combattre  ce  que  ces  assertions  ont  d'absolu,  il  n'est 
cependant  pas  inutile  de  faire  remarquer  que,  !<>  avec  d'excellents 
instruments  et  de  minutieuses  précautions,  on  est  parvenu  à  mesurer 
les  différentes  parties  de  la  base  de  la  triangulation  pour  la  déter- 
mination du  méridien  terrestre,  avec  une  approximation  poussée  jus- 
qu'aux millionièmes  de  mètre,  et  par  conséquent  obtenue  avec  7 
chiffres  exacts!  et,  en  multipliant  les  répélUions,  les  angles  ont  été 
également  obtenus  à  û",l  près;  2»  les  méthodes  d'amplification  em- 
ployées en  Physique  pour  déterminer  les  coefficients  de  dilatation, 
donnent  des  résultats  d'une  précision  plus  rigoureuse  encore;  3»  dans 
les  calculs  de  finance,  les  données  peuvent  avoir  un  nombre  presque 
iUimité  de  chiffres  exacts;  aussi  est -on  unanime  à  reconnaître  Tin- 
suffisance  des  tables  de  logarithmes  à  5  décimales  pour  les  calculs 
d'intérêts  composés,  et  la  plupart  des  ouvrages  sont  obligés  de  donner, 
dans  une  petite  table  complémentaire,  les  logarithmes  des  différentes 
valeurs  de  (1+r)  avec  un  nombre  double  de  décimales.  Ces  cas 
exceptionnels  pourraient  bien,  à  défaut  d^autres  raisons,  offrir  un 
argument  en  faveur  des  exigences  des  examens. 

Quoi  qu'il  en  soit,  si  l'on  peut  avec  quelque  fondement  critiquer 
les  données  des  problèmes  imposés  aux  candidats,  il  ne  s'en  suit  nul- 
lement qu'on  en  puisse  prendre  occasion  d'attaquer  les  grandes  tables, 
eu  les  représentant,  avec  le  même  journal,  comme.»  une  énorme  ma- 
chine, embarrassante,  lourde  à  porter,  longue  à  feuilleter  »  I  11  serait 
aussi  injuste  d'adresser  le  même  reproche  à  ces  admirables  inventions 
avec  lesquelles  l'industrie  moderne  accomplit  des  prodiges...  Une 


*  LETBRRiKH.n*  en  1811,  mort  en  1877,  directenr  de  PObservatoIro  de  Pari», 
n  ^est  acquis  une  grande  célébrité  par  ses  calcalB  astronomiques,  qni  rame- 
nèrent à  annoncer  l'existence  de  la  planète  Neptune,  déconverte  pen  après  an 
point  précis  qnMl  avait  indiqué. 
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table  de  logarithmes  n^est  pas  un  diclionDaire  de  poche.  Les  re- 
cherches dans  une  grande  table  ne  demandent  la  connaissance  d*aucun 
procédé  spécial  dont  on  soit  affranchi  aveo  une  petite  table,  et  les 
lectures  se  font  dans  les  deux  avec  une  égale  rapidité.  Avec  une 
grande  table,  une  simple  lecture  suffit  dans  presque  tous  les  cas, 
tandis  qu*une  petite  table  demande  un  travail  d*interpolaUon.  Les  lo- 
garithmes qu*il  faut  interpoler  dans  une  grande  table  s^obtienrienl 
plus  vite  que  dans  les  petites,  grâce  aux  tableaux  des  parties  pro- 
portionnelles qu^on  y  trouve  et  qui  font  défaut  dans  presque  toutes 
les  petites  tables.  Cette  double  condition  de  rapidité  et  d'exactitude 
rend  les  grandes  tables  bien  plus  avantageuses  que  les  petites. 

En  résumé,  les  petites  tables  sont  un  instrument  qui  suffit,  à  la 
vérité,  pour  les  usages  ordinaires,  mais  avec  lequel  on  ne  peut  traiter 
convenablement  la  plupart  des  questions  d*examen;  tandis  que  les 
grandes  tables  sont  un  instrument  perfectionné  qui  permet  d'opérer 
avec  plus  de  rapidité  et  de  précision.  Ce  sont  donc  les  grandes  tables 
que  les  candidats  devraient  préférer,  quand  même  les  exigences  de 
la  préparation  aux  examens  ne  les  mettraient  pas  dans  la  nécessité 
absolue  d'y  avoir  recours. 

TotUea  ces  ttbservaUonê  êorU  préêenUes  exùhnivement  en  vue  de$ 
candidats  aux  examens.  Quant  aux  autres  élèves,  dès  qu^ils  suivent 
des  cours  d'Algèbre  et  de  Trigonométrie,  ils  doivent  tous  avoir  une 
petite  table.  C'est  pour  leur  faciliter  celte  acquisition  et  assurer  Tuni- 
iormilé  que  Ton  vient  d*ajouler  à  la  collection  de  nos  ouvrages  de 
mathématiques  élémentaires  des  tables  donnant,  avec  5  décimales, 
les  logarithmes  des  nombres  de  1  à  10000,  ceux  des  fonctions  cir- 
culaires de  minute  en  minute,  avec  les  valeurs  naturelles  de  ces  fonc- 
tions pour  servir  dans  les  cas  où  il  ne  serait  pas  nécessaire  d'employer 
les  logarithmes.  Ces  tables  contiennent  en  outre  divers  renseigne- 
ments utiles  pour  la  simplification  des  calculs;  on  peut  dire  que, 
parmi  les  petites  tables  publiées  jusqu'à  ce  jour,  nulle  ne  réunit  un 
plus  grand  nombre  d'avantages. 
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DEUXIEME  PARTIE 

tf  PLIGATIONS  GËOHSTRIQUES  DES  FONCTIONS  CIRCULAIBES 


CHAPITRE  I 


DES  TRIANGLES 


§  1.  —  Diverses  méthodes  pour  obtenir  les 
formules  de  résolution  des  triangles. 


274.  Les  formules  qui  donnent  les  tangentes  des  demi -angles  en 
fonction  des  côtés  se  déduisent  généralement  de  celles  qui  donnent 
les  sinus  et  les  cosinus  des  demi -angles;  mais  on  peut  les  obtenir 
directement. 

En  effet,  dans  la  formule  (Applications  du  chap.  II,  9«) 

sinB-fsinC  — sinA      ,«  i  d  »«  ^  r 
sinB  +  sinC  +  sinA  =  ^« Y ^  *^  2  ^ 

Si  Ton  remplace  sinA,  sinB  et  sinC  par  les  côtés  a,  b,  c  qui  leur 
sont  proportionnels*,  le  1*' membre  devient    P^^  ^    et  Ton  obtient 


p-a=plg-^Blg-|c 


1  1 

De  môme,  p^b—pig-^Aig^C 


et 


■^Aigji 


»  On  sait  qu'en  yerta  du  principe  de  l'homogénéité,  lorsqu'une  équation  est 
homogène  par  rapport  à  des  quantités  iab,^, x y^..),  elle  ne  cesse  par  d'aycir 
lien  quand  on  remplace  tontes  ces  quantités  par  d'antres  qui  leur  sont  propor- 
tiMincUcs. 


Digitized  by  LjOOglC 


DBS  TRIANGLES  Igi 

Eq  divisant  le  produit  de  deux  de  ces  relations  par  la  troisième 
on  obtient  les  formules  cherchées  * 

2  V        Pip-c) 

273.  On  pourrait  déduire  de  ces  dernières  les  formules  de  sin  ^  A 
et  cos-n-A. 
En  effet,  dans  la  formule 


«11-2  A  =  ■ 


si  Ton  remplace  Ig-n-  A  par  sa  valeur,  on  obtient 

sinlA-l/ ^P-rzP)ÂEjr<^) . 

mais  le  dénominateur  de  la  quantité  sous  le  radical  peut  s'écrire 

p>  —  pa  +  p«  —  p6  —  pc  +  6c 
ou  2p«  — p(a  +  &  +  c)  +  6c    ou    bc 

donc  sia|A  =  y'Î£E^IËE£r 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  la  formule  de  cos-|- A,  etc. 

276.  On  peut  trouver  des  formules  qui  donnent  sin  A ,  sin  B  et 
(in  C  en  fonction  des  côtés. 
En  effet,  on  a  [no  19) 

2lg|A 


sin  A  =  - 


i  +  lg^-g-A 
en  remplaçant  Ig^  A  par  sa  valeur,  il  vient 


sinA  =  M£r:^)(^-içL 

bc 
•plp^a) 

ou  "nA=-^v^p(p-a)(p-6)(p-cj' 

On  obtiendrait  de  même  sin  B  et  sin  C.  n         \ 
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277.  Ces  formules  pourraient  encore  se  déduire  :  1"*  de  Texpression 
de  la  surface  du  triangle  en  fonction  de  deux  côtés  et  de  Pangle 

compris,  car  la  formule    S  =  -r-  6c  sin  A    donne 

OG  O 

8inA  =  -^=-ç^V^p(p-a)(p-6)(p-c) 

1  1 

2o  Des  formules  de  sin  4-  A  et  ces  -g  A  en  fonction  des  côtés,  car 

1  1 

la  formule    ein  A  =  2  sia  -^  A  cos  tt  A    devient 


.iaA  =  2yteIgE£L^H^r£L=^v'p(p-a)(p-6)(p-c)- 

278.  Inversement,  ces  formules  peuvent  donner  la  surface  du  triangle 
en  fonction  des  côtés,  car,  la  surface  étant  exprimée  par  la  formule 

S = 4  6c  sin  A ,    il  sufût  de  remplacer  sin  A  par  la  valeur  précédente, 


et  Ton  obtient        S  =  ^p{p -'a)\p~^b)(p^c) 

279.  La  relation  des  sinus  peut  se  déduire  aussi  très  simplement 
des  formules  qui  donnent  la  surface  d'un  triangle. 

1  i  1 

En  effet       S  =  -^6c6inA>B-4  ac8inB  =  -n-a6sinC 

donnent  6  ein  A  =  a  sin  B 

c8inA=asiiiG 

,,  .  ah  c 

^^^  •sÛTX^'iîi^^lmir 

280.  Enfin  on  peut  encore  obtenir  les  valeurs  de  sin  A ,  sin  B ,  sin  C , 
en  partan t  de  la  rela lion    sin*  A = 1  —  cos'  A 

En  y  remplaçant  cos*  A  par  sa  valeur  tirée  du  théorème  de  Car.n'ot 
sur  les  triangles  quelconques  {Trig.,  n*  70.) 

•  «A       4       (6«4-c«  — a«)«        2a*6«4-2a«c«-f  26«c«-a*  — 6*  — c* 
sin»  A  -  1 ^^-^ ^^,-s 

a  ou  sm  A  = '~0h4i 

En  chassant  le  dénominateur,  on  a 

26c  sin  A    ou    4S  =  /  2â«6«^  2â*c«"+T6«c«  —  â*^^6*  — c* 


d'où  S  =  i  •  2a«6«+2a^c«  +  26«c«  —  a*  — 7><  —  c* 
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La  quanlitë  placée  sous  la  radioal  peut  s^ëorire 

(a-f  6  +  c)(6  +  c-a)(a  +  c— 6)(a  +  6  — c) 
ou  16;?(p— a)(p  — 6)(p  — c) 

donc  S  sss  /p(p— a)(p  — 6)(p  — c) 

281.  R«Bim|ae.  —  D*aprës  la  première  expression  de  la  surface 
d*un  triangle ,  on  peut  conclure  que  le  triangle  qui  serait  formé  avec 
les  médianes  m,  m',  m"  aurait  pour  surface  (n*  280) 

S  =  ^  •  2m«m'i  4-  2m«m''«  +  2m  «m"« — m*  ^m'*^m''* 


=  ^y/^(2aî6«  +  2a«c2  +  26»c«— a*-64-c4) 
=  ^V'2ô*6«  +  2àV-f26«c«-a*-6*^^:^  =|-S 

Ainsi,  le  triangle  ayant  pour  côtés  les  médianes  d'un  triangle 
donné  a  une  surface  égale  aux  r  de  celle  de  ce  triangle. 
« 
282.  TrftnsfénBMtion  dM  forauilM  du  théorème  d«  Caraot  *.  —    Les 

deux  relations  i  ~  ces  a  =  2  sin*  ^ 

1 +  co8a=2cos*^ 

permettent  de  transformer  d*une  manière  remarquable  les  formules 
données  par  le  deuxième  théorème  sur  les  triangles  quelconques 

(7V^.,  ■•70.)  a«a=e^4-€*— 26ocorA 

69  =  aS  +  O-*2afiCO0rB 
c«  =  a«  +  6«— 2a6cosC 
On  peut  les  écrire 

a«=(6  — c)«  +  46csin«^A  =  (6  +  c)«— 46cco8«^A 
6«=(a  — c)*  +  4a<î8in«^B=(a  +  c)«  — 4accos«^  B 
c«=(a-6)«  +  4a6sin«ic={a  +  6)«— 4a6ooB«^C 


*  Cabxot,  né  k  Holay  (  C6te-d'0r)  en  17S8,  mort  exilé  à  Magdebonrg  en  18SI, 
a  foné  un  rCle  poUUqoe  Important  à  la  fin  dn  siècle  dernier;  te»  travaux  ma- 
tbématlqaee  Ini  ont  aesigné  ane  place  honorable  dans  Tbietolre  dee  Miences.  8a 
théorie  des  tianavenales  est  deTeoue  le  point  de  départ  d'une  nouTelle  ère  dans 
réiude  de  la  géométrie;  mais  son  pins  bcan  Utre  à  la  gloire  solentiAqne  est 
tani  contredit  sa  OéomitrU  de  poêiMcm, 
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283.  Benuirqao  générale  gar  Im  formalM  des  triangles.  —  Les  for- 
mules relatifes  aux  éléments  semblables 
des  triangles  peuvent  se  déduire  les  unee 
des  autres  par  un  simple  changement  des 
lettres,  appelé  en  Algèbre  permutation 
tournante.  Pour  opérer  cette  substitution 
avec  exactitude,  il  suffit  de  supposer  les 
éléments  de  même  nature  disposés  régu- 
lièrement sur  une  ou  plusieurs  circonfé- 
rences. Si  la  flgure  tourne  d*un  tiers  de 
circonférence  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche,  A  prend  la  place  de  B,  B  celle 

de  C,  et  C  celle  de  A;  de  même,  a  remplace  6^  b  remplace  c  et  c 
remplace  a,  et  ainsi  des  autres.  On  évite  de  la  sorte  de  réitérer  des 
calculs  identiques  ou,  si  on  le  fait,  on  a  des  moyens  de  vériQcation. 

DES   RELATIONS 

entre  les  divers  éléments  angulaires  et  linéaires  d*iin  triangle. 

La  Trigonométrie  permet  d'établir  un  1res  grand  nombre  de  rela- 
tions entre  les  éléments  et  les  lignes  principales  que  Ton  peut  consi- 
dérer dans  un  triangle,  telles  que  les  rayons  des  cercles  circonscrit, 
inscrit  et  ex-inscrils,  les  hauteurs,  les  bissectrices,  les  médianes,  et 
les  segments  déterminés  sur  ces  lignes  par  les  divers  points  de  con- 
cours auxquels  elles  peuvent  donner  lieu. 

Nous  allons  étudier  les  plus  remarquables. 

§  2.  —  Relations  données  par  les  rayons  des  cercles 
inscrit,  circonscrit  et  ex-inscrits. 

284.  Soit  un  triangle  ABC.  Les  côtés  sont  désignés  par  a,  b,  c; 
nous  appellerons  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  et  r  celui  du  cercle 
inecrit,  r'  le  rayon  du  cercle  ex-inscrit  compris  dans  Tangle  A, 
r"  celui  du  cercle  compris  dans  Tangle  B,  et  r'"  celui  du  cercle  com- 
pris dans  Tangle  C. 

Démontrons  d'abord  que  les  segments  déterminés  par  ces  cercles 
sur  les  côtés  du  triangle  et  sur  leurs  prolongements  sont  respective- 
ment égaux  à  p,  p  —  a,  p  —  6,  p  —  c. 

En  efl'et,  les  tangentes  menées  d'un  point  à  un  cercle  étant  égales, 
on  a 

AC'  =  AB',    BC'  =  BA',    CA'  =  CB' 

par  suite,  on  peut  écrire  Pidentité 

AC'=(AC'+BA'+CA')-BC 

ou  AG=p— a 
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Od  démontrerait  de  même  que 
BC'=BA'-p-6 
CA'=CB'=p-c 
Ainsi ,  les  segmenté  déterminés  par  le 
cercle  inscrit  égalent  le  demi-périmètre 
dimintU  du  côté  non  adjacent. 

Ce  résultat  s'obtient  très  simplement 
par  FAlgèbre;  en  résolvant  le  syslèroe 

!r  x4-y=c 
X+  5  =  6 

on  obtient 

x^^P'-a,    v=p  — 6,    %:=sp^c 

De  plus,  à  cause  des  tangentes  égales^ 

BA"  =  BC"     et     CA"=CB" 
On  peut  écrire 

(AB  +  BC")  +  (CB"+AC)  =  AB  +  BA"  +  CA"+AC  =  2p 
d'où  AC"=AB''=p 

On  en  conclut  :  !•  .    BC"=.  BA"=p— c 
CA"=CB"=p-6 

et  2«  BA'=  CA" 

propriété  que  Ton  peut  énoncer  ainsi  :  Sur  chaque  côté  d*un  triangle 
quelconque,  le  segment  compris  entre  un  sommet  et  le  point  de  con^ 
tact  du  cercle  inscrit  est  égal  au  segment  compris  entre  Vautre  som^ 
met  et  le  point  de  contact  du  cercle  ex-inscrit. {Géom.,n'>'  350  etsuiv.) 


285.  io  Cherchons  maintenant  les  diverses  expressions  de  R,  r,r', 
r^'  et  r"'. 

(a)  Nous  avons  démontré  (Applications  du  chap.  iv,  1«)  que  Ton  a 

a b  c 

êin  A        sînB  *°  sioC 


2R  =  - 


et 


R= 


abc 


abc 


4v/p(p-a)(p-6)(p-c) 


Si  dans  la  première  de  ces  expressions  on  remplace  les  fracUoDs 
égales  par  une  autre  ayant  pour  termes  la  somme  des  numérateurs 
et  la  somme  des  dénominateurs,  il  viendra 

a  +  64-c 
sin  A  +  noB  +  sîn  C 
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OU  (  n»  101  )  2R  = ^ -^-^ ^ 


4  C08  ^  A  cos  —  B  C08-S-  G 


d'où  R  = i \ 1 — 

4  C08  ^  A  COS  Y  B  C08 -^  G 

(6)  La  surface  d'un  triangle  pouvant  se  représenter  soit  par  pr,  soit 
par  ^p{p'^){p^b){p^^)\  on  en  déduit 


(c]  Le  triangle  rectangle  AOC'  donne 

OC'=AC'tgiA 

-ou  r=(p-a)tgiA 

De  même  r=i(p  — 6)tgi  B  =  (p  — c)tg2-C 

En  égalant  ces  trois  valeurs  de  r,  on  voit  que  les  cotangentes  des 
angles  -^Af  -H-B,  -^yC  sont  proportionnelles  à  p—a,  p—b,  p— c. 

Le  triangle  rectangle  AOïC"  donne  également 

0,C"  =  AG"lg^A 

ou  r'ssptg^A 

De  même,  le  triangle  rectangle  BOiC  donne 
OiC"=BC"tgOiBC 

■ou,  l'angle  OiBC"  étant  complémeiitaife  de  4b, 

r'=:(p-c)  cotg^B 

On  trouverait  de  la  même  manière 

r'=(p-6)colg^C 

La  flgure  ou  une  simple  permutation  des  lettres  donne  pareil- 
lement 

f"=plg^B=(p~c)cotgiA  =  (p-a)colg^C 
'•'"=P«g^C=(p-a)colgiB  =  (p-fe)cotg^A 
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286.  B«marqae0. 1.  —  Si  A  =  90»,  les  formules  précédéDtet  donnent 

r'=P 

II.  Si  Ton  muUiplie  par  p  les  denx  membres  de  la  première  de  ces 
relations,  on  a 

pr^pip  —  a)      ou     S  =  p(p  — a) 

Or,  dans  tout  triangle, 

S«  =  p(p-a)(p-6)(p-c) 
donc  S  =  (p  — 6)(p  — c) 

c*est-à-<iire  que  :  La  êurface  (Tun  triangle  rectangle  égale  le  produit 
de$  itgmentB  déterminés  par  le  cercle  inscrit  sur  l'hypoténuse.  CSm  4e 
Oéom,,  n*  1551.) 

287.  2«  Relations  des  rayons  avec  les  côtés,  ou  des  rayons  entre  eux, 
(a)  On  a  S  =  pr;     d'où     r=-^ 

et  la  figure  montre  que 

ABC  =  0,AB4-0tAC-0iBG 

donc    Sî=^-(d»''^6r'— aO^Cp  — rf)!^ 

d*où  rz=z 

De  même  r"=— ?U-    ou    -^ 
p  —  b  p- 

r^'rrz-A-.     ou       P* 
p  —  c  p—c 

(6)  Par  suite  rr'r''r"'=     .      ^\f"    ^"^ ^ 

p(p  — a}(p  — 6)(p-c) 

d'où  Sirrv^rr'rV"  (£'a?.dcG<«om.,nol604.)   (2) 

(c)  En  prenant  les  inrerses  des  valeurs  précédentes  et  ajoutât» 

Mais  comme  rr^r^r'"=3^  et  pr±=S,  on  n 

p«=r'r"  +  rV"4-r'y"  ^  ,        (5) 
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288.  memarqvo.  —  Les  rayons  des  cercles  ez- inscrits  Eont  les  ra- 
cines de  l'équation 

car,  !•  les  formules  r'^pig^Ay  r"=ptg^B,  et  r'"=pfg^C 

montrent  que  la  somme  des  rayons  est  le  coefflcient  de  x  changé  de 
signe  ; 

2«  La  formule  (5)  montre  que  la  somme  de  leurs  produits  2  à  2  est  le 
coefficient  de  x; 

3*  Les  formules  (1)  donnent  rVV"=pS  =  -—;  c'est  le  terme  indé- 
pendant de  Xn. 

289.  3<>  Rdalions  entre  les  rayons,  les  angles  et  les  calés. 
(a)  On  a 

cotg|A  =  ^^,     cotg^B  =  -e^,     cotgic=^ 

et    cotgiA  =  -^,         colgiB=-^,         cotg^C=^ 

donc 

colgiA-fcotg^B  +  cotgJc  =  .e^-f-^4.^==£-    (6) 

et 

cotg|A-f.co(g|B  +  cotg^C=p (-!-.{. -i^  +  -^)  (7) 

En  divisant  par  p  les  derniers  membres  de  ces  deux  formules,  on 

4        114 
retrouve  la  formule  (3)      —  =  — r  +  -V  +  Aq- 

En  multipliant  les  relations  qui  ont  donné  les  formules  (6)  et  (7), 
on  a      cotg|Acotg^Bcotg^C=:  (p-^)(P~^)(P- <^)  (g) 

et  cotg^Acotg|Bcotg|-C=.p^  (9) 
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Cette  dernière  formule  peut  encore  B*écrire 
pa==rVV''cotgi  A  coîg^B  cotg^C=ryV''(colg|  A +  colg^B +  cotg^c) 

donc        -P*^  =  J^&ri«ii^-7^1iE=£)-  =  j^==£ 
aonc         ^^^^=  pr«^  pr»        r 

et  par  suite  pr=^rr'r"r"'  =iS    déjà  troufée  (2) 

(b)  Les  formules   r=(p— a)lg^A=(p— fe)lgyB=(p-c)lg^C 

donnent  p — 6  =  — J —      et      p  —  c^i — i — 

Ig^B  tg^C 

En  ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 

p-6+p-c=-^4 —  +  — 5 —     ou     a=r(colgiB  +  colg^c) 
tg^B       tgic  ^        '  ^    ^ 

cos-g-B       cosyC 


ou  a=r  (  5 h 


8ID  ^  B         8in  -ç-  ( 


sin^Ccos-tB  +  siu^Bcos^-C  rcos^A 

sin^Bsinl-C  sin-i-Bsin^C 


asin^ 

Bsin 

le 

cos^A 

68in^ 

Asin 

ic 

cos^B 

f*^~ 

C8m|- 

Asio 

^ 

.in 

d'où 


de  même  r=: ^— ^ —  >  (10) 


008^0 

(e)  En  répétant  identiquement  le  même  calcul  sur  les  valeurs  de  r' 
on  aurait 


acoB^Bcos^C        68inyAco8-~-G        csin^Acos^B 

=  I  =3— . = . 

cos-ic-A 
et  de  même  pour    r"  et  r" 


r^— ^ -, (H) 

cos^^A  sin^B  sin-^  G 
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(rf)  Les  formules  r  =  (p  — 6) tg^B  et  r'=(p-6)colg^C  donnent 
«n  égalant  les  deux  valeurs  de  p— 6, 


r'=:rcotg^Bcotglc 


de  même  r"=:rcotgi^Acotg^C 


(12) 


r'"=rcotg|-Acotg|-B 


Donc  r't^y"=pS  =  r»  cotg»^  A  cotg»  ^  B  cotg»  i  G 

«t  S=— cotg«^Acotg«iBcotg«^G  (13) 

290.  4»  Belations  où  figure  le  rayon  du  cei*cU  drconscriL 

(a)  Les  relations  sin  A  =  -^ ,  sin  B  =  -^ ,  sin  G  =  -^  donnent, 

«n  les  ajoutant ,  sin  A  +  sin  B  +  si  n  G  =  ^ 

et,  en  les  multipliant,         sin  A  sin  B  sin  G  =  -<£»- 

(6)  On  a  immédiatement  2r'=R(l— <îosA) 
2r'=R(l  — C03B) 
2r"'  =  R(i— cosG) 


(14) 


d'où         8  rVV"=8  R3  sin«i  A  sin»  i  B  sin«^  c=  -|^^ 

j  fl/D'"/«       64R<S*        a«6V«       /       abc      \«  ,.^. 

donc        g^R>-^^"=piiip;^=--i^  =  (^4,fc^J  («5) 

(c)  La  surface  d*UB  triangle  pouvant  être  exprimée  par  pr  et  par 
p'Ig^Atg-g-Btg^G,   on  en  conclut 

r  =  ptg^AtgABtg|G  (16) 

Mais  les  relations 

a     _    ^     _     c  ^ ?P —OR 

sinA        sin  B  ""  sin  G  "~  ,  ^^„  1   *  ^„„  1  n  «^«  i  /> 

4  COB  -ç-  A  ces  -jj-  D  COS-^-  c 

donnent  R  = ^ IL (17) 

4co8^Aco8^Bcos|-G 
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En  divisant  membre  à  membre  ces  valeurs  de  r  et  R ,  on  obtient 
^rsAsin^Asin-g-Bsin^C 

4  1  1 

OU  ♦'=4RBini-A8in^Bsin^G 


(18) 


4e  même  r?=4Roo8YAeos^B8inYG 

r"<=4Rcos^ABini-Bco8^G 
r"'=4R  sin  ^  A  cos  ^  B  ces  ^  G 

Par  suite  rf+r^'  +  r^'-^r^ 4R  (19) 

(Voir  Exercices  de  Géométrie,  n«  736.) 

On  peut  Térifier  cette  dernière  formule  de  plusieurs  manières  ;  par 
exemple 

^     ^  \p^a^  P'-b  ^  p'-c       p) 

=  %r[p[P-o)Mp-a){p-^b)\  =  ^\^T^--p{a  +  h^c)^ah\^ 
«i|i«4R 
Celte  dernière  relation  donne  encore 

(4)  En  soustrayant  membre  à  membre  les  formules  précédentes  (18), 
il  vient  r'— r=4R8in«^A 

ou  sin*jA=^i:^ 

et  par  permutation  sin«^B  =  ^r^^    }  (21) 
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Par  un  calcul  tout  semblable,  on  obtient 

C08»^B=-îl+f-  }  (22) 

En  ajoutant  deux  formules  correspondantes  des  groupes  (21)  et  (22), 
par  exemple  celles  de  sin^^A  et  de  cob*-k-A,  on  retrouve  très 
rapidement  la  formule  (19). 

291.  5«  Belatiom  entre  les  rayonê  et  les  hauteurs, 
(a)  On  a  ah=bh'=ch"=:2pr 

1        p— a  1        p— 6 

r  fr     '  T^         pr 

4  4  f>  Oc    . 

on  a  aussi  _,  +  _^  =  _=_^ 

d'où  h"[-^  +  -}r)=i  j 

De  môme  ''(■F^  +  "F^)'=*  1  <^^ 

v(4-+^)  =  2) 

pareuite  M;^  +  i^  + -^i!^  =.  6  (24) 

Les  formules  précédentes  peuvent  s^écrire 

g     6      c       2p    a-t-6-|-c 

donc  |  =  ^  +  -^  +  ^  =  J^+^+-^^  (25) 

(V.  les  25  formules  ou  groupes  de  formules  qui  suivent  le  probl.  356.] 
(6)  Si  Ton  multplie  les  valeurs  de  tg-n-B  et  de  tg^C  obtenues 
au  troisième  cas  des  triangles,  on  a 

tgiBtg^C  =  -E=^ 
celte  formule  peut  s^écrire 

tgiBtg|c=l-J     (1) 

or  ah  =  2pr  peut  s'écrire       —  s=-Sl- 

Digitized  by  CjOOQ  IC 


DU  nuRGLia  i93 

cette  yalenr  substituée  dans  la  relation  précédente  donne 
tg^Btg^-C- j^— 

de  même  ig|.Atg|-C  =  -^^  >  (26) 

(e)  Pareillement,  Tëgalité  ah^(p'^a)r'  donne 

En  substituant  cetle  valeur  dans  la  formule  (1)  du  numéro  précé- 
dent (h),  on  obtient 

292.  6»  Surface  du  triangle  en  fonction  dcê  rayom. 

Outre  les  formules  obtenues  dans  la  résolution  des  cas  éléroentairei, 
on  peut  citer  les  suivantes  : 

(a)  On  a  directement 

8  —  ^(61^+61^— ar')  =  (/>-a)r' 

De  môme  S  =  (p-6)r"     et     S  =  (p  — c)r'"  (28) 

(b)  On  a  trouvé 

r-(p-.a)tgjA=(p-6)tg|B  =  (p-c)tg|c 

En  multipliant  membre  à  membre  ces  trois  expressions  avec  S=pr, 
on  obtient 

S  — r«cotgi  Acotg  ^  B  cotg  j  C 
Pareillement  les  trois  valeurs  de  r'  avec  r^= — ^ —  >  (29) 

donnent  S=r'«cotg^Atg^Btg^C 

En  multipliant  membre  à  membre,  on  obtient 
S^rr'colg^A  ) 

de  même  S=rV"tg^A  ) 
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Le  produit  de  ces  deux  formules  donne 

S=/fT'r"r"'      déjà  trouvée 

t^  i 

et  leur  quotient  donne         i,,.,  =  tg«  15-  A 
t*  »  et 

(c)  En  multipliant  par  r  les  deux  membres  de  la  formule  (16),  il 
vient  S=Rr(8inA+sinB  +  8inC)  =  4Rrco8-2-AcosYBcosi-C(31) 

Enfin  dans  S  x  4-  a6  sin  G,  si  Ton  substitue  sin  C:=  „o ,  on  tMuve 

la  formule  connue    S  =  -|j^.    {Oéom,,  n*  316,  III.) 

§  3.  —  Relations  données  par  les  hauteurs. 

293.  1«  Distances  des  sommets  au  point  de  concours  des  hauteurs 
éPun  triangle. 

On  sait  par  la  Géométrie  que  la  distance  du  point  de  concours  des 
hauteurs  à  un  côté  donné  égale  le  prolongement  de  la  hauteur  abaissée 
sur  ce  côté  jusqu'au  cercle  circonscrit.  Les  distances  de  ce  point  aux 
sommets  s'obtiennent  très  simplement  par  la  Trigonométrie. 
Les  triangles  APL  et  ALG  donnent 

AP  =  -^     et     AL  =  6co8A 


d'où  AP  =  A£^  =  2RcosA 

sin  i5 

de  même    BP=2RcosB 

CP  =  2RcosG 


(32)* 


Hn  o  «n^/v..^      AP        sin  PB  A        8in(90«--A)        cosA 
On  a  encore     -pB-  =  -imÂFg=    Bin(A  +  B)  "ImTT 

donc  AP=-^5^  =  .^^^^       '• 

sin  G  sin  A 

donc        ïF«=«iil-B^=._j|î^_a.  =  4R-a.^      (33) 

de  môme  BP*=4Rî  — 6î 
în^=4R«  — c« 

294.  2«  Dislances  du  point  de  concours  des  hauteurs  atix  côUe^ 
Le  triangle  BPH  donne 

PH  =  BP  sin  PBH  =  BP  cos  G 

*  81,  dam  la  relation  de«  eo«<niM  (n*  96),  on  multiplie  les  denz  memims 
par  4E'  et  qtfon  remplace  lei  eecondi  membres  des  formolei  (8S)  par  leur  Ta- 
leur,  on  a  

4R»  — (AP'  +  B?-f  C?)r--AP.BP.CP  =  0. 
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En  remplaçant  BP  par  la  valeur  précédente,  il  vient 

PH  =  2RcosBco8G  \ 
De  même  PK=2RcosAco&G  [  (34) 

PL=2Rco8Aco8B  ) 

295.  3*  Rapport  deê  segments  des  hauteurs. 
11  rësalte  de  ce  qui  précède  : 

PH  _  cosBcoaC 
"AP  *"       coôA 

PK        cosAcosC    i  /«,«. 

PL  cosAcosB 

CP  C08L. 


!• 


296.  4«  Produits  des  segments, 

2»       AP.PH  =  4R*co8Aco8Bco8C  \ 

BP.PK  =  4R«co8AcosBco8C  |  (36) 

CP.  PL  =  4R«  008  A  C08  B  cos  G  / 
donc       AP.  PH  =  BP.  PK  =  GP.  PL  =  4R«  co8  A  cos  B  co8  G 

ou,  en  mettant  â  la  place  de  4Rt  sa  valeur  ^^t^  » 

AP.PH  =  BP.PK-CP.PL===-^*|'/^cotAco8Bco8G     (37) 
(Voir  Exercices  de  Géométrie,  n«  292,  g,) 

297.  5»  Autres  rslaUons  : 

[a]  On  a  (33)  AP*«4Rtco8«A 

et  a«  =  4R»8in«A 

donc,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

a»  +  ÂP*  =  4R» 
et  de  même  pour  les  autres  côtés  ;  donc 

a«+ÂP*=:6«  +  BP=c«  +  GF*  =  4R«  (38) 

(6)  Soient  AP=x,      BP  =  t/,      GP=» 

On  a  trouvé      x=M^=..B.:i^=:  JL^= a  coigK 
siaB  8inA         tgA  ® 

de  môme  y=-^^  =  l?^-«B  ^    6     ^^ 

*        smC  8inB         tgB  ^ 

et  acosG  ^  .çcoaC,  ^     c.  ^  ^  cptg  ç 

«in  A  BmC  tgti 
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Donc  |-  =  lgA,      :|  =  tgB,      |-tgC 

Or  la  somme  des  seconds  membres  égale  leur  produit;  donc 

•^  +  -  +  -  =  -^  (39) 

(c)  En  conservant  la  même  notation,  on  a  encore 

S  =  i(ax  +  6i/  +  c«)  (40) 

et  2a&c  s=a!^x  coséc  A  +  6*y  coséc  B  +  cU  coséc  G  (  41  ) 

(Ces  deux  relations  sont  vériflées  au  problème  343.) 
On  peut  encore  ajouter 

a  +  y  +  a=acotgA  +  6cotgB  +  cootgC  =  2R  +  2r 
(Voir  n«  464,  rem.) 

298.  6«  Expresnons  des  hauteurs  d'un  triangle, 
(a)  En  fonction  des  côtés. 


La  formule    a/i=2S=2/p(f)  — a)(p— 6)(p— c) 


donne  h=s  -~^p  (p  —  a)  {p  —  b]  {p  ^  c) 

de  même  V  =  -^  /f)(p—a)(p  — 6)(p— c)  ^  (42) 

A'=  |.v/p(p-a)(p-6)(p-c)y 

(6)  En  fonction  des  calés  et  des  angles. 

En  égalant  deux  expressions  de  la  surface  du  triangle, 

ah a*  sin  B  sln  C 

T""  2        iinÂ 

il  vient  7i=.l«ia5|ilL£=2RBioB8inC 

sin  A 

de  même  h'^  6  sin  A  sin  C  ^2RsiQAsinC  V  (43) 

sin  D  *  ^    ' 

^^=^^^°Af,'"^=2RsinA8inB 

(c)  La  première  des  formules  précédentes  donne 

7i  sin  A 

8iâ~B  siû  C 
mais  les  triangles  rectangles  AHB,  AHC  donnent 

b  SB    I  »     et    c  =  — > — «c- 
siôTT    "'^    '^      sïnF 
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ou  h  (sin  A  +  sin  B  +  sin  Cj  =  2p  sin  B  sio  G 

La  pareothèse  du  premier  membre  a  pour  Taleur  (n*  101) 

4  C08  -^  A  C08  Y  B  cos  Y  G 

el  les  deux  derniers  facteurs  du  second  membre  peuvent  s'écrire 

48in  ^B  sln^C  cos^-B  cos-g^G 


donc 


h  — 

^sîn-^B  sin^G 

cos-^A 

V— 

2p8in|A8in^G 

cos^B 

h"^ 

2p8inYA  sin^^B 

...  i  n 

(44) 


008-^, 

299.  7*  Auirei   relcUion$  entre  le$  hauteun,  lee  angles  el   les 
rayons. 

Si  Ton  divise  membre  i  membre  les  formules  (10)  et  (11)  (n«  289) 
avec  les  formules  (43} ,  on  trouve  : 

Asin^A  VsinlB  V'sin^G 


î 1 —  ~ i ^1 —  ~ î î — 

2co8^Bcos^G        2co8-tjAco8-^G        2co84^A  cos-g  B 

Asin-^A  Vcos-^B  7i"co84c 


(4K) 


28in^-Bsin^G         28in-2^G  cos^  A        28in^Bco8YA    /etc. 


900.  S^  Surface  du  triangle  tirée  des  formules  précédentes, 

S=:aRBinB8inG  =  6R8inA8inG=cR8inA8inB  (46) 
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Cette  dernière  relation  peut  8*obtenir  plus  facilement  sans  le  ) 
cours  des  hauteurs,  car 

Sx=-^a66inG=.aR8inBsinC=:    etc. 


§  4.  —  Relations  données  par  les  distances 
mutaelles  des  divers  centre». 


301 .  i«  pUtnnces  de$  cenirei  aux  iomfneli  du  IriangU  et  de$  cetUrta 
entre  eux. 


'::.Z2.'^. 


f  \     \        /  /  \  M- 


(a)  Diêtances  des  êommels  au  centre  du  cercle  inscrit. 
Le  triangle  rectangle  AOF  donne 


AO 


de  même 


C08  ft  A 


CO: 


'-'    1 

4c; 


(47) 
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(6)  Dislance»  des  sommets  aux  centres  des  cercles  ex-inscrits. 
Le  triangle  rectangle  AOiF'  donne 


A0,  =  . 


_P \ 


(48) 


~1 

COS-g-  A 

de  même  BOj=— ^ 

coSô-  B 

co,=— ^ 

cos-s^C 
Le  triangle  rectangle  AIO,  donne 

'A0.  =  -^=1^ 


de  même  B03  =  -HzifL 

6in-|G 


Pareillement ,  AQ,  =  — ^^ 


sin-n^  A 


BOt=    PT^      , 


sin-î^C 

(c)  Produits  des  dislances  comptées  à  parUr  d'un  même  sommet. 
Des  relations  précédentes,  il  résulte 

A0xA0i=P^-^-^- 
coa«^A 

et  .AO,  X  AOi  =  (P-^\(p-g^ 

«a«^A 

or  cos«lA  =  -2i?,:^^ 

2  6e 


et.  8in*4A=iHJz4(nzi£L 

2  6c 
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donc  A0xA0i«A0,xA0a=6c    \ 

de  môme  B0xB0,  =  B0iXB08=ac    |  (51) 

COxC08  =  COiXCO,=«a6    J 

(d)  Produits  de$  dislances  comptées  à  partir  d^un  même  centre. 
La  valeur  obtenue  pour  AO  donne 

C08*  -^  A 

el,  en  y  remplaçant    cos^^A    par  sa  valeur     ^^^7      ' 
il  vient  ÂCi»=-^^.6c 

de  même  BÔ* = J?^  .  ae 


CÔ*=P^.a6   ^ 


Par  suite, 


AOxBOxCO=^.(i6c=|J.^=4R*r*  (53) 

on  trouverait  de  même 

A0iXB0iXC0i  =  4RV«  \ 

A0,xB0,xC0,  =  4RV«  I  (54) 

AOjXB03XC08  =  4RV"«  ) 

(e)  On  peut  conclure  encore  de  ces  relations 

^^  +  .^+^=1  (55) 

AO*       BO»       CO* 

(D  Ces  mêmes  relations  peuvent  être  présentées  sous  une  autre 
forme. 


En  effet, 

ÂÔ«  =  6c-«J^ 

or 

u      abc       abc  .        j»  „      abc  __/.p^ 
^=4S  =^'        ^^"        p    =^^*^ 

donc 

ÂÔ*=6c  — 4Rr     \ 

BÔ*  =  ac  — 4Rr     >                                (5«) 

CÔ»  =  a6-4Rr     )                              • 
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302.  2»  Distances  du  centre  du  cercle  inscrit  aux  centres  des  cercles 
ex-inscrits.  ^^ 

(a)  On  a       00t«A0,-A0  =  ^ ^- ^-j— 

cos^A        cos-^^A 

ou  001  = Y 

cos-^ 

de  même  00,=  ^ 1 —    l  /»jm 

cos^B      '^  ^    ' 

003= \— 

cos^C 

(6)  Côtés  du  triangle  qui  a  pour  sommets  les  centres  des  cercles  ex- 
inscrits. 


On 


a  encore    0,03  =  AO,  +  AO3  =  p-^  +  p-o 

ain  J.  A 


sin-ç- A 


OU  OjOs  = T 

sin-g^A 

de  même  Ot03  = z — 

sin-j-B 


(58) 


0,0,== 


sm-y  G 


(c)  Autres  expressions  des  dislances  précédentes  (57  et  58). 

Si,  dans  les  formules  qui  précèdent^  on  introduit  les  valeurs 

a=2R8inA,        6  =  2R8inB,        c=2RsinC 
pais 

8inA=2sin5Aco8.2A,  sinB  =  28innBcos^B,  sinC  =  2sin^C  cos^C 

On  a  d'abord  Qp^^gRainA 

CO8  ff-A 

puis  OOi=4R8iniA   \ 

i 

00,=4R8in^B    [  (59) 

003  =  4RBinic    j 
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-.  ^        2R  sin  A 

Pareillement ,  Uî^3 — j — ' 

sin-^  A 

d'où  *         0,0,  =  4Rcos-iA    \ 

Oi03=:4Rcos-^B    V  (60 

OiOj  =  4Rco8lc     I 

303.  3«  Conséquences  remarqtiables  des  formules  précédentes, 
(a)  En  mulliplîanl  membre  à  membre  les  formules  de  chaque 
groupe,  on  a 

OOi  X  00,  X  OOs = 64R»  sin  -^^  A  sin  tj-  B  sin  ^  G 

mais  4R  sin  -^  A  sin  2  B  sin  ^  G = r 

donc  OOiXOO,x003  =  16RV    \ 

De  même  0,03XOi03xO|0,  =  16R«p    ]  ^    ; 

(6)  Enfin  ces  formules  donnent  encore 

ôôî+ô;ô3=.ôô*+ô;;ô^=ôôJ+o;ôî=i6r«      (62) 

et  beaucoup  d^autres  relations,  telles  que 

.^  ^       ,   r»       00*  r  r'       OOi  XO^Og  _  a     ^.^ 

oo,xo,03=4aR;  0,03=?:^  ==7'  oolxoîoî-y"^^' 

(c)  La  somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle  OfOjOs  est  égale  à 
16R«(cos«-^A  +  cos«.^-B  +  cos«ic)  \ 

ou  8  R»  (3  +  C06  A  +  cos  B  +  cos  C)  ' 

ou  8R*(4  +  4sm2-A  +  8in-^B  +  sin^c)  ^    ^^^ 

ou  32R«+-^^|^=32R«-f8Rr=8R(4R  +  r) 

ou  enfln  8R(r'  +  r"  +  r"')     (Voirie  probl.  356  6is.) 

304.  4«  Surface  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  centres  des 
cercles  ex-inscrits, 

i**  Méthode.  —  Soit  S'  celte  surface  et  S  celle  du  triangle  ABC.  La 
surface  cherchée  peut  être  considérée  comme  composée  des  quatre 
parties  S,    OiBC,    OjCA    et    O3AB 

or  OfiC^^ar^^^^^^-^:^ 

de  même  pour  les  autres  triangles. 
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•>o-«       ^-^^i'  +  T+î^^  +  T^  +  T+T^)        '«*) 
2*  Méthode,  —  Une  formule  connue  donne 

S'  =  ^  OtO,  X  0,03  X  sin  OjOiOj 

Or  on  a  0i0,=4Rco8^  C  1 

\  (fdnnules  précédentes,  60) 
et  0,03  =  4Rcoa^B  \ 

donc  S'=8R«  CO8  ^  C  cos  ^  B  sin  -^  ( B  +  C) 

=  8R*cos^Aco8^B  008 ^C 

= 8R«  i /ilÊH^I  Jp(p-^)  JvSp--û. 

V        oe       V        ae       y       ab 

_  8R«Sp  _  p .  flfec  _  a6c 

3*  Mél/iode.  —  La  surface  S' se  compose  de  celle  des  triangles  OOfO), 
OOiO,  et  OO4O,. 
Or 

j  4Rcos  n-A  .  (p— -a) 

00,03=  i  0,03  XAO  = ^-1 =2R(p  — a) 

^  2co8-|a 

de  même  OOi03=:2R  (p—b) 

00,0,  =  2R(p-c) 
Donc 

S'  =  2R(p-a)(p-6)(p-c)=AMp.-^)(^6)fp^-ç)_^«6^ 

tronvée  précédemment. 
On  peut  récrire    S'  =  ^5i;      d'où     §r^^  W 

On  peut  remarquer  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle  donné  ABC 
est  le  ceixU  des  neuf  pointa  du  triangle  0]0,03  (Ex,  de  Géométrie, 
n«  27)  ;  car  AOi  est  perpendiculaire  à  0,03,  etc. 

(a)  Surfaces  des  quadrilatères  qui  composent  le  triangle  OiOjOs. 
La  surface  du  quadrilatère 


2aS 
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OU  enfin  9% 


_  2a(fr-fc)3 


(a  +  b  +  c) 


-fc)3  \ 

)(6  +  c-a)      1 


de  môme,      OCO,K=.s,^  ^a  +  ?+T{a+c^b)     \  («^^ 

OA03B-*3-  (a4-6  +  c)(a4-6-c) 
(6)  Rapport  des  surfaces  S'  f<  S. 
La  relation  obtenue  précédemment    S'=-^^     peut  sV'crire 

S^  __  q6c  _  p  abc  ^    abc    

a  ""  2rS  ""    26«         2(p  — a)(f)  — 6}(p  — c) 

ou  -3-=-2- coséc-n- Acoséc-ç  B  cosëc-H-G 

Q  114 

ou  mieux  -g,  =  2  sin  -5^  A  sin  -^  B  sin  y  G 

ou  enfin  -1-  =  ^  (form.  18  et  66.) 


§  5.  —  Relations  données  par  les  bissectrices. 

305.  lo  Segments  qu'eltes  déterminent  sur  tes  côtés. 

Soient  A',  B',  G',  les  pieds  des  bissectrices  intérieures  a,  ^,  Yi  ^^ 
A",  B'',  C",  Tes  pieds  des  bissectrices  extérieures  a',  p',  y'. 

Posons  BV  =  aî    et    CA'=j/ 

La  Géométrie  donne 

—  =-?-  =  ir^;      d'où     x=-,^^— 
c         b        6  +  c'  7>  +  c 


De  môme,  si    BA"=x'    et    CA"=v',    on  a 


(70) 


Doncx  +  «'    ou    A'A"=-.^+  <^  =  i2?&c 
o  +  c       6  — c       6*  — c* 

de  même  BB"  =  -?^  V  (71) 


C'C"  = 


a«  — c» 
2a6(î 
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906.  2«  Calcul  de$  bi$$eelriee$  intérieures, 

La  Géométrie  donne  les  valeurs  des  biaseclrices  des  angles  intérieurs 
en  fonction  des  côtés 

aV>c 


aS  =  6c — xy  — frc- 


l6  +  c)« 


donc 
a  =  -ç—^  y^6c[(6  +  c)*-a«]  =  -^^^•6c  ^6  +  c  +  a)  ^6  +  ^^^:^)  = 

=  -^^v'4p(p-a)6c  =  -ç|-^  Vp{p-a)bc  (72) 

el  de  même  pour  les  autres. 

(a)  La  Trigonométrie  permet  d*obtenir  chaque  bissectrice  en  fonc- 
tion de  Tangle  di\isé  et  des  côtés  qui  le  comprennent. 

Si  Von  écrit  que  Taire  d'un  triangle  égale  la  somme  des  aires  den 
triangles  partiels  déterminés  par  une  bissectrice,  on  a 

bcsin  A  =  a&  sin  -^  A  +  «<;  sin  -^  A 

ou  26c8in-i  A  cos-5-A  =  a(6  +  c)8in-^  A 

26cco6-2- A 
d*oîi  a=- 


6-hc 
formule  où  Ton  peut  substituer 


2  sin  ^  A 


Donc 


26cco»1a^        fcesînA 
^+*  (6  +  c)Mn|A 

^ooo^^^  aesinB  l  (73) 


a  +  c 


(a  +  c)  sin  i-  B 


2a6cos4-G  .    .    ,, 
2.                   ab  8in  G 


^^^  (a  +  6)8in^-C 

—  Chaque  bissectrice  forme  avec  la  hauteur  issue  du 
même  sommet  un  angle  égal  à  la  demi-différence  des  deux  autres 
angles  du  triangle  (Ex,  de  Géom.,  468,  ou  probl.  482,  2*  solution). 

Digitized  by  LjCfôglC 


906  COHPLiMHm  m  TR106R0MÉTRIB 

(b)  On  peut  donc  écrire     a  = r— - — — 

C08^(B  — C) 

cl,  en  remplaçant  h  par  Tune  de  ses  valeurs  (43)  ou  (44),  on  obUent 
l'expression  d'une  bwsectrice  en  fonction  des  angles  et  d'un  seul  coté, 
ou  des  angles  et  du  périmètre. 

.    ^    .    ^                 2psin-ïï^B  sin  Q  C 
^_ qsinBsinG        ,_  t ± ,  etc.    (736û) 

sinAcos^(B  — C)        cosi^  A  cos-5^(B  — C) 

(Voir  le  probl.  S^.) 

307.  3»  Calcul  des  bi»$ectrice$  des  angles  extérieurs. 
En  procédant  d'une  manière  analogue,  on  a 

bç  sin  A  +  a'6  sin  \  A=  a'c  sin  ^90*  +  ^  a) 

ou  26c8in  1 A  cos-  A  =  a'(6  — c)co3  ^  A 

26c  sin  Y  A 
d*où  «'  =        ÇZT^ 

de  même,  ?*= cT^ 

2a68in^C 
^'•^       â^b 

308.  4»  Produit  des  bissectrices  issues  du  même  sommet. 
Les  relations  qui  précédant  donnent 

,      ^^"°-|^^^4^,26csinA 
*«  = 6«  — c«  6«  — c« 

45c  S        \ 
de  môme  PP'=-^^     [  (^' 


En  multipliant  respectivement  par  a,  b,  c,  et  prenant  les  inverses, 

=  0 
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309.  5*  Produit  des  3  bissectrices  intérieures  ou  extérieures. 
Les  relations  précédentes  donnent  encore 

«'PT^=p(6-c)(a-c)(a~6)  ^^^J 

310.  f)»  i>i«to?iCM  det  tomme/s  au  point  de  concours  des  bissec- 
4rices. 

Les  relations  47,  §  4,  expriment  les  segments  des  bissectrices  c^un 
iriangle,  compris  entre  le  point  de  concours  et  les  sommets.  On  peut 
leur  donner  encore  d'autres  formes.  Par  exemple  : 

(a)  U  relation  AO  «     ^"7^ 

cos-n- A 

*•»>■«  AÔ^^SEIiA^  (Voir  n*  301,  d). 

Donc,  em  divisant  membre  à  membre,  on  peut  écrire 
A0=^C08-^A 

de  même  B0=  — cos-^^B     V  (79) 

CO=-^cos4c 

(b)  Dams  U  même  relation     AOac    ^"7^    i     on  peut  remarquer 

cos-g^  A 

que  P'-a^pig-^Big^C       (Chap,  iv,  appt.  *•) 

de  plus,  la  relation  des  sinus  donne  (n»  101) 

JE, 


®*°^  2C08yAC0S^BC03^G 


ï 1 — ~" î 1 ï — 

2  sin  -g-  A  cos  ig-  A        2  cos -^  A  cos -j  B  cos -^  C 


psîniA 
d'où  a  =3 ^ =— r 


C08  ^  B  COS  -5-  G 
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2aBiD-^B6in-^C      \ 
donc  on  peut  écrire     AO  = -|— ^ ' 

4  4 

258in4-Asin^G 

2c  sin  -1 A  sin  -^  B 

CO^ TinC 

(c)  En  y  Bubslituant  les  valeurs 


(80) 


sm  A       sinB       sinC 


elles  deviennent         AO  = 


=4R8in^B  Bin—C     \ 


B0  =  4R8in^  Asin-^C     >  (81) 

C0  =  4B8iD^A8in-|B     ) 

311.  70  Segments  de%  biiseclrices  compris  entre  le  point  de  concours 
et  les  cÔUs. 

ns  égalent  la  bissectrice  enlière  diminuée  de  Tautre  segment. 

26cco8-1a  .  . 

Orona       a  = ^^ —     et    AO=^co8-^A 

donc  A'0=      ""^^  ^ 


^'Û=^^?f^cos|A    ^ 


de.même  b'0  =  ^^^cos^B     j  (tt) 

^'^  =  7(^67-4^     ) 
Ces  relations  et  les  formules  (79)  (n»  310)  donnent 

AO  .  BO  .  CO        (a^6)(6  +  c)(a  +  c)  itn\ 

A'O.B'O.G'O  ^ 553 ^^^ 

312.  80  Surface  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  bis- 
sectrices des  angles  intérieurs. 

('])  Nous  avons  trouvé  p<»ur  les  segments  des  côtés 
dc  ab 
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Donc   8urt  A'CB'=-1 .  -j^ ?*-  sin  C=  T-i:^^,?-^-,- 

2      6  +  c      a  +  e  (a  +  c)  (6  +  c) 

de  même  pour  I«s  triangles  AB'C  et  BA'C;  donc 
Surf.  A'B'C'= S  [î  _.j_p£^j^  _  [a+b)(a+cr  (b+cHa+b)]  = 
'  (a+t)(t.+c)(a+c)  [  ("+*)  (*+'')  ("+*')  -  "'•  (*+*)  -  **  (*+«)  -  "*  (<*+*' 

{Ex.  de  Giom.,  n*  4725.) 
A  cause  de  la  valeur  de  a^y,  on  peut  encore  écrire 

(6)  Auire  expresêion  de  la  même  surface. 

On  a  B'C  =  2r  sin  C'O A = 2r  ces  ^  A 

de  même  A'G'=2r  cos  i  B 

L'angle    B'CA=-|-(ii- A);      l'angle    A'C'B  =  i  (ic  -  B) ; 

donc  B'C'A'=i(A4-B) 

donc      surf.  AB'C  =  -^  .  4r*co8^  A  coe^  B  ain-J  (A  +  B) 

=  2r«co8-^  Acos^B  cos-^-C  (nM18,2») 

(c)  On  obtiendrait  semblablement 

A'C  =  2r  sin  A'OB = 2r  sin  |  B      et     A'B'  =  2r  sin  ^  C 
L'angle 
C'A'B'  =  C'A'0  +  B'A'0  =  |.(ic-B)  +  -^(ic-.C)=ic- *  (B  +  C) 

donc       surf.  A'B'C = -g- .  4rt  sin  ^  B  sin  ^  C  sin  ^  (B  +  C) 

=  2r«  sin^B  8in^Gcos-|A 

_.  2r«(p  — a)S 
a25c 
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§  6.  —  Relations  données  par  les  médianes. 

313.  Soient  m,  m',  m",  les  médianes  correspondant  respcclivcmenl 
aux  c^és  a,  b,  c. 
On  a,  par  la  Géométrie, 

donc  2m«=6«  +  c« — 5-     ou    m>=    ^    ^^   

d'où  m  =  -^\/2t6«  +  c«)-a«,     etc.  (88) 

(a)  Les  relations  2/n«  =  6*  +  c*  — î^ 

donnent    2(m»  +  m'«  +  m"«)  =  2(a«  +  6«  +  c«)-:^^±-Çi^ 
ou  m«  +  m'«  +  m"«  =  |(a«  +  6«  +  c«)  (89) 

BmmBT^:  —  Si  le  triangle  est  rectangle,    a=2m,    a«=4m«   et 

donc  m'»  +  m"« = 5in* 

(6)  Les  relations  précédentes  permettent  d'écrire  encore 

(4m«)«  +  (4»n'«)«  +  (4m"«)«= 
=  (26«  +  2c«— a>)«  +  (2c*  +  2a>  —  6>)«  +  (2a«  +  26»  —  c>)« 

en  développant, 

16  (m*  +  m'*  4-  m"*) = 9  (a*  +  6*  +  c«)  (90) 

En  élevant  au  carré  la  relation  précédente,  en  a  encore 
1 6  (m>  +  m'«  -H  m"«)* = 9  (a>  +  6>  +  c*)« 
et,  en  soustrayant  ces  deux  dernières  et  divisant  par  2,  il  vient 

16  (m^m'^  +  m'*m"^  +  m  W«)  =  9  (a«6«  +  6*c«  +  a«  c«)        (91) 

(0)  On  peut  obtenir  la  surface  d*un  triangle  en  fonction  des  mé- 
dianes. 
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Si  Ton  îaii  A'Ia  AI  et  BB'=:CG'=:Ba 
il  en  résulte  que  AB'A'C  est  un  parallélo- 
gramme dont  la  surface  égale  6  fois  celle 
de  ABC; 


îii 


donc 


S=-^AA'C' 


Soit  m  +  m'  +  m"=:M 

On  a 

Surf.  A AC  =  v^  M  (M  —  2m)  (M  -  ^m')  (M  —  M') 
donc  S  =  i-  •  M  (M  —  2m)  (M  —  2m')  (M  —  2m") 

314.  De$  angUt  formés  par  les  côtés  et  les  médianes, 
(a)  En  égalant  deux  expressions  de  la  surface 
du  triangle,  on  a 

6csinA  =  ah 
26cco8A=6«4-c»— a* 


m 


or 


at 


on ,  en  remplaçant    6*  +  c*    par    2m*  H — 5- , 


&CC08A  = 


4m*  —  a* 


En  divisant  membre  à  membre  ces  deux  égalités, 

fa  A  —  _^f^/L_ —__§§_ 
^«^^""  4m«  — a«  ■"  4m>-a« 

On  peut  remplacer  h  par    m  sin  M ,    ce  qui  donne 


4m*  —  a* 
(6)  Soit  a  rangle  MAB 
On  a 


4am 


(93) 
(94) 


sina  BM 

8Ïnlî"""SB" 


a 
2c 


donc 
d*où 

d*où 


sin(M  +  B)  _  a 
sïnM  "2c" 

cos  B  +  sin  B  cotg  M  = -^ 


a   • 


«»'«"=-^iîïï¥ 


cosB 


.    w_.  g  — 2cco8B  _  g*  — (aî4.c»~fe«) 
•^  2c8inB      "  2asinB 


♦^11—    fe*-c* 


6*-c* 
26c  sm  A 


TO 
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(c)  On  a  2DM==DC  — BD.  Or  ces  trois  grandeurs  sont  propor^ 
tionnellesà    colgM,    cotgC    et    colgB; 

donc  cotgM=  cot^cC^cotgB  ^^ 

On  aurait  de  même  pour  les  angles  des  autres  médianes  avec  les 
côlés  cotg  M'  =  1^  (colg  B — cotg  A) 

et  colg  M" = -j  (cotg  A — colg  C) 

par  suite,  colg  M  +  colg  M'  +  cotg  M"=0 

donc  U$  angles  de$  médiane*  avec  les  côlés,  comptés  dans  un  même 
sens  de  rotation,  ont  zéro  pour  somme  de  leurs  colangentes. 

(d)  Si  Ton  prolonge  BA  d*une  longueur  AR  =  AB ,  et  qu*on  joigne 
CR,  i*angle  R  =  a;  et  la  formule  précédente  (96),  appliquée  au  triangle 
total,  peut  s'écrire 

cotga  =  colgB+2cotgA  (97) 

Si,  dans  la  même  formule,  on  remplace  les  cotg.  par  les  rapports 
du  COS.  au  sin.,  on  obtient  après  réduction 

cos(M-Hp)=— cosAcosM  (^) 

dans  laquelle    ^  =  B  ^  G. 

315.  Distances  entre  le  pied  de  chaque  hauteur  et  celui  de  la  mé- 
diane issue  du  même  sommet. 

Ces  distances  sont  les  segments  interceptés  sur  les  côtés  par  le 
cercle  des  neuf  points.  —  En  représentant  par  x,  y,  %,  les  segments 
des  côtés  a,  b,  c,  on  a 

DM==aî===CD-CM==6co8C-A£08n+çço8B_ 

ou  aî=-5-(6coiC  — ccosB) 

Substituant,         6  =  2RsinB    et    c=2R8inG 
il  Tient  «=^sin(B-— C)      \ 

de  même  y  =  Rsin(A— C)      [  (W) 

«  =  Rsin(A  — B)       ) 
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§  7.  —  Relations  concernant  les  triangles  qui  ont 

pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs 

ou  les  points  de  contact  du  cercle  inscrit. 


316.  i^  On  sait  que  les  hauteurs  sont  les  bissectrices  des  angles 
du  triangle  A'B'C.  (Ex.  de  Géométrie,  n»1137.) 
Le  quadrilatère  PA'CB'  étant  inscriptible,  les 
angles  FA'B  et  PCB'  sont  égaux;  donc  le 
demi -angle  A'  a  pour  valeur  90«— A,  et 
Tangle  A'  =  7c— 2A.  De  môme,  B'  =  ii— 2B 
ei  C'=ic— 2C. 

2»  On  a    AC'=6cosA    et    AB'=ccosA; 
donc    4ir  =  —  •    Les  deux  triangles  ABC  et 

Ad  C 

AB'C  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels  sont 
semblables;  donc 

Lm  troie  triangUê  exlérieun  au  triangle  A'B'C  $ont  semblablee 
au  triangle  total  pi  semblables  entre  etuc,  (Ex.  de  Géométrie,  n»  1136.) 

3«  Soient  a',  b^,  d  les  côtés  du  triangle  ayant  pour  sommets  les 
pieds  des  hauteurs;  R'  et  r'  les  rayons  des  cercles  circonscrit  et 
inscrit. 


(a)  On  a 


AC'sinA 


or 


sinB 
6  = 


6  cos  A  sin  A 
sinB 


asinB 


sm  A 

donc  a'=a  cos  A    \ 

de  même  6'  =  6cosB     [  (100) 

e*  =  c  cos  C     ; 
(6)  A  cause  de  la  relation      a=2Rsina 
on  a  a  cos  A  =3  2R  sin  A  cos  A 

donc  a'  =  Rsin2A,    6'=Rsin2B,    c'  =  Rsin2C 

(c)  Les  segments  déterminés  sur  les  côtés  par  les  hauteurs  ont  pour 
valeurs  AC'  =  6  cos  A ,    AB' = c  cos  A 

CB('  =  acosC,    CA'=6cosC 

BA':=3CcosB,    BC'  =  aco8B 
on  en  conclut    a'6Vss  AC.  CB'.  BA'  »  AB'.  CA'.  BC' 
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40  Le  périmètre  du  triangle  A'B'C  est 

2p'  =  R(8in2A  +  8in2B -h  8m2C) 
=  4R  BÎn  A  sîn  B  sîn  C 


ou 


=  4HBinA8inBsînC  V 


a!      _       a*  R8in2A 

5«0na  ^'=l^iïA^  — Tima:-  28iii2A 

R,_R 
ou  **  ~"2" 

6»  En  appelant  S'  la  surface  du  triangle  A'B'C,  les  trois  trUnglea 

...          .          ,           ACB'       fl«co8«A 
extérieurs  donnent  — g — = ^i 

d'où  AC'B'=Scos«A 

De  môme  B A'C  =  S  cos»  B 

CA'B'=Scos«C 
Donc  S'  =  S(1— co8>A-co8«B  — co8*C) 

d'où     ^  =  1— {co8>A  +  co6«B  +  cos>C)=2cosAco8BcosC    (i03) 

70     r'  =  4R'sin^  A'sin^B'sin--  C'=2RcosAco8BcosC     (104) 

Autrement 

,       S'  6'c'8in2A RsinJtA  sin  2B  sin  2C 

•*^  =  7"  =  R(8in2A  +  8i^B  +  8in2C)  ""  "iin2A  + sîn  2B -+- sin  ^ 

R8in2A8in2BBin2C  ^  2R  cos  A  cos  B  cos  C 
4  sin  A  sin  B  sin  G 

B«aiarqa«.  —  La  relation  de  Carnot,  appliquée  au  triangle  A'B'C^, 
donne  C08(ic— 2A)  = ^j^ 

or  ooB(ii— 2A)=— C0B2A 

a'»  — 6'*  — c'* 
donc  cosZAca ^^ 

a*  cos*  A  —  6«  co8>  B  — ^oo^C 
ou  co82A=. 26cooaBoo8C 

317.  En  comparant  un  triangle  quelconque  avec  le  triangle  ayant 
pour  êommeU  les  pointé  de  contcict  du  cercle  inscrit,  on  peut  exprimer 
par  des  relations  remarquables  ;.  1«  le  rapport  des  côtés;  2^  celui  des 
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fis 


surfaces;  3«  celui  des  rayons  des  cercles  circtoscrits,  et  A9  celai  des 
produits  des  trois  côtés. 
lo  L'angle  B'OC  est  le  supplément  de  A; 


donc 


A'  =  90»--Ja 


de  même    B'=90o  — -^b    et    C'  =  90  — ic 


Or    S  = 


a»      sin  B  sin  C 


.,     a'«  sinB-sinC/,_a'«  ^^2^"^^^ 


smA' 


d'où 

Mais 
et      BA'  = 


cos^A 
Bin-^A 


^■""^•2sin^Bsin4 


2 -fiin^C 


(i) 


a  =  BA'  +  CA' 
a'  sin  B' 


o^aet^B 


28in^B        28inA'8inlB       I^^TTa^^Xb^ 


de  môme 
par  suite 


CA'  = 


4' 


2oo6— Asini  C 
a' 

ï  4 

2  sin  2^  B  sin  ^  C 

u  -^-28inlB8in-lc 

2fi  Celte  valeur,  substituée  dans  (1),  donne 

S'  114 

^  =  28in^  Asin-lBsin-|.C 


(2) 


(l6S) 
(106) 


3<»  On  a      2R  = 


BinA 


et    2R'  = 


d'où 


BinA'       ^^  i  . 
cos-B- A 


g 
a 


sin  A         o    a'    •     1   A 
-r-^  =  2.~8in^A 


cos~A 


et,  en  remplaçant  -^    par  sa  valeur  (2),  il  vient 

R'  1  1  4        \ 

-|^  =  48in-2-Asin-lBsin-^G  j 

qu  on  peut  encore  écrire    ^  =  4  cos  A'  cos  B'  cos  C  \ 
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40  On  a  encore     a' = 2r  sin  AOC = 2r  cos  -^  A 


de  môme 


6'  =  2rco8iB 


c'  =  2rco84c 
donc  a'6V = 8r  cos  i^  A  cos  ^  B  cos  |^  C  =  8r3  -^ 

Dope 


103 


§  8.  —  Relations  concernant  le  cercle 
des  neuf  points. 


318.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  calculer  les  dUtances  du  centre 
du  cercle  de$  neuf  points  :  \^  aux  trois  côtés;  2»  aux  trois  hauteurs, 
et  30  aux  trois  sommets. 

On  appelle  cercle  des  neuf  points ^  par  rappoit  à  un  triangle,  le 
cercle  qui  passe  à  la  fois  p.ir  les-pieds  des  hauteurs,  par  les  pieds 
des  médianes  el  par  les  points  eulériens,  c'est-à-dire  les  milieux  des 
distances  des  sommets  au  point  de  concours  des  hauteurs.  (Voir 
Ex.  de  Géométrie,  n"«  27  et  720.) 

Le  centre  de  ce  cercle  est  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au  point  de  concours  des  hauteurs,  et  son  rayon 
est  la  moitié  de  celui  du  cercle  circonscrit.  (Voir  Ex.  de  Géométrie, 
n-  28,  719  à  727,  et  1262.) 

Soit  le  triangle  ABC.  Le  point  0  est  le 
centre  du  cercle  circonscrit,  P  le  point  de 
concours  des  hauteurs,  et  H  le  centre  du 
cercle  des  oeuf  points. 

1»  Distances  aux  trois  côtés.  —  Le  centre 
étant  le  mi  ieu  de  OP,  la  distance  de  ce  point 

au  côté  BC  est   1(00 -fPG) 


ODrrRcosA 


et  comme 


PG  =  BPcosC 
BG 


BP  = 


sin  G 


PG  =  BG_<>7C  ^  Cco8Bco»C  ^zRcQgBcogC 


Digitized  by  LjlOOQIC 


DES  TRUNGLBS  2|7 

donc  la  dislance  du  centre  H  au  côté  BC  est 

A(RcosAH-2Rco8Bco8C)  =  -|[2co3Bco8C-co8(B  +  C)] 

=  -j  (<5<>8  B  008  C  —  sin  B  8in  C) 

=  -5^008(0  — B) 

(Cet  angle  C  — B  n'est  autre  que  Tangle  OAP.) 
De  même  les  distances  du  centre  aux  autres  côtés  sont 

-^co8(A-C)    et    -^cos(A-B)  (i09} 

2«  DUlanee$  aux  iroiê  hauteurs,  —  La  distance  du  point  H  à  la 
hauteur  AG  est  la  moitié  de  DG.  Or  on  connaît  les  distaoces  entre 
les  pieds  des  hauteurs  et  ceux  des  médianes  (n«  315);  il  en  résulte 
que  les  distances  du  centre  aux  trois  hauteurs  sont 

-|.8in(C-B),    ^-8in(A-C)    et    -|-sin(A-B)      (HO) 

3«  Distances  aux  trois  sommets.  —  Avant  de  faire  celte  recherche, 
calculons  préalablement  la  distance  OP  du  centre  du  cercle  circon^ 
scrit  au  point  de  concours  des  hauteurs. 

Dans  le  triangle  OAP,  on  a 

ÔP  =ÂÔ  -hÂP  — 2AO.APcos(C  — B) 
or  AO=R    et    AP  =  2RcosA  (n- 293,  32) 

donc  ÔP  =R«[l  +  4co8«A  — 4co8Acos(C  — B)] 

=  R«-h4R«cosA[co3A  — cos(C-.B)] 

=  R«-h4R«cosA[— co8(BH-C)  — cos(C  — B)J 

=  R«  —  8R»  cos  A  008  B  cos  C 

=  R«  (  1  —  8  008  A  cos  B  ces  C  ) 

Ceci  posé,  H  étant  le  milieu  de  OP,  la  ligne  AH  est  une  médiane 
du  triangle  OAP,  et  Ton  a 

ÂÔ  -hÂP  =2ÔH*-f-2ÂH* 
— «  t  . 

d'où  2AH  =R«4-4R»costA  — 20H 

=  R*  +  4R«  cos«  A  —  1^  Op' 

c'est-à-dire 
t 

4AH  =2R«4-8R«cos«A  — R«(l— ScosAcodBcosC) 
=  R«  +  8R«oo8A(co8A-HcosBco3C) 
=  R«  +  8R«co3A[— cos(B  +  C)r|-co8BcosC] 
=  R«  +  8R«cosAsinB8rnG 
THiflCHOMÉraiB.  —  ic  r^     ^    T 
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Donc  AH  =  ^/l  +  «co8A8îal3»ia(;  \ 

De  même,  BH  =  ^/i +8co8BsinA8inC    V  (111) 

CH  =  5-  v^lT 8  côrc  sin  A  sin  ^   j 

4»  Segments  iniereeptéê  «*r  les  côtés. 

Ces  segmenta,  déterminés  précédemment  (n*  315}  sous  on  autre 
titre,  ont  pour  valeurs 


a?  =  RBin(B  — C)     \ 
«  =  R8in(A-B)     ) 


y  =  R8in(A— C)     [  (112^ 


319.  CoroUaires,  —  I.  Le  centre  du  cercle  des  neuf  points  est  sur 
)a  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  DG;  cette  perpendiculaire  ne 
peut  passer  au  point  0,  à  moins  que  D  et  G  coïncident;  mais  dans 
ce  eas  B  =  C.  En  appliquant  le  même  raisonnement  à  Tun  des  autres 
côlés,  on  conclut  que  le  centre  du  cercle  des  neuf  poinU  ne  peut 
coïncider  avec  le  centre  du  cercle  circonscrit,  qtte  lorsque  le  triangle 
est  équilatéral. 

11.  Le  centre  du  cercle  inscrit  est  sur  AE  bissectrice  de  Tangle  A, 
et  celui  du  cercle  des  neuf  points  est  sur  DF;  donc,  quand  ces  deux 
centres  coïncident,  ce  point  commun  est  H.  Or,  d'après  la  première 
partie  du  problème ,  on  a  dans  ce  cas 

r=|-cos(B-C)  =  -|-co8(C-A)  =  -^cos(A-B) 

de  aorte  que    cos(B  — C)  =  cos(C  — A)  =  co8(A  — B) 
tfoù  A=B  =  C 

Donc,  quand  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  coïncide  avec  le 
eontre  du  cercle  inscrU,  le  triangle  est  équilatéral. 

Parmi  les  propriétés  nombreuses  du  cercle  des  neuf  points,  on  peut 
rappeler  le  théorème  de  Fuerbach.  (Voir  Ex,  de  Géomélrie,  n-  238 
et  732.) 

§  9.  —  Relations  concernant  les  cercles  tangents 
aux  côtés  et  au  cercle  circonscrit. 

320.  Calculer  le  rayon  du  cercle  tangent  à  la  fois  extérieurement 
au  cercle  circonscrit  à  un  triangle  et  au  prolongement  des  calés  de 
l'un  des  angles.  A,  par  exemple, 
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Soit  X  le  rayon  du  cercle  cherché  0'.  JoiffooBS  00*  OA  ^  (VA 
U  triangle  AOO'  donne  ^  »  v^a  «  i/a. 

OÔ^  =ÂÔ  +ÂÔ'*-2AO.AO'co8  0AO' 

_?R-     eosOAO' 


(R  +  a;)t=Rî^-. 


8iDt-*.A 


an 


MaiirangIeOAO'=-^A-OAG  =  -|A-.(90*-AOD} 
el  comme  AOD  =  B 

0A0'=-^A  +  B-90o 

=  -iA  +  B-^(A  +  B4rC) 

réquation  devient 

«r«  sint-g^  A  +  2Rjp8in«-*  A  =  a?«-2Raî8in  1 A  C08  ^  (B-C) 
ou,  diviaanlparx  et  mellanl  en  facleura, 

xco8»-^A  =  2R8in|A[8inAA  +  co8i^(B-C)] 

=  2R8in^-A[co8-|(B  +  C)  +  co8-i(B-C)] 
ou  enfin 

aîco8î^A  =  4R8iniAco8-iBcos-^C:=f>lg^A==r' 

En  désignant  par  y  el  5  les  rayons  des  cercles  analogues  inscrits 
dans  B  et  G,  on  aurait  également 

î/co8«-lB  =  4Rsin^BcosAcco8-^A  =  ptgi.B  =  r") 
*  coBt-^C=4R8in^Gco8|-AcoslB=:plg^C=r'"\ 
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et,  en  muUipliant  membre  à  membre, 

xy%  =  64R'  &in  -n-  A  sin  -^  B  sin  ^  G 

Mais  la  première  des  formules  (18),  n«  290,  donne 

1  1  1  r 

sin  -^  A  sin  Y  B  sîn  -n-  G  =  -vô- 

donc  xi/f  =  i6R«r  (IH) 

On  peut  encore  écrire 

ary3  = . -— 

cos«  -g-  A  cos*  ^  B  cos*  -j-  G 

ou,  à  cause  des  formules  (15),  n^  290, 


xy% 


o*6»c^ abc 


^  cos  -s-  A  cos  -^  B  cos  -5-  G 


En  remplaçant  les  carrés  des  cosinus  des  demi -angles  par  leurs 
valeurs  tirées  des  formules  (113),  on  a  encore 

__     4Rr'  4Rr"  _    4Rr"'  ,.,^, 

or  la  première  de  ces  trois  relations  peut  s'écrire 

4R^r'^-f  *'"^ 
X  f' 

d'où  4R  +  a;  ^  r'^r^  +  r"'  ^  4R  +  r 

X  >•'  r' 

on  en  déduit  r'  =  (^  +  ^1^      ^ 

de  même  r"  =  ,(^R  +  r)v      f  . ^ j ^ 

,,»/_  (4R4-r)i       1 

"   4K+,     y 

Si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  la  relalion    J- =  X  +  4r  + -J^ , 

2R r        1         1         1 

on  a  encore  -±^^ — L -- _L  4.  _L  _l  i.  (ààn\ 

2tir  a;  ^  y  ^  js  ^"'^ 

On  peut  remarquer  que  le  milieu  I  de  la  corde  des  conlacls  B'(V 
est  le  centre  du  cercle  ex-inscril  dans  l'angle  A*. 

Gar  si  Ton  mène  la  perpendiculaire  IM  et  qu'on  joigne  O'B',  le 

triangle  1MB'  donne  IM  =  IB'  cos  i  A 

*  Cette  r^arqoe  eet  due  à  M.  Majikheim,  profesieur  à  l'École  polytechnique. 
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m 


or 
donc 


IB'=a5C08-i  A 
IM  =  aîC08«~A=:r' 


321.  Des  relations  analogues  peuvent  être  obtenues  entre  la  rayon$ 
X,  y,  z  des  cercles  tangents  intérieurement 
au  cercle  circonscrit  et  aux  côtés  du  triangle 
ABC. 

La  marche  étant  absolument  identique,  il 
suffît  de  rindiquer  et  de  signaler  les  princi- 
paux résultats. 

Le  triangle  AOO'  donne 

(R-x)«=R«+-^î ?^cos^(B-C) 


sin'^ 


^ 


sin^A 


d'où    a?coô«-^A  =  2R8iii^  Arco8-|(B  — C)  — cos^(B  +  C)l 


ou 

de  mémo 


i  i  i  I 

xcoB^-^  A  =  4R8in-n^  Asin-^  B£in4  C  =  r 


yco8«^B  =  r 


(118) 


scos*^C  =  r 

1 
/ 

4Rr          ..          4Rr 

4Rr 

r'  +  r"' 

(119) 

2Rr          111 

(120) 

4R+^r       X    '    y    '    » 

a?  = 


etc.  etc. 

De  même  aussi,  le  milieu  l  de  la  corde  des  conlacls  B'C  est  le 
centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC. 

Car  on  a,  comme  précédemment, 

lM  =  IB'co8^A    et    1B'=0'B'co8|a 


d'où 


IM  =  xcos*-s- A  =  r 


Digitized  by  CjOOQ  IC 


2^  COMPLEMENTS  DB  TAIGOROMéTRll 

§  10.  —  Expressions  diverses  de  la  surface 
d'un  triangle. 

322.  11  a  été  démoDlré  que 

S  =  ia/i  =  -1.6/i'=^cV'  (no  300) 

4  11 

S  =  -2  6cdnA=  çacBinB=  2  aftfiinC  {Trig,,  n*  76) 

S  =  v'P(p-a)(p-6)(p-c)  (id.,ii«80) 

S  =  -^  (.•d.,chap.iy,appl.io) 

S  =  pMg-^Alg-|Blg^C  (Tri^.,  no  83) 

S  =  v/p . afec 8in  -|  A sin  i B  8Îq -i  C  (id.) 

S  =  £^  cog-^  Acos^  B  cosl  C  (tU) 

S  =  pr=(p— a)r'  =  (p  — 6)r"  =  (p  — cX"    (no  292,  forin.  28) 

S=v/rr'rV"=i:^?:^  (no287,  2) 

S  =  rr'cotgiA=rV"tg-^A  -  (forai.  30) 

S  =  2R«  sin  A  sin  B  sin  C  (form.  14  ) 

S  =  rcotg^Acolg|-Bcolg^G  (forai.  29) 

S  =  r'«colg-iAlg-|Blgi^C  =  elc.  (form.  29) 

S  =  -^  colg»  1  A  cotg*  -1  B  colg«  -^  C  (  form.  13  ) 

S  =  aR  sin  B  ein  C  =  6R  sin  A  sin  C  =  cR  sin  A  sin  B         (form.  46) 

On  peut  obtenir  un  grand  nombre  d'expressions  de  la  surface  du 
triangle  par  des  substitutions  ou  des  combinaisons.  Ainsi  on  a 

S  =  -|(6+c)siiilA=|(a-fc;sinlB=|(A+t)8inlc    (n*  306, 73) 
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Of  ©nayu(rnV.,no77)qaô    (6  +  c)8in^As»aco8^(B— C),    etc.; 
donc  les  formules  précédentes  peuvent  s^écrire 

S=|aco8^(B-C)=|6co8^(A-C)=^cco8^(A-B) 
On  a  de  même 

S==^(6— c)co8-|A=^'(a— c)co8,^B  =  ^(a— 6)co8^C    (n«307,74) 

En  multipliant  membre  à  membre  les  trois  formules  de  la  surface 
répondant  au  1"  ou  au  3*  cas  des  triangles,  on  a 

i  g 
S  =  -^^oHl^c^  sin  A  sin  B  sin  G 

A 

En  multipliant  la  formule  (30)  rr'  ==  S  tg  -^  A  et  les  formules  du 
n«  285  «^^(p— a)cotg|^G,  r"'«(p  — a)cotg^  B,  on  obtient, 
à  cause  de  la  formule  (2), 

S  =  {p-a)MgiAcotgiBcotg-lc 
On  a  trouvé  (formule  31) 
S  =  Rr(sin  A  +  sinB -h 8in  C)  =  4Rr cos-j^  Acosi  B  C08-i  G 

SI  l*Oft  éXbfe  oett«  dernière  au  carré  et  qu'os  divise  par 
9=2R*BinA8inB8inC,    il  vient 

g--  ri(8inA-f  sinB  +  wnC)» 
28inA8ÎnB8inG 

On  peut  obtenir  encore  (Voir  le  problème  339) 

i  a«-6«         ,, 

^     T^-colgB-colgA-®^^' 

3  =  1  o*  +  6«  +  c« 

4  *  cotg  A  +  cotg  B  +  cotg  G 

En  remplaçant  les  cotg  par  les  rapports  du  cos  au  sin ,  la  premier* 
devient 


a (gt  — 6>)8in  AsinB 

^~"       28in(A  — B) 


l(A-B) 
Les  formules  des  n««  308,  309,  313  et  314  donnent 

g_   (»tt^(6«-C«)   ^  py(o«  — Çt)   ^   yy^(at^b^) 

Wô  Zâc  505 

o^  «fiY(a+fr)(6-f  c)(c  +  a)  _4  /«yY^P(q-^)(<*nÇ)iÈngi 
^ &p.abc  V        ""       8a^ 
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S =-|  V^MTM'- 2wOTNr^2m')  (M  - 2m")  (form.  92) 

S  =  -g-(4m«-aï)lgA  (form.  93) 

La  hauteur  divisant  un  triangle  en  deux  autres  dont  les  aires  sont 
(Tri^.,  no65)     j-a«sin2B    et    -^6*8in2A,    on  a 

S=l(a*8in2B-f fe«8in2A)  =  etc.;    d'où 

S  =  Y/^^iii(8in*A8in2B-f8in«BBin2A} 

Les  distances  des  sommets  d'un  triangle  au  point  de  concours  des 
hauteurs  étant  représentées  par  ce,  y,  a,  on  a  (n«  297,  form.  40) 

S  =  l-(aaj  +  6i/  +  c-j) 

Le  théorème  n»  1252  des  Ex,  de  Géom,  et  la  formule  (100)  n«  316 
donnent  3  =  -^- (acosA  +  6cosB-f  ccosC) 

On  a  encore  (Voir  problème  486  6w) 

g_  (a*-hfr»  +  c*)sinA8inB8inC 
4(1—  cos  A  cos  B  cos  C) 


§  il.— Diverses  autres  relations  dans  les  triangles. 

323.  On  peut  déduire  des  formules  énoncées  dans  les  huit  premiers 
paragraphes  de  ce  chapitre  un  grand  nombre  de  relations  entre  les  élé- 
ments linéaires  et  angulaires  des  triangles,  telles  que  les  suivantes  : 

Dans  tout  triangle  on  a 

.      8in(A  — B)  _  a«  — 6« 

^      sin(A-fB)""      c« 

2»    asin(B  — C)-h6sin(C  — A)  +  c8in(A  — B)=0 

3^    a«8in(B-C)    .  ,6«sin(C--A)    .    c«8in(A--B)  _^ 
sinA  sinB  "*  sinC 


4o 


o8in4(B  — C)        68in4^(C  — A)       csin4(A— B) 

^ + ^ + H =^ 

sin  4-  A  sin  4-  B  sm  q  C 

asia4(B-C)        68inl(C-A)        csini(A-B) 
~i + ^ + ^ =0 


cos-j-A  cos^B  cos^G 
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sinB  +  sinC  "^   sinC  +  sinA    '    BioA  +  iinb 

_      /  gin  A  +  sin  B  +  sin  C y __  ocosA  +  fecosB  +  ccogC 
'      V  a-\-b-^c  )  —  2abc 

8-  icot4A  +  Jcos»iB+lcos4c  =  ^ 

9.  -Bin'^A  +  7;8iû«2B  +  -sin«2C= ^^ ^^^-j^^ 

10»  co8«1a  +  cob«-|^B  +  cos«1c=2H--^ 

il.  acoB«-lAH-6cos«^B  +  cco8«-^C=p+^ 

12-  colgAA  +  colg-^B  +  colg-^C  =  -j^^colg-^A 

En  effet    !•     «P(A--B)  _  8in(A  + B) sin (A-B) 
'"'®*^*''*      Bin(A  +  B)~  8in«(À  +  B) 

^8in«A-8iD«B  (^,7^) 

=  /  si"  A  y      /  Bip  B  Y 
\  siu  C  /       \  8in  C  / 

2«  En  substituant    a==2B8inA,    6=r2R8inB,    es2R8inC,   ona 
2R[8inA8in(B  — C)  +  8inBBin(C  — A)  +  8inC8in(A  — B)] 
ou 

2R  [sin  (B+C)  BÎn  (B  -  C)+8in  (C+ A)  sin  (C— A)+8in  (A+B)  Bin  (A— B)] 
ou     2R(8in«B— Bin«C4-Bin«C  — 8in«A  +  8in«A  — Bin«B)=0 

3°  La  même  substitution  donne 
4R«[8inA8in(B  — C)  +  8inB8in(C  — A)H-8inC8in(A  — B)] 
en  vertu  du  calcul  précédent,  cette  expresaion  égale  zéro. 

4*  La  même  substitution  donne 

^Rfein^CB— C)cos-^A-fsin^(C— A)co3^B  +  8in^(A— B)co8^cl 

ou 

4Rrsin~(B-C)8in-|(B  +  C)  +  8in-2^(C-A)sin-^(C  +  A)  + 


+  8in-^(A-B)8in-^(A  +  B)l 
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OU 

/iR^sin^-g-B— 8in«~C  +  sin*|^C  — gin«lA  +  8m«|-A— 8m«|-B)=:0 

50  La  même  substitution  donne 
/jRrsin^(B  — C)8in^A-f8in-l(C— A)8in^B  +  sin|(A— B)sinic] 
ou 

2Rrco8-2-(AH-C  — B)  — co8^(A  +  B  — C)XC08^(B  +  A  — C)  — 
-co8■2-(B+C— A)+co8  *-(B+G— A)-co8y(A+C— B)]=0 

6<>  La  même  substitution  donne 

4R1  rsin'AsinfB  —  C)    ,    sin^BsinfC  — A)    ,    BÎn'Csin  (A— B)  l 
L     sinB  +  sinC  sinC-t-sinA        '        sinA  +  sinB      J 

or  i>°'A®»"  e^  --Ç^)==  BJn  A  sin  (  B  +  C)  sin  f  B  —  C) 

sm  B  -h  sin  C  sin  B  -\-  sin  G  ' 

sin  A  (  sin*  B  —  sin*  C  ) 

sin  B  4-  sin  C 

=  sin  A  (sin  B  —  sin  C) 

et  de  même  des  deux  autres  termes;  Texpression  proposée  égale  donc 
4R«[sinA(sinB— sinC)4-EinB(sinC— sinA)-f8inC(8inA— sinB)]  =  0 

70  La  même  substitution  donne  pour  le  !•'  membre    (-00-)  î     or 

le  2»  membre  égale  (n»  316,  4») 

sin  2A  +  sin  2B  +  sin  2 C^  ___    1 
^^R*lînA  srn  Blm  C     ""  "ÂRS" 

Zo  En  substituant  dans  le  premier  membre  les  valeurs  de  ces*  4-  A, 

1  1 

cos*-i^  B,    cos*-^  C  obtenues  au  3»  cas  des  triangles  {Trig.,  n«>  79), 

il  vient 

_^[p(p_a)-fp(p-6)  +  p(p-c)] 

^"  WP^'-^(^  +  ^  +  ^)]  =  V-2p*=-^ 

90  En  substituant  de  même  les  valeurs  de    sin* 4  A,    sin* 4  B, 
8in*-<j  C,    on  a 

-^[(P-6)(p-c)  +  (p-a)(p-c)  +  (p-a)(p-6)] 
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^"  -^[3p*~2p(a  +  6  +  c)  +  a6  +  6c  +  ac] 

ou  ^(a6  4-6c  +  ac-p«) 

^^  l^L^û^  +  ^c  +  ^oc-Ca  +  è  +  cJ»] 

ou  enfin  -^^(2a6  +  26c  +  2ac— a«— 6«  — c«) 

lO»  On  a 
cos«-|  A4- co8«-|  B  +  eos»-^- C=Y  (3  +  oo8A  +  co«B +  COSC) 

p.aftc        ^lî5c      ^^ÎR 

H*  Le  !•'  membre    =-|-(«  +  ^  +  c4-acosA4-6co8B  +  ccoBC) 

=  P  + -^  (sin  2A  4- sin  2B  +  ein  2C) 
=  p.  +  2R  sin  A  sin  B  sin  C 

—  n4-9R_§§!_  ^_L  ^S*  ,     S 


i200na    cotg^B^y/j^^^Z^^ 

de  même  colg  -|  C  =  ^^  cotg  ^  A 

<k»c  le  !•»  membre  peut  s'écrire 
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CHAPITRE   II 

DES  QUADRILàTÈBES 


g  1.  —  Calcul  des  éléments  du  quadrilatère 
inscriptible. 

304.  Étant  donnés  les  côtés  d'an  quadrilatère  inscriptible ,  pro- 
posons-nous de  déterminer  : 
10  Les  angles; 
2*  La  surface; 
30  Les  diagonales; 
4»  Le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Soient  a,b,  e,  d,  les  4  côtés. 

!•  On  a     BD  =a«-h(i«  — 2adcosA 

et  BD  =6«-|-c«— 26ccosC 

Or   cosC  =  — cosA,    les  angles  opposés  éUnt 
supplémentaires  ; 
donc    a«-fd«— 2adcosA=!6«  +  c«4-26cco8A 

d'où  cos  A=       è(ad4.6c) — 

Rendons  cette  valeur  calculable  par  logarithmes  en  procédant  comme 
pour  le  3«  cas  des  triangles  : 

,       2a(i  +  2&c  — g»  — <<«  +  6«  +  c«  _  (6  +  c)»— (a— rf)^ 
i— cosA  = i:{â3rY^  2(a(<  +  6c) 

(&4-c  +  a-tf)(6  +  c  +  rf-o) 
=  2{ad-{-bc) 

donc,  en  posant  a  +  6  +  c  4-(i  =  2p 

sin-^A  =  y^^   a5  +  6c 

*  +  ^**^= 2(ad  +  6c) 2(a<i  +  6c) 

_  (o-hd  +  fr  — c)(a  +  gt  +  c  — fe) 
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Les  deux  autres  angles  sont  les  suppléments  de  A  et  B. 

2»  La  surface    S  =  ABD  +  BCD  =  ^  ad  sin  A  +  ^  6c  sin  C. 

Or  C  est  le  supplément  de  A ,  les  sinus  de  ces  angles  sont  égaux , 

donc  S  =  ^(ad4-6c)sinA 

11  1 

Mais     sin  A  =  2  sin  -^  A  cos  ô-  A  ;     si  Ton   remplace     sin  -^A    et 

cosyA    par  leurs  valeurs,  on  a 


Donc  ^=^(P^^{~P^^^(p—c)Jp^^J  * 

Si  d  =  o,  la  figure  se  réduit  à  un  triangle,  p^d=p,  et  la  formule 
devient  S=/p(p  — a)Xp^6)"(p^^) 

1 

3^  Entre  les  deux  valeurs  de  BD  éliminons  cos  A,  il  vient 

ptJ*      6c(a*-f  d»)  +  ad (6«  +  c«)  _  a6.(aÇ+  ^^) 4-c<<(ac  +  M) 
**"  "  6c  +  'ad  —  6c4-ad 

ou  BD=i^^^(^^+-^ 

oc  +  ad 

De  même  aC*=^^-^-]^^+-'^^ 

On  déduit  de  ces  deux  formules 

AC.BD  =  ac  +  6d 

..  AC  _ad-\-bc 

**  BIT—  ab-^-cd 

Expressions  analytiques  de  deux  théorèmes  de  Ptolémée.  (Voir  Ex. 
de  Géom,,  no-  1209  et  1212.) 


*  G«tt«  formule  est  due  à  Brahmxoupta  ,  géomètre  hindon^iL  vi*  tlèole. 
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BD 
4«  Le  rayon  du  cercle  circonscrit    ï^  =  -2~-a 


et    sinA  =  2sinjAcos^A  =  M^^:^^^l^^^^^ 

r»        /l^  -\-cd){ac-{-bd)(afl-{-  bc) 
donc  n= 


4v/(p-a)(p-6j(p-c)(p-rf} 

325.  Remarque.  Si  le  quadrilatère  esl  à  la  fois  inscriplibU  et  cir^ 
conMcriplible ,  sa  surface  égale  la  racine  carrée  du  produit  des  câUê, 

Car,  dans  un  quadrilatère  circonscrit,  la  somme  de  deux^côtés 
opposés  égale  la  somme  des  deux  autres  (Géométrie,  probl.  sur  le 
2»  livre,  155). 

Donc  p=za  +  c  =  b-\-d 

et  la  formule     S  =  y  (p  — a)(p  — 6)  (p  — c)(p  — d) 

dev  ient  S  =  s^hcd 


§  2.  —  Propriétés  des  quadrilatères  quelconques. 


326.  Théorème  I.  —  Daxis  tout  qtMdrilaière  convexe,  le  double 
produit  des  diagonales  par  le  cosinus  de  Vangle  aigu  comptais  égale 
la  somme  des  carrés  des  deux  côtés  non  compris 
dans  cet  angle,  diminuée  de  la  somme  des  carrés 
des  deux  autres  celés. 

Soit  le  quadrilatère  ABCD,  dans  lequel  A\)  =  a, 
AB  =  6,  BC  =  c,  CD  =  rf,  les  diagonales  AG  =  a5, 
BD  =  v,et  9  Tangle  AGB. 

Si  l'on  projette  la  ligne  brisée  ABDG  sur  la  dia- 
gonale AC,  on  a 

x=zbcoB  BAC  +  v  C0S9  -f  d  cos  ACD 
d'où,  en  multipliant  par  2x, 

2»*  =  2bx  cos  BAC  +  2xy  cos  ç  +  2dx  cos  ACD 
Or  les  deux  triangles  ABC  et  ACD  donnent 

26a;  cos  B  AC  =  6*  +  flc*  —  c* 

2ûte  cos  ACD  =  d«  +  ««  ^  a* 

en  substituant  ces  valeurs,  la  relation  précédente  devient 

2a;«  =  6«  +  a5«  — c«  +  2a?ycos?  +  rf*  +  x«  — a» 

d*oii  2a;yco89s=a*  — &s  +  ot.^  (|) 
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327.  Ce  théorème  est  yrai  pour  ud  quadrilatère  non  conrexe,  qu'il 
ait  un  augle  rentrant  ou  qu'il  soit  étoile. 

En  considérant  le  quadrilatère  ABCD  comme  un  quadrilatère  étoile 
ÂBDCA ,  les  côtés  opposés  a  et  e  du  premier  sont  les  diagonales  du 
second  et  inversement ,  et  Ton  a 

2accos(a,  c)=jr*-f  y*  — 6*— rf«  (2) 

de  même  26rfco8(6,  rf)=x«  + y»  — a*-"C«  (3) 

Ces  formules  constituent  un  deuxième  théorème  analogue  au  pré- 
cédent : 

Dans  tout  quadrilalère ,  le  double  produit  de  deux  calés  opposés, 
muUiplié  par  le  cosinus  de  V angle  qu'ils  forment,  égale  la  somme  des 
carrés  des  diagonales  diminuée  de  la  somme  des  carrés  des  deux  autres 
côtés. 

328.  En  soustrayant  (3)  de  (2)  et  comparant  le  résultat  avec  la  for- 
mule (1  j,  il  vient 

xycos{x,  y)  =  accos  (a,  c)— Mcos(6,  d)  (4) 

qui  fournit  un  nouveau  théorème  : 

Le  produit  des  diagonales,  multiplié  par  le  cosinus  de  Vangle  corn- 
pris,  égale  la  différence  des  produits  des  calés  opposés,  mullipliés 
chacun  par  le  cosinus  de  l*angle  compris. 

329.  Galonl  de  la    droite    qui    joint   les    milieux  des   diegOBelee.    — 

Soit  r  la  longueur  de  cette  droite.  La  géométrie  donne 

4r*  =  a2  +  6*-|-e«-frf*  — «*— V* 
Or  on  a  trouvé  (2) 

£c*-f  t/»  — 6*  —  d*=r2acco8(a,  c) 

en  soustrayant  cette  relation  de  la  précédente,  il  vient 

/jr*=a»-fc*  —  2acco8(a,  c)  (5) 

On  aurait  de  même   4r«  =  6»-hd»  — 26dcos(6,  d)  (6) 

Ces  deux  formules  peuvent  s'énoncer  aisémeot  sous  forme  de  théo- 
rème; on  en  déduit 

at-i-c*  — 2accos(a,  c)  =  6«-fd*— 26dcos(6,  d)  (7) 

330.  Calonl  des  droites  qai  joignent  les  milieux  des  oôtés  opposés-  -— 
Soient  p  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  côtés  opposés  a  et  c,  et  q 

celle  qui  joint  les  milieux  des  deux  autres  côtés. 

On  a  4pî==a5*-i-  v*-f62-f  d*  — a«  — c* 

et  (1)  6*  +  d«  — a»— c*=— 2a?i/cos9 

donc  4;>*  =  x«  -f  t/*  —  2xy  cos  9  (8  ) 

On  a  de  même  4g«=x*  + v*  +  2ajycoB9  nr^r^n]^     ^^^ 
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En  soustrayant  membre  à  membre  les  égalités  saivantes  : 

26(icos(6,d)=a;«-f  V*  — «*  — c« 
a*  —  6*-hc*  —  eP  =  2â?i/cosf 
on  a  encore 

b*  +  d*'\-2bdcùs{b,  d)=x«  +  y«  — 2X1/C08  9 
on  a  donc  aussi       4p*  =  6ï-f  d*  +  26rfcos(6,  d)  (10) 

et  pareillement         4ç*=a*-f  c*  +  2ac cos (a,  c)  (il) 

331.  Calool  de  u  sarikoe.  —  Les  droites  p  et  q  sont  les  diagonales 
d*un  parallélogramme  dont  les  côtés  adjacents  -§-  et  ^  comprennent 
un  angle  égal  à  Tangle  9;  Taire  de  ce  parallélogramme  est  donc    * 

■^xyBin(x,y)    ou    ^pqBin[p,q) 

par  suite ,  on  a  pour  celle  du  quadrilatère 

S  =  -^xy&in(x,y)=pqsin{p,q) 

mais  on  a  aussi 

2pgcos(p,  7)  =  -^  (ac*— î/«  +  x«— y») 

ou  pçcos(p,  g)=-^(x«— y«) 

donc,  en  multipliant  membre  à  membre, 

S X cos(p,  ç)  =  ^  (a:«—  y*) sin  (p,  q) 

d'où  S  =  -5-(aî*-y«)tg(p,9r)  (12) 

Celte  formule  donne 

On  trourerait  de  même 


(13) 


332.  AntrM  «cprMsions  de  la  snrfiue.  —  On  sait  que 

Q        ^ 

o  =  -g-  ocy  8in  ç 

mais  on  a  trouvé  (1)   2ajy  cos  9 = a* — 6«  +  c* — d« 
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en  multipliant  membre  à  membre,  il  Tient 

\ 

S  X 2 C08 9  = -ô  («*  —  6* -h  c'  — rf*) sin 9 

d'où  S  =  j(a«  — 6*  +  c*  — ci«)tg9  (14) 

4  4 

Si  Ton  remarque  que     -ô  «^y  sin 9  =  ^  v/4x*y* — àx^y^ cos* 9  ,    à 
cause  de  (1)  la  formule  précédente  peut  s'écrire 


1 


S=iv^/i»V  — («*  — 6*  +  c«  — cf*)*  (15) 

ou  encore 

S = -i  v/(2xy  +  a»  —  8^'^^^^Wr(^y  —  a«  4-  6« ^^^+^ïj  (16) 

II  serait  facile  de  présenter  encore  un  grand  nombre  d'autres  rela- 
tions qui  sont  Texpression  d'autant  de  tbéorèmes.  On  peut  consulter 
sur  ce  sujet  Propriété*  de$  quadrilatères,  par  M.  G.  Dostor. 

Quadrilatère  înseriptiUe. 

Les  principaux  éléments  du  quadrilatère  inscriptible,  que  nous 
avons  obtenus  par  un  calcul  direct,  au  §  \"  de  ce  chapitre,  pour- 
raient se  déduire  des  formules  précédentes  en  y  introduisant  la  condi- 
tion que  les  angles  opposés  sont  supplémentaires.  Ajoutons  ici  quel- 
ques relations  intéressantes. 

333.  Diagonale*.  —  Des  formules  trouvées  (n«  324) 

«_^  (ab-{'Cd)iac+bd) 
*  "*  ad -h  6c 

^  — "^  ab-i-cd 

on  déduit  xy  =  ac  +  bd  \ 

X  _  ab  +  cd  [  (17) 

y        ad-^-bc  ) 

_  (ac  +  M)[(a6  4-cd)«-(ad4-6c)«] 

{âà  +  bc){ab-{-cd) 
_  (ac  +  M)(o*  — c«)(6«  — d«) 

d'où  jglziyl=4^x  ^;t^  (lô) 

xy  ad-^bc       oM-ca  ^ 
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334.  Segments  des  diagonales.  —  Soient  x'  et  x"  les  segments  de 
la  diagonale  x,  et  soient  y'  et  y"  ceux  de  la  diagonale  y. 

Les  deux  triangles  ABD  et  BCD,  qui  ont  les  angles  A  et  C  sup- 
plémentaires et  en  môme  temps  une  base  commune,  donnent 
ABp_  AD.AB  _ab 
bCD        CU.CB  ■"  cd 

«t  ABD  __  AG  _  œ' 

donc  ^;=^=4±^  =  _^^ 

ab       ed       ab  +  cd       ab-\-cd 


y 


(19) 


de  môme  -2L  =  iL,  = 

ad        bc        ad  +  be 

Par  suite,  à  cause  des  valeurs  précédentes  de  a?«  et  de  y«, 
,,_      a^b^(ac-\-bd)  ^„^__       cVi^jac-i-bd) 

"^   '-(ab-^cd)(ad-^bc)     ®^    '^^-'{ab-\-cd)(ad-{-he) 

,M^  ^    a^di(ac  +  bd)  ,^/«_       b*c*(ac  +  bd) 

^         (a6H-cd)(ad-ffec)     ®'     ^    ~" T^RT^^JX^a+fe]- 

''°**  ■i5-=^  =  ^=^  (20) 

c'est-à-dire  :  Les  segments  des  diagonales  sont  entre  eux  comme  les 
produits  des  côté»  qui  aboutissent  aux  extrémités  de  ces  segmentée 
Ce  théorème  a  été  énoncé  par  Camot  dans  sa  géométrie  de  posiHon. 

335.  Angles  des  diagonales.  —  Dans  la  formule 
2xy  cos  9  =:a'  —  6'  +  c*—  rf* 
Si  Ton  remplace  xy  par  sa  valeur  ac  -h  bd,  il  vient 

■^  2(ac  +  !»d)  ^^^^ 

d'où,  en  posant    a  +  6  +  c-|-d=2p, 

par  suite      sin ç  =  i^lPiz^l(£^fel^|E5^.)  ( P -"^T)  ^g^) 

et  en  divisant  (21)  par  (22) 

tg  m  -  _^y  ("P -  â)Tp^  ^Hp"-  g)  (P  -~^T  /oqN 

(Sturbi,  i4nwa/c«  rf«  Gergonne,  xiii,  p,  314.) 
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336.  AngUê  formée  par  Us  câUs  opposée.  —  Soit  E  l'angle  des 
côtés  a  el  c,  et  soit  F  celui  des  deux  autres  côtés.  Uangle  Ë  est  le 
supplément  de  la  somme  des  angles  A  et  B  ;  donc 

1  il  11 

sin  ^  E  =  cos  2"  A  cos  ^  B  —  sin  ^  A  sin  -^  B 

^v(p—a){p—c){p'^^^-v'(p^a)(P^c)iP—b)^ 
vH^^-fcdJiad  -fbc) 


De  même 


Puis  coslE  =  (6  +  .)v/3^Jîfe'^ 

donc  tgY^=T+TVTp^np-^r 

'»2*^-  Mr7V"(p-a)(P- 


(24) 


(25) 


(26) 


0) 


On  en  déduit 


cos^F 

«î4F_a-c 
"cosiE"'"^+'^ 


(27) 


Ainsi  :  La  différence  det  diagonales  divisée  par  leur  somme  égale  le 
produit  des  tangentes  des  demi- angles  formés  par  les  côtés  opposés, 

337.  Si  le  quadrilatère  est  à  la  fois  inscriptible  et  circonscriptible, 
sa  surface  égale  la  racine  carçée  du  produit  des  quatre  côtés;  car 
la  somme  de  deux  côtés  opposés  étant  égale  à  la  somme  des  deux  au- 
tres côtés  (n*  325),  on  a 

p  =  a  +  c  =  6  +  d 
et  la  formule    S  =  /(p— ô)(p  — 6)(p  — c)(p  — rf)    devient 

S  =  /^F3d  (30) 
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Si  Ton  ayait  a=6  et  e=d,  le  quadrilatère  inscriplible  serait 
éyidemment  circonscriptible  ;  la  formule  précédente  deyiendrait 
3=/â^=ac;  ce  que  Ton  voit  aisément  sur  la  figure. 

Dn  trapéxe. 

338.  Soit  un  trapèze  ABCD  dans  lequel  on  a 

ABrra,    BCr=6,    CD  =  c,    DA  =  (f 

et  BD  =  a?,      AC  =  î/ 

Les  quatre  triangles  ABD  et  BCD,  ACD  et 
ABC  donnent 

x^=a^+cfi—2adcoiA,   aî«=6»  +  c«  +  2ècoosB 
i/«=c>  +  d*  +  2cdcosA,   i/*=a*  +  6>— 2a6co8B 
d'où  ca5*  +  ay*=(a  +  c)(d*  +  ac) 

ax«  +  q/«  =  (a  +  c)  (6«  +  ac) 
Ajoutant  et  retranchant  successivement,  il  vient 
œ*  +  y^  =  b^+d^-{-2ae    \ 
açi-yi  ^  g-hc  [  (3!) 

6«  — rf«        a  —  c  J 

Ainsi,  dans  tout  trapèze  : 

i^  La  somme  de$  carrés  des  diagonales  égale  la  somme  des  carrés 
des  celés  non  parallèles  augmentée  du  double  rectangle  des  bases. 

2^  La  différence  des  carrés  des  diagonales  est  à  la  différence  des 
carrés  des  côtés  non  parallèles,  comme  la  somme  des  bases  est  à  leur 
différence. 


339.  Diagonales.  —  Des  formules  (31)  on  tire 

aî«=(ac-6</)  +  (a6-cd)-|±^    \ 

y«=(ac-M)4-(ad-6c)A±^    j 

Calés  non  parallèles.  —  Les  mêmes  formules  donnent 
. ,      gy'-f-  cy*  \ 

^'=—^rft — «^  I 


(32) 


(33) 


Angle  des  diagonales.  —  Si  dans  la  relation  générale 
2a^co8  9  =  a<  — 6<  +  cS  — cf* 
on  remplace  6«  +  dt  par  x«  +  i/«  — 2ac,  on  a 
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ce  qui  donne 

OU,  en  déyeloppant, 


2  ^      2  V  xy 


i 

_  1  4  /la  +  c  +  aî-- 

V)(a-|-c-f  y- 

-aï) 

008-^  Ç. 

-2V 

iCÎ/ 

..i 

4  /la  +  c  +  aj  +  y 

){J74-y  — a  — 

c) 

(3ÎJ) 


Dn  paraUélognumne. 

340.  Soient  a  et  6  les  côtés  adjacents  d*un  parallélogramme,  x  et  y 
ses  diagonales  (on  suppose  a>6,  x>y,  les  angles  de  ces  droites 
étant  leurs  angles  aigus). 

On  a  aî«  =  a«  +  6t -h  2a6cos( a,  b) 

i/«=3a«-|-6«  — 2a6cos(a,  b) 

4a*=:x*  +  t/2  +  2a;]/cos(y,  x) 

/j6«=a;«  +  y*  — 2xj/cos(x,  y) 

Les  deux  premières  donnent 

oî»  — y«  =  4a6cos(a,  6)        | 

et  les  deux  au  très         a>  —  6* = a?y  cos  (x,  y  )        / 

j»  V  /        N       /      I.N       i     a;+y     x  —  y     a-{-b     a  —  6   .„_. 

d'où    cos(x,y)co8(a,  6)  =  ^.— ^^  .— ^.^— .— 5—  (37) 

Le  double  de  la  surface  du  parallélogramme  étant 

a;y3in(a;,  y)    ou    2a68in(a,  6} 

on  en  déduit,  en  ayant  égard  aux  relations  (36) 

tgÇjg,  y)  _     2ab 
Ï76)  ~  a*  — 6» 


(38) 


sio(a, 

tg(a,  b)  ^     2a;y 
sin(ap,  y)       a?'— y» 

Ainsi,  dans  tout  parallélogramme  : 

!•  £^  différence  des  carrés  des  diagoncUes  égale  quatre  fois  le  pro- 
duit des  côtés  adjacents  multiplié  par  le  cosinus  de  Cangle  compris  ; 

2*  La  différence  des  carrés  de  deux  côtés  adjacents  égale  le  produit 
des  diagonales  multiplié  par  le  cotinus  de  Vangle  compris; 

3*  Le  rapport  du  $inu8  de  Vangle  des  diagonales  au  sinus  de  Vangle 
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des  côtés  égale  deux  fois  le  rapport  du  produit  des  deux  côtés  adja- 
cents à  celui  des  diagonales; 

4«  La  tangente  de  l'angle  des  diagonales  est  au  sinus  de  VangU  des 
côtés  comme  U  double  produit  de  deux  côtés  adjacents  est  à  la  diffé- 
rence des  carrés  de  ces  côtés; 

5«  La  tangente  de  Vangte  des  côtés  est  au  sinus  de  VangU  des  dia- 
gonales comme  le  double  produit  des  diagonales  est  à  la  diffèremce  4es 
carrés  de  ces  diagonales. 

341.  Surface.  —  Dans  la  formule  générale 

S  =  -1  /  4a;«y  «  ^J^t^^^b^+W—'d*  )  t 
si  Ton  fait    a  =  c,  b  =  d,    il  vient 

S  =  ^-  v/(arv  +  a«-6«j(icy  +  6*-a«)  (39) 

en  y  remplaçant  26«  par  a;«-|-y* — a*,   on  obtient 

2ccy  4- 2a«  — 26«=4a«-- (a;  — y)«=  (2a  4- a?  — y)  (2a  +  y  — a?) 
et  2ay  +  26*  — 2a«=(a;  +  y)*  — 4a«  =  (2a  +  a;  +  y)(aî+y  — 2a) 
ce  qui  donne 

S  =  ^/(2a4-x  +  y)(2a"+-lc^y)(2a-t-i/-a?)(ic  +  2i/  — 207   (^0} 

342.  Enfin,  si  dans  le  parallélogramme  on  fait  x=:y,  le  quadri- 
latère sera  un  rectangle;  les  formules  précédentes  donneront  pour 
Vangle  des  diagonales 

a«  — 6« 

d'où  8inç=-^     \  (41) 


2/76 


et 


^         V^  a»  4-  6* 

1  a 

C08-n-y=    ■  >  (42) 

Ainsi,  dans  tout  rectangle: 

i^  La  tangente  de  Vangle  des  diagonales  égale  deux  fois  le  produit 
des  côtés  divisé  par  la  différence  des  carrés  de  ces  côtés; 

2"  La  tangente  du  demi- angle  des  diagonales  égale  le  rapport  des 
côtés.  ^^ 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


CHAPITRE  III 


DES    POLYGONES    RÉGULIERS 


§  1.  —  Calcul  des  éléments  des  polygones. 


343.  Une  circonrérence  étant  cKTÎsée  en  m  parties  égales,  si  Ton  joint 
les  points  de  division  consécutifs,  on  forme  le  polygone  régulier  inscrit 
de  m  côtés;  c*est  un  polygone  convexe.  Si  n  représente  un  nombre  infé- 
rieur à  m  et  premier  avec  celui-ci,  en  joi^^nant  les  points  de  division 
de  n  en  n,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  m  —  n  en  m  —  n,  on 
ne  reviendra  au  point  de  départ  qu*après  avoir  passé  par  tous  les 
sommets,  et  la  figure  que  Ton  obtiendra  sera  un  polygone  éêoilé. 
Mais  si  m  et  n  ont  un  diviseur  commun  a,  on  ne  passera  que  par 

un  nombre  ^  de  sommets,  et  la  figure  obtenue  sera  un  polygone 

de  —  côtés  seulement.  11  y  a  autant  de  polygones  réguliers  de  m  côtés 

que  de  nombres  premiers  avec  m  et  inférieurs  à  la  moitié  de  m. 
Ainsi,  par  exemple ,  outre  le  polygone  régulier  convexe  de  15  côtés, 
il  y  a  encore  trois  autres  penlédécagones  étoiles  que  Ton  obtient  en 
joignant  les  sommets  de  2  en  2,  de  4  en  4,  et  de  7  en  7.  —  Le  côté 
du  premier  peut  se  désigner  par  la  notation  aij,  et  les  autres  par 

Ce  qui  suit  s^appiique  exclusivement  aux  polygones  réguliers  con- 
vexes; néanmoins  le  n«  344,  !<>  permet  de  calculer  aussi  les  côtés 
des  polygones  étoiles. 

3'i4.  {0  Calé  du  polygone  régulier  inecril  de  n  côtés. 

Soit  AB  =  a,  le  côté  du  polygone  régulier 
de  n  côtés  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R. 

Si  Ton  joint  A  et  B  au  centre,  ou  si  Ton  con- 
struit le  triangle  rectangle  ABC,  on  obtient 

a  =  2Rsin  — 
n 

En  général,  a  étant  Tare  sous-tendu  par  une 
corde  a,  on  a  la  relation 


a  =  2Rsin||- 
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c'esl-à-dire  que  :  une  corde  quelconque  égale  le  produit  du  diamètre 
par  le  sinu$  de  la  moilié  de  Varc  qu*elle  80u$^tend, 

Si,  dans  la  formule  obtenue  précédemment,  on  fait  successiyement 
n=3,  4,  5,  6,  ....  on  aura  le  côté  de  lous  les  polygones  régulière  en 
fonction  du  rayon  du  cercle  circonscrit.  En  se  bornant  aux  polygones 
pour  lesquels  sin  —  peut  s'écrire  sans  le  secours  des  tables;  on  a  : 
pour  le  triangle  équilatéral ,  a  =  2R  sin  60»  =  R  /S" 
pour  le  carré ,  a  =  2R  sin  /i»«      =  R  /2" 

pour  le  penUgone ,  a  =  2R  sin  36»      =  ^  ViO  —  2  v^5" 

pour  rhexagone,  a  =  2Rsin30«      =R      

pour  Toclogone ,  a  =  2R  sin  22*  30'  =»  R  V^  —  V^ 

pour  le  dodécagone ,  a  =  2R  sin  15»      =  R  Y3  — v^ 

345.  2<»  CâU  du  polygone  régulier  circonscrit  semblable. 
Par  rapport  au  cercle  de  rayon  r,  AB=a'  est  le  côté  du  polygone 
régulier  circonscrit  de  n  côtés;  sa  valeur  est  donnée  par  la  relation 

a=2rtg-^ 

ou,  en  remplaçant  la  tangente  par  le  rappoit  du  sinus  au  cosinus, 
on  retrouve  la  formule  géométrique 

2aR 

a  =  -—=== 

3'i6.  3»  Rayons  des  cercles  inscrit  el  circonscrit  au  polygone  de 
n  côtés. 
Les  deux  formules  précédentes  donnent 

R  =  — ^— 

n 


En  donnant  à  n  les  valeurs  successives  3,  4,  5,  6...,  on  a, 
pourn  =  3,      R  =  -^v^  et    r=-^v^J 

n  =  4,      R=^v^  r=|. 

n  =  5,      R  =  ^v/50+10v^5  r=^V^ioV8 
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pourn  =  6,      R=  a  r  =  -2-v^ 

n  =  i2,    R=|-v/2Tv^=|.(t/2  +  /6)         r=-«(2  +  ^3) 


Ces  formules  permeltent  d*écrire  les  apothèmes  en  fond  ion  du 
rayon.  On  a  ainsi  : 


pour  le  triangle, 

-4 

carré, 

r  =  4v^ 

pentagone, 

r=R(l+»^) 

hexagone, 

r  =  4^S 

octogone, 

r  =  ^^2+Vi 

décagone, 

r=-«VtO  +  2ï/5 

dodécagone ,        r  =  |-  ^2+^5  =  -^  (  y^ê  +  v/2  ) 

347.  BaoMr^pie.  —  11  n*est  pas  sans  intérêt  de  constater,  à  l'inspec- 
tion des  tableaux  précédents,  que  Tapothème  d'un  polygone  peut,  en 
général,  se  déduire  de  son  côté;  il  suffit  de  changer  le  signe  —  en  + 
et  de  diviser  par  2.  Cette  règle  s'applique  aux  polygones  de  4,  8, 16, 
32,  12,  24,  48..  ,  côtés.  Elle  subit  une  singulière  modification  dans  le 
triangle  équilatéral  et  Fhexagone,  d'une  part,  et  dans  le  pentagone 
et  le  décagone,  de  l'autre.  En  divisant  par  2  les  côtés  du  triangle 
équilatéral  et  de  rhex8gone,on  trouve  respectivement  les  apothèmes 
de  l'hexagone  et  du  triangle  équilatéral.  La  même  relation  réciproque 
s'observe  pour  le  pentagone  et  le  décagone,  en  changeant  le  signe  — 
en  +  et  divisant  par  2. 

348.  40  Surfaces  des  polygones  réguliers, 

La  surface  peut  s'exprimer  soit  en  fonction  du  côté,  soit  en  fonction 
du  rayon  ou  de  l'apothème.  11  suffit  de  prendre  n  fois  la  surface  du 
triangle  obtenu  en  menant  deux  rayons  aux  extrémités  d'un  côté.  En 
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représenlanl  la  surface  de  ce  triangle  par  s  et  celle  du  polygone 
par  S,  on  a 

»=4-R»8m^;  donc    S=4^nR*8in  — 

t=r«(g«  — colg~  =  r«tg  — ;      donc    S  =  nr«lg-^ 

La  dernière  formule  exprime  également  la  surface  d'un  polygone 
rëgaliôT  circonscrit  à  un  cercle  de  rayon  r. 

La  surface  du  cercle  étant  celle  d'un  polygone  régulier  d'un  nombre 
infini  de  côlés,doil  s'obtenir  en  faisant  n=oC  dans  une  des  for- 
mules précédentes. 

En  efifet ,  la  limite  de    n  sin  ~-  =  a  sin  —  :  —  ;    or,  pour  n r=oC , 

sin  —  :  —  =  i  ;    donc  la  limite  de    n siu  ~     est  a.  Ainsi,  la  limite 
n      n  n 

de   n  sin  —  =  w. 
n 

Donc  S  =  icR« 

Si,  dans  les  formules  qui  précèdent,  on  donne  à  n  les  valeurs  suc- 
cessives 3,  4,  5,  6...,  on  obtient  pour  surface  des  polygones  régu- 
liers : 

Triangle,  S  =  -^v'5  =|-RV3  =3rn/3 

Carré,  S  =  a*  =2R«  =4r« 

Pentagone ,  S  =  ^^  ^23  +  10/5"  =  |  R«  ^10  +  2/5  ==  |  r«  ^5  ^2^rl 

Heiagone,  S  =  |aV3  =-|r«v'3  =2r«v^ 

Octogone,  S  =  2a«(i+v^)  =2R«v'5  =8r«(v'2-l) 

Décagone,  S  =  |-a«  V5+~2v5  =  |.  R«  VlO  -  2/5"  =2rV5V^5-^^5 

Dodécagone,  S  =  3a«(2  +  /Î)  =3R«  =12r«(2  — v^SJ 


Les  résultats  précédents  ne  peuvent  s'obtenir  par  la  Géométrie 
pour  un  nombre  relativement  restreint  de  polygones,  tandis  que  les 
formules  trigonométriquee  s'appliquent  à  tout  polygone  régulier  sans 
exception. 
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§  2.  —  Calcul  des  côtés  des  polygones  réguliers 
par  les  équations  binômes. 

349.  La  détermination  des  cotés  des  polygones  réguliers  peut  être 
ramenée  à  la  résolution  des  équations  binômes.  En  effet,  on  sait  que 
les  racines  de  s^ — 1=0  sont  données  par  la  formule  (Appendice, 
no  103) 

a;=co8 1"  wn v  ~» 

Or  -----  est  Tare  sous-tendu  par  U  c6té  du  polygone  obtenu  en  joi- 
gnant de  fc  en  k  les  points  de  division  de  la  circonférence  partagée 
en  m  parties  égales.  On  pourra,  par  conséquent,  connaître  le  sinus 
et  le  cosinus  de  cet  arc  si  Ton  sait  résoudre  l'équation  binôme 
0^  —  1  =0.  Gauss  a  indiqué  celles  qui  sont  quadratiques  (n^  256); 
il  suffira  donc  de  comparer  les  racines  obtenues  avec  leur  formule 
trigonométrique  pour  en  déduire  les  valeurs  des  côtés  de  certains  po- 
lygones réguliers. 

Prenons  pour  exemples  la  recherche  des  côtés  des  polygones  régu- 
liers de  3,  5,  6,  10  et  15  côtés,  et  pour  simplifier,  prenons    Raj. 

X50.  !•  Triangle  êquilalèral  et  hexagone.  —  Il  n'y  a  qu*un  seul' 
triangle  équilaléral  et  un  seul  hexagone  régulier.  La  détermination 
de  leurs  côtés  dépend  de  la  résolution  de  l'équation  x'  — 1  =0.  Or 
on  a  vu  en  Algèbre  (n«  261,  2«)  que  les  racines  de  cette  équation 

sont  4    et     ^(— l±v/=^ 

La  formule  trigonométrique  donne  pour  racines  de  la  même  équa- 
tion 1    et    cos-y^drsin^V^^) 

En  égalant  les  expressions  de  ces  racines,  on  a 

De  plus,  Tare  -^  étant  le  supplément  de  -j-  ou  le  complément 
de  -ï^,  on  a 

8in|-  =  cos^  =  i     et    cos|-  =  8in.^  =  i^ 

Le  côté  du  triangle  équilatéral  est    2  sin  ~-     ou    /J  ; 
le  côté  de  l'hexagone  régulier  est    2ein  ^     ou    1. 
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351.  2»  Pentagone  et  décagone.  —  Il  y  a  deux  pentagones  réguliers  : 
le  pentagone  convexe,  que  Ton  obtient  en  joignant  les  points  de  divi- 
sion d'une  circonférence  partagée  en  cinq  parties  égales,  de  i  en  1 
(ou  de  4  en  4),  et  le  pentagone  éloiU,  que  Ton  obtient  en  joignant 
les  mêmes  poinls  de  division  de  2  en  2  ou  de  3  en  3.  La  détermina- 
tion des  côtés  de  ces  polygones  se  déduit  de  la  résolution  de  Téqualion 

x8  — 1=0 

Or  on  a  yu  en  Algèbre  (n«261,  5«)  que  les  quatre  racines  imagi- 
naires de  cette  équation  sont 

^(•5'-l=bViO  +  2v^/^:n[)    et    -J-(-v^-4=bViO-2/5v/— l) 

En  égalant  ces  racines  à  celles  que  donne  la  formule  trigonomé- 
trique,  on  a,  comme  dansTezemple  précédent, 

cos^=|{v/5-l),         cos:^  =  -|(v/5-+i) 

sin^=^v/i0  +  2/5,      êin^=|VlO-2v^ 

formules  qui  donnent  les  côtés  des  polygones  cherchés. 
Le  côté  du  pentagone  convexe  est 

28in-J-=2sin:^  =  -lV^10-.2v/5 

celui  du  pentagone  étoile  est 

2sin^  =  iVlO  +  2v/5 

Le  côté  du  décagone  convexe  est 

2sin  ^  =2cos-^  =  l  (v^-i) 

celui  du  décagone  étoile  est 

2sin|j=2co8-|-=-2cos-^  =  -^(v^+l) 

352.  3o  Pentédicagones  réguliers,  —  Nous  avons  déjà  dit  que  ces 
polygones  sont  au  nombre  de  quatre  :  le  pentédécagone  convexe  ti 
les  trois  polygones  étoiles  que  Ton  obtient  en  joignant  les  pointa  de 
division  d'une  circonférence  partagée  en  15  parties  égales,  de  2  en  2, 
ou  de  4  en  4,  ou  d3  7  en  7.  La  détermination  des  côtés  de  ces  poly- 
gones résulte  de  la  résolution  de  Téquation    x^^  —  4=0. 

Pour  résoudre  algébriquement  cette  équation ,  commençons  par  en 
retrancher  les  racines  de  œ'  — 1=0  et  celles  de  â?'— 1=:0;  le 
quotient  de    (a?»  —  1  )  (x»  —  1  )    par  x  —  1  est 

aî«  —  x^  +  ac» — x*  +  a?*  —  a? -I- 1 
en  régalant  à  zéro ,  on  a  une  équation  réciproque, 
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Si  l'oD  divise  tous  les  termes  par  x*  et  que  Ton  pose    a?  -{ =  y, 

os 

il  Tient  v*  — î/*""^î/*  +  ^î/  +  *=0>  queTon  peut  considérer  comme 
résultant  de  réiimination  de  z  entre  les  deux  équations 

a«-»  — 1  =  0 

de  sorte  que  Ton  est  ramené  à  la  résolution  des  deux  équations  du 
second  degré. 

Les  racines  de  réquation  j"  — 1=0  peuvent  encore  s'obtenir  en 
multipliant  chacune  des  5  racines  de  x'  — 1=0  par  chacune  des 
3  racines  de  a:^  — 1=0,  puisque  15  est  le  produit  des  nombres  3 
et  5,  premiers  entre  eux  (Appendice,  n*  104). 

On  sait  aussi  que,  si  Ton  multiplie  les  4  racines  primitives  de 
a;*— 1=0  par  les  deux  racines  primitives  de  x*  — 1=0,  on  ob- 
tiendra les  8  racines  primitives  de  Téquation  proposée  (n*  255). 

En  égalant  ces  racines  à  celles  que  donne  la  formule  trigonomé- 
trique ,  on  a 

C08  ^±:^m^>J^=\[\^^^\|^i^^I^ 

cos-J^  ±  sînls^  V^^=J(l-V^W3ciÔ+^±^ 

cos-^±8in^/:^=g(l-v/5^V3lïÔ^^V^))± 

cos*^=fcsin^^vt^=J(l+/5+V3lîÔ+2^)±vÇ 

On  en  déduit  les  côtés  des  quatre  pentédécagones  réguliers 
a,5    =2sin^=2sini^  =  |(v/3-/Î5  +  V^10  +  2v^) 
a,5.,  =  2sin:2|^2sin:^=A(v/J+Vîî-V/l0-2/5) 
a„.4  =  2sin-|^=2sini^  =  |{vl5-v/3  +  Vl0  4-2/5) 
a,5.7  =  2sin^=2sin^=i(v^+Vy+V/lO-2v«) 
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§  3.  —  Des  polygones  étoiles  *. 

353.  On  a  vu,  dans  ce  qui  précède,  que  souvent  un  même  calcul 
donne  à  la  fois  divers  éléments  des  polygones  convexes  et  des  poly- 
gones étoiles;  dès  lors,  on  prévoit  que  ces  calculs  peuvent  être  faci- 
lement généralisés.  Un  certain  nombre  ne  sont  qu'une  simple  répé- 
tition des  calculs  précédents,  du  ils  se  déduisent  de  considérations 
géométriques  presque  évidentes;  c'est  pourquoi  nous  traiterons  ce 
sujet  rapidement.  Dans  certains  cas,  il  serait  même  suffisant  de  se 
borner  à  renoncé  des  principes. 

La  circonférence  ayant  été  divisée  en  un  nombre  quelconque  n  de 
parties  égales,  si  Ton  joint,  comme  il  a  été  dit,  les  points  de  division 
de  p  en  p,  on  obtient  un  polygone  étoile,  que  Ton  appelle  un  poly- 
gome  de  n  côtés,  de  l'espèce  p;  si  p  =  l ,  on  a  le  polygone  convexe. 

354.  1«  Des  angles.  —  On  constate  sans  difficulté  que,  dans  un 
polygone  quelconque  de  n  côtés,  de  Tespècc  p,  la  somme  des  angles 
(saillants)  égale  autant  de  fois  deux  adgles  droits  qu*il  y  a  d^unités 
dans  le  nombre  n  des  côtés,  diminué  du  double  nombre  2p  de  Tespèce. 
On  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

355.  Théorème  I.  —  Dans  tout  polygone  régulier  étoile  de  n  eéUs 
et  de  Veapèce  p ,  1<*  chaque  angle  saillant  égale  Vexcès  de  deux  angle» 

droits  sur  — ^    d'angle  droit;  2«  chaque  angle  rentrant  égale  Vexcès 

de  deux  angles  droits  sur   •   ^P        f    d'angle  droit, 

io  En  efi'et,  les  n  angles  saillants  valent  ensemble  (n — 2p]ic; 
chacun  d'eux  vaut  donc    ^"~  ^  n.    En  désignant  l'un  d'eux  par  a, 

on  a  a  =  i:  — ^2!L=  2  droiU  —  ^  d'angle  droit  (1) 

n.  n  " 

2«  De  même,  les  n  angles  rentrants  sont  les  angles  saillants  des 


*  La  théorie  des  polygones  étoiles  n'a  été  constituée  qn'entre  les  mains  de 
Kepler  qui  vint  y  ajouter  la  célébrité  de  son  nom  en  l'appuyant  sur  des  oonai- 
dératldns  analytiques.  Le  premier,  11  a  calculé  tous  les  éléments  de  ces  polygones. 
Sa  théorie,  tombée  ensuite  dans  l'oubli,  a  été  ressuscltée  par  Poinsot,  qui  Fa 
érigée  en  doctrine  définitive. 

ELiPLEB,  né  en  1571,  mort  en  1630,  doit  être  compté  au  nombre  des  plus 
grands  géomètres,  bien  qu'il  ait  consacré  son  temps  presque  exclusivement  à 
l'astronomie.  Ses  principaux  ouvrages  do  mathématiques  traitent  des  loga- 
rithmes, de  la  stéréotomie  et  de  la  notion  de  l'InfinL  /     ^^^i^ 

Jigitizedby  VjOOQLC 


DU  POLYGONES  EÉGULIB18  247 

polygones  régulière  de  n  côtés  do  Tespèce  p  — 1;  ils  valent  donc 
-î^— -5J^— i ic.    En  désignant  Tun  d'eux  par  p,  on  a 

p  =  ic-  ^î^^"^  ^=:2droiU--^t^:::iild'aDgle  droit      (2) 
Par  suite,  on  peut  écrire 

B-a  =  ~^^^~^^^+gg?-=.^  (3) 

^  n         ^    n         n  ^   ' 

Donc,  la  différence  entre  un  angle  rentrant  et  un  angle  saillant 
égale  la  n«  partie  de  deux  angles  droits, 

336.  Théorème  II.  —  Dans  tout  polygone  régulier  étoile  de  n  côtés 
et  de  Vespèce  p ,  Vangle  au  centre  égale  la  n«  partie  de  p  fois  quatre 
droits. 

Soit  un    polygone   régulier    étoile   ABCDE... 

L'angle  OAI  =  ~,    et  en  appelant  y  Tangle  au 

centre ,  Tangle  AOI  =  i  ;    donc 


-^^=|;  d'où 


T  = 


Mais  ^-a  =  ^^ 

n 

donc  y=:^  =  iL.2iï  (4) 

n         n 

Donc,  le  périmètre  d*un  polygone  régulier  de  Vespèce  p  sous-tend 
p  fois  la  circonférence, 

357.  2»  Des  côtés.  ~  Le  triangle  OAI  permet  d'établir  des  relations 
entre  le  côté,  le  rayon  et  rapolhème  d'un  polygone  régulier  étoile  : 
Vhypoténuse  OA  est  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit,  le  côlé  01  est 
le  rayon  r  du  cercle  inscrit,  et  l'autre  côté  AI  est  le  demi-côlé  du 

polygone  régulier.  Si  le  polygone  est  d'espèce  p,  Tangle  AOI  =  -^; 
on  a  donc 

Al  =  0A8inA01     ]  a^^,  =.  2R  sin -£j^ 

0I==0Aco8A01     >         ou         rH,=  Rco8^    \        ^5) 

Al  =  01  tg  AOI     ]  a^=2rtg.^ 

On  appelle  polygones  con^espondanls  deux  polygones  à  périmètre 
continu ,  Tun  d'un  nombre  impair  n  de  côtés  et  l'autre  d'un  nombre 
double  2n,  dont  les  espèces  sont  respect ivcment  p  et  n— 2p. 
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358.  Théorème  in.  —  Les  calés  de  deux  polygones  réguUers  cor- 
respondants  sont  ceux  des  côtés  de  Vangle  droit  d'un  triangle  rto^ 
tangle  dont  V hypoténuse  est  le  diamètre  du  cercle  commun  circonscrit 
aux  polygones. 

En  eflet,  la  première  des  relations  (5)  donne 


v„^  —  *•»« 

n 

n,  n  — ' 

^  —  tÊi,\  ciu  

-W 

— ji 

or  on 

i  yoit  facilement  que 

n  — 2p 

n      ^' 

n 

par  suite,  on  a 

<iU»n-ip  = 

2Rcog^ 
n 

et  si 

Pon  ajoute  ces 

relations  après 

les 

avoir  élevées 

au 

carré, 

il  vient 

":,+<, 

*-u' 

=  4R« 

(6) 

CVsl 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

359.  Cette  relation  permet  de  calculer  les  côtés  des  polygones  ré- 
guliers d^un  nombre  impair  n  de  côtés,  lorsqu^on  connaît  ceux  des 
polygones  réguliers  de  2n  côtés;  et  réciproquement.  Par  exemple  : 

1<*  Les  côtés  des  deux  pentagones  réguliers  peuvent  ainsi  s'obtenir 
au  moyen  des  côtés  des  deux  décagones  réguliers  que  Ton  sait  être 

«io.i  =  -5-(»^-l)    et   «,oj=5.(v^+l) 
car  on  a 

d'où  l'on  tire 

a5.i  =  yViO-2t/5    et    aj^  =  |- V^ÎÔ+S^ 

2o  De  m^e,  connaissant  les  côtés  des  quatre  pentédécagones  ré- 
guliers, on  peut  aussi  calculer  les  côtés  des  4  polygones  réguliers 
de  30  côtés,  etc. 

360.  Les  côtés  des  polygones  réguliers  de  n  côtés  ont  entre  eux 
des  relations  remarquables ,  parmi  lesquelles  on  peut  signaler  les  sui- 
vantes : 

La  somme  des  carrés  des  côtés  des  deux  pentagones  réguliers  égale 
5  fois  le  carré  du  rayon, 
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La  somme  des  carrés  des  calés  des  deux  octogones  réguliers  égaie 
4  fois  le  carré  du  rayon.   . 

3*  aio.iXai03=R* 

«10.8 —  flio.i  =  R 

Le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre  les  côtés  des  deux  déca- 
gones réguliers,  et  il  égale  la  différence  des  côtés  de  ces  deux  déca» 
gones. 

La  somme  des  carrés  des  côtés  des  deux  décagones  réguliers  égale 
3  fois  le  carré  du  rayon. 

c?     4- a*    =4R* 

Le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre  les  côtés  des  deux  dodé- 
cagones réguliers,  et  la  somme  des  carrés  des  côtés  de  ces  polygones 
égale  le  carré  du  diamètre  du  cercle  circonscrit. 

Ois.7-ai5.«  =  4v^l0-2/5=a54 

La  somme  des  côtés  des  pentédécagones  réguliers  d'espèce  i  et  h 
inscriis  dans  le  même  cercle  égale  le  côté  du  pentagone  étoile  inscrit 
dans  ce  cercle,  et  la  différence  des  côtés  des  pentédécagones  du  espèces  7 
et  2  égale  le  côté  du  pentagone  convexe. 

>  ai5.iX  0,5.4  =  RXa<o.i 

Ol5J  X  a,5,7  =  R  X  010.8 

Le  rayon  est  une  4«  proportionnelle  au  côté  du  décagone  régulier 
convexe  et  aux  côtés  des  deux  pentédécagones  réguliers  des  espèces  i 
et  4;  il  est  aussi  4*  proportionnelle  au  côté  du  décagone  régulier 
étoile  et  aux  côtés  des  pentédécagones  régiUiers  des  espèces  2  etl. 

S*  a*    +o*    4-0*    4-0*    =7R* 

15,1  ^  **15.1  ^  **15^^  **15.7        ' *^ 

La  somme  des  carrés  des  côtés  des  4  pentédécagones  réguliers  inscrits 
dans  le  même  cercle  égale  7  fois  le  carré  du  rayon. 

361.  3<»  De  la  surface.  —  La  surface  d'un  polygone  régulier  de 
n  côtés,  de  Tespèce  p,  peut  s'obtenir  facilement  soit  en  fonction  du 
ra jon ,  de  Tapothème ,  du  côté  et  du  rayon ,  ou  du  rayon  et  de  Tapo- 
thème. 
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!•  En  fonction  de  R.  —  11  suffît  de  remarquer  que  cette  surface 
se  compose  de  2n  fois  le  triangle  AOA^ 

L'angle  OAA'  =  |--JBE,    rangle  AQA'  =  -^«J&^«=-5.. 
Dans  la  formule  de  la  surface  du  triangle 

^=YiliïS$br    ^=^'    8inB  =  sinOAA'=co8^,    sinC=8iii^ 
et  8in(B  +  G)  =  8in(-|-.-£jL  +  ^)=co8-P^„ 

sin-^cos^îL 
donc  S,.^  =  nR« **       ,  **  (7  ) 

C08-2 ~jZ 

n 
s*    P  =  ^  S«  =5  —g—  sin  -—  formule  connue 

si    P=2  So  =  nR«tg-^co8-^ 

T*  n 

2«  En  fonction  rfe  r.  —  On  a    R  = ^^— .    Jl  suffit  de  substituer 

celte  valeur  dans  la  formule  (7),  ce  qui  donne 

sin^ 

coi-î^cos  *^ -ti 

n  n 

3»  En  fonction  de  a,  R.  —  Dans  la  formule  (7),  il  suffit  de  rem- 
placer l'un  des  facteurs  R  par  sa  valeur ,    il  vient 

28in.£2L 
n 

S"^ 2 :^ZZ\ (9) 

cos-H^it 

si    p  =  l  S,  =  :^^5.co8^ 

si    p=2  S».,=  -!»|n,g^colg2^  = 

2ic 


=-f-0-'«-^)= 


C08- 


n 


n 
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4fi  En  fonction  de  a,  r.  —  Dans  la  formale  (8)  U  aulÛt.dQ  rem- 
placer Tun  des  facteurs  r  par  sa  valeur    -§  cotg  ^^    il  vient 


sin-^ 


sm  il- coB  ^*- ic 

t»  n 

à  a  *MI>' 

.i    p=2  S.^=ii«!lséo.i 

5.  En  fonction  du  périmètre  et  de  V apothème,  —  Puisque  l'on  a 

«n  ^  =8in  (^ -ii=in)  =sine?co8-E=in-.in-H=i,coseF 
n  \  n  n      /  n  n  n  n 

la  formule  (8)  peut  s'écrire 


8in^       «û-^1. 
n  n 


S„=„r.     ii » 

or  AI  =  rtgi^,    A'l  =  rlgJ^^ir 

d'où  AA'  =  r(lg^-tg-e^i.) 

donc  la  formule  précédente  devient 

S«.,=nr.AA'=n.2AA'.^  (il) 

Ainsi ,  la  surface  d^un  polygone  régulier  étoile  a  pour  mesure  le 
produit  de  son  périmètre  apparent  par  la  moitié  du  rayon  du  cercle 
inscrit. 

Ce  qui  est  évident  à  Tinspection  de  la  figure. 

§  4.  —  Théorèmes  généraux  sur  les  polygones. 

La  Trigonométrie  donne  des  démonstrations  simples  de  pluÂeurs 
théorèmes  généraux  sur  les  polygones,  dont  quelques-uns  ost  pour 
cas  particaUers  les  propriétés  connues  des  triangles. 
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302.  Théorème  I.  —  Danê  tout  polygone,  le  carré  d*un  calé  égale  la 
somme  des  carrés  de  Ions  les  autres  côtés,  augmentée  de  deux  fois 
la  somme  de  tous  les  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  de  toutes 
les  manières  possibles  deux  calés  par  le  cosinus  de  Vangle  qu'ils  com- 
prennent. 

Soient  a,b,c,  d,...  k,  l\e%  côtés  d*un  polygone. 

Désignons  par  la  notation  {a,b)  Tangle  formé  par  les  côtés  a  et 
b,  etc.  Chaque  côté  est  égal  à  la  somme  des  projections  de  tous  les 
autres  sur  sa  direction  ;  on  aura  donc 

a  =  6co8(a,  6)-|-cco8(a,c)  +  dco8(a,  d) +  ... -|-/cos  (a,  l) 
6  =  acos(6,  a)  +  ccos(6,  c)  +  dco8(6,  d)  +  ...  +  icos(6,  l) 

lz=aco^(l,  a)  ■\'bco%(l,  6)-f-cco8  (i,  c)  +...  + ^cos(l,  k] 

Pour  obtenir  le  carré  du  côté  a,  par  exemple,  il  suffit  de  multi- 
plier respectivement  les  égalités  précédentes  par  a,  —  6^  —  c,  .,.,  —  1, 
et  de  les  ajouter  ensuite  membre  à  membre;  les  angles  qui  compren- 
nent la  lettre  a  dans  leur  notalion  disparaissent,  et  il  reste 

at_(6i-|.c«  +  rf«+...'»)  =  26cco8(6,  c)  +  26crcos(6,  d)-h... 

ou  a«  =  6«  +  c«  +  rf«-h,..^  +  26ccos(6,  c)  +  26dcos(6,  d)  +  ... 

Cette  démonstralion  s'applique  à  un  polygone  gauche. 

363.  Théorème  II.  —  L'aire  d'un  polygone  plan  convexe  égale  la 
demi-somm^  des  produits  des  côtés  deux  à  deux,  un  seul  excepté, 
multipliés  par  le  sinus  de  l'angle  qu'ils  comprennent. 

Conservons  les  notations  précédentes,  et,  de  plus,  désignons  par 
m,  n,  p,  ...  les  diagonales  menées  d*un  môme  sommet,  A  par 
exemple. 

Si  Ton  écrit  que  la  surface  S  du  polygone  égale  la  somme  des  sur- 
faces des  triangles  qui  le  composent,  on  a 

23  =  afr8in(a,  6)  +  ^c8in  (m,  c)  +  nrfsin(n,  d)  -f  ...       (1) 

Élevons  aux  sommets  C,  D,  E,  ...  des  perpendiculaires  CM,  DN, 
EP,  ...  aux  côtés  CD,  DE,  EF,  ...,  et  projetons  successivement, 
d'abord  le  périmètre  du  premier  triangle  ABC  sur  CM,  puis  le  péri- 
mètre des  deux  premiers  triangles  ou  le  polygone  ABCD  sur  DN, 
ensuite  le  périmètre  des  trois  premiers  triangles  ou  le  polygone 
ABCDE  sur  EP,  et  ainsi  de  suite.  On  pourra  écrire 

msin(m,  c)  =  a8in(a,  c)  +  6sin(6,  c) 
nsin  {n,  <f)  =  asin  {a,  d)  +  &sin(6,  d)  -hcsin(c,  d) 
p^n(p,  c)=:a sin  (a,  «)  +  68in(6,  «) -|-csln(c,  e)  +  dB\n{d,  e) 
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11  snrûl  mainlenant  de  substituer  dans  Tégalité  (1)  les  râleurs  des 
direrses  quantités  msin(m,  e),  nsin(n,  d), ...  que  Ton  Tient  d'ex- 
primer, et  Ton  obtient 

23  =  a6sin(o,  6)  +acsin(a,  c)  +  6csin(6,  c)  +  adsin(a,  d)  + 
+  bdiiù{b,  d)-^cdBin{e,  d)4-... 

Ces  deux  théorèmes,  énoncés  par  Mascheroni*  (Voir  Ex,  de  Giom,, 
n^  1866),  peuvent  se  démontrer  d*une  manière  plus  élégante,  mais 
moins  élémentaire,  à  Taide  d*une  méthode  fréquemment  employée  en 
mathématiques  :  on  suppose  les  théorèmes  Trais  pour  un  polygone  de 
n  — i  côtés,  et  Ton  démontre  qu*ils  le  sont  encore  quand  le  polygone 
a  n  côtés.  Or,  étant  vrais  pour  le  triangle,  ils  sont  encore  vrais  pour 
le  quadrilatère,  le  pentagone,  etc. 

364.  Théorème  lU.  —  La  surface  d'un  polygone  régulier  inscrU 
ayant  un  nombre  pair  de  côté»,  e$t  moyenne  proporlionneile  entre 
les  surfaces  des  polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  dont  le 
nombre  des  côtés  est  moitié. 

En  effet,  soient  S,  S',  S"  les  surfaces  des  polygones  dans  Tordre 
énoncé.  On  a 

S  =  |nR«8in-^ 
S'  =  ^nR«sin^ 
S"  =  4nRîtg^ 

11  faut  vérifier  la  relation 

S«=S'S"    ou    sinî^  =  -^8in^tg^ 

ou  sm*0Lr=-^siii2%[gaL 

c'est-à-dire         sin«  a  =  tj- .  2  sio  a  cos  a . -?|^  =sinta 

z  cos  a 


ce  qui  est  évident. 


*  MiacHSBONi,  mathématicien  italien,  né  en  1750,  mort  à  Parti  en  1800.  Il 
a  oorapeeé  deux  traitée  de  Géométrie  pratique  qui  ont  été  tradoiti  en  frança|i 
an  oommenoement  de  ce  siècle  :  Problèmes  pour  les  arpenteurs  avec  différentes 
sotutkms  (Parle,  1798)  et  OéoméMe  du  compas.  Ce  dernier  est  on  ouvrage 
original  et  curieux,  qui  s  ponr  objet  la  réeolation,  par  le  oompae  eenlemeot» 
des  problèmes  qne  Ton  résont  ordinairement  k  Vside  de  la  règle  et  da  compas. 
•Il  n'embrasse  pas  senlement  les  problèmes  qui  sont  da  domaine  de  la  géométrie 
élémentatre,  il  s'étend  encore  avec  facilité  k  la  solotion  approximative  des  pro- 
blèmes qni  dépendent  des  sectionB  coniques  et  d'one  Géométrie  plus  élevée. 
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965.  Théorème  IV.  —  Vaire  d*un  polygone  réçuUer  drconêcrU  à  un 
eereU  e$t  la  moyenne  harmonique  entre  Vaire  du  polygone  réguHer 
xnêcrit  semblable  et  celle  du  polygone  régulier  direonêcrit  ayant  un 
nombre  de  calés  moitié. 

Une  quantité  est  appelée  moyenoe  harmonique  de  plusieurs  autres 
lorsque  son  inverse  est  la  moyenne  arithmétique  des  inverses  des 
autres  (Mac-Laurin)*.  (Voir  Ex,  de  Géom.,  n»  1435.) 

Soit  B  le  rayon  du  cercle  donné. 

La  surface  du  polygone  circonscrit  de  n  côtés  est  nRstg-^;    celle 

du  polygone  inscrit  de  n  côtés  est    —^  sin  — ,   et  celle  du  polygone 

circonscrit  de  -k-  côtés  est   — n—  tg  — . 

U  faut  prouver  que  la  première  expression  est  la  moyenne  harmo- 
nique des  deux  autres ,  ou  que   2  tg  -^   est  moyenne  harmonique  de 

2«  2ic 

siû ---   et    tg— ;    c*e8t*à-dire  qu*on  a 

sin— -      8»i*-rr" 
n  n 

Or  le  second  membre  peut  s'écrire 

1+cos^  2C08«-^ 

5-^      ou      !L_=:colg^ 

Bini^  2sin^cos^ 

n  n         n 


366.  Théorème  V.  —  Si  a  €sl  le  côté  d*un  polygone  régulier  inscrit 
dans  un  cercle  de  rayon  R ,  e<  a'  2e  côté  du  polygone  régulier  d'un 
nombre  double  de  côtés  inscrit  dans  le  même  cercle,  on  a 


a'=v/R(R  +  4)-v/R(R-l) 


*  Kao-  hAxnastt  né  on  1998,  mort  k  York  en  1746 ,  fat  dès  rige  de  doon  ans 
entraîné  par  1»  leetore  d'EaoUde  vers  lei  mAtbénuitiqaef;  il  n'avait  paa  eaem 
vingt  ans  quand  il  obtint  an  ooneoon  la  chaire  de  mathématlqnct  d'Àberde«L 
lïiapiré  par  les  découvertes  de  Newton,  il  s'appliqua  à  la  rechercha  des  pro- 
priétés générales  et  caractéristiques  des  courbes.  Ses  ouvrage*  sont  d'une  éi^ante 
précliton:  le  plus  otiéhre  est  le  TroHé  des  /ItMofons. 
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SoH  n  le  nombre  des  côlés  du  premier  polygone  ; 
a  =  2R8in-^    et    a'=2R8in^ 

Or  —  étant- compris  entre  o  et  -^,  on  a,  en  yertu  des  formules 

de   sin^  et  cos-^   en  fonction  de  sina 


donc  ^^s/^+mS/^-w 

d'où ,  en  multipliant  les  deux  membres  par  R , 


a'=y/R(R+^)-y/R(R-^) 

3Ç7.  ThéoiAme  VI.  —  L'aire  d'un  polygone  régulier  inscrit  étant 
représentée  par  A,  celle  du  polygone  circon$cril  par  B,  et  les  côtés 
de  ces  polygones  par  a  c/  a' ,  la  différence  B  —  A  représente  soit  l'aire 
du  polygone  semblable  inscrit  dans  un  cercle  de  diamètre  a',  soit 
l'aire  du  polygone  semblable  circonscrit  au  cercle  de  diamètre  a. 

Prenons  pour  unité  le  rayon  du  cercle  donné,  et  soit  a  =  -^    1^ 

demi-angle  au  centre  des  deux  polygones.  Représentons  par  A'  Taire 
du  polygone  inscrit  dans  le  cercle  de  diamètre  a',  et  par  B'  celle  du 
polygone  circonscrit  au  cercle  de  diamètre  a. 

On  a  A  =  nsinacosa  (1) 

et  B  =  nlga  (2) 

j  r»       A  /sina         .  \  sin'a 

donc  B  — A  =  nl-— 8inaCosal  =  n — - — 

\cosa  /  cosa 


a 


Si  dans  (2)  on  fait    -^zr^r',   on  a  r'  =  lga 

donc  A'  =  ntg«asinacosa  =  n— — —  =  B  — A 

"  cosa 

De  même,  si  dans  (1)  on  fait  -^  «r",  on  a  t"=sina 

alors  B'  =  n-^^=B-A 

cosa 

Donc  A'  =  B'=:B  — A 

(Voir  Ex.  de  Oéom.,  n«-  1600  et  1601.) 
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368.  Théorème  Yli»  —  La  somme  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  inlêrieur  d'un  polygone  régulier  sur  les  calés  égale  n  fois 
son  apothème,  n  étant  le  nombre  des  côtés.  (Th.  de  Viviani.)* 

Soit  d  la  dislance  du  centre  au  point  considéré. 

Désignons  par  a  Tangle  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  avec 

la  première  perpendiculaire,  et  posons    p=-— -, 

La  première  perpendiculaire  sera  exprimée  par  r  +  et  cos  a  ;  la 
deuxième  par  r  -f-  rf  cos  (a  +  p)  ;  la  troisième  par  r  4-  d  cos  (a  +  2p),  etc. 

On  aura  pour  la  somme 

S  =  nr  +  d  [cos  a  +  cos  (a  +  p)  +  cos  (  a  +  2p)  +  ...] 

or  la  parenthèse  est  une  somme  qui  contient  le  facteur  sin  -^   ou 

8inic=0,   elle  est  donc  nulle,  et  il  reste 

S  =  nr 

Le  théorème  est  vrai  pour  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan 
du  polygone,  en  prenant  la  somme  algébrique  des  perpendiculaires. 

(Voir  Ex,  de  Géom.,  n»  1592.) 

369.  Théorème  vui.  —  Si  d*un  point  de  la  circonférence  circonscrite 
à  un  polygone  régulier  d'un  nombre  impair  de  côtés  on  mène  des 
droites  à  tous  les  sommets  comptés  dans  un  même  sens  à  partir  du 
point  donné,  la  somme  des  droites  menées  aux  sommets  de  rang  pair 
égale  la  somme  des  droites  menées  aux  autres  sommets. 

Le  théorème  se  démontre  facilement  par  la  Géométrie  pour  le 
triangle  équilatéral  et  pour  le  pentagone  régulier.  (Voir  Ex.  de  Oéom., 
n»«  680  et  682.)  Il  est  également  vrai  pour  un  polygone  régulier  de 
2n  +  l  côtés. 

Soit  R  le  rayon  du  cercle;  l'angle  au  centre  est  -s^ j-j-Bi2p. 

,  Si  Ton  désigne  par  2x  Tare  compris  entre  le  point  donné  et  le  pre- 
mier sommet,  les  droites  menées  aux  sommets  impairs  auront  pour 
valeurs 

2R8ina,    2R8in(a  +  2p),    2R8in(a  +  40), ...    2R8in(a  +  2n^) 
et  les  autres 
2R8in(a  +  p),    2Rsîn(a  +  3p),   2Rsin(a  +  5p),...   2Rsin[a  +  (2— l)p] 


*  VmANi,  né  à  Florence  en  1632,  mort  dans  la  môme  ville  en  1703.  H  fat 
dlfldple  de  Galilée.  Son  premier  onvrage  De  maaiinis  Geometrica  (1669)  répandit 
sa  réputation  dans  tonte  TBorope,  et  le  fit  nommer  membre  de  tontes  les  so- 
ciétés savantes.  La  pins  importante  de  ses  œnrres  De  locl»  êolldlê,  etc.,  est  nn 
onvrage  en  cinq  liTres  auquel  il  travailla  pendant  quarante  ans. 
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La  somme  des  premières  est 

2R8in(g-hnfi)8in  (nJ-J)p 
sm  § 

celle  des  autres  est 

2R8iD[a  +  ft  +  (n  — l)p]8iDnft 

Ces  deux  fractions  seront  égales  si  ron  a  siD(n  +  i]p  =  sinn^. 
Or  fi  =  fl  ^i  ;  donc  les  arcs  des  deux  membres  ont  pour  somme  ic, 
et ,  par  suite,  ont  des  sinus  égaux. 

370.  Théorème  IX.  —  Si  d'un  point  de  la  circonférence  circonscrite 
à  un  polygone  régulier  de  n  côtéi  on  mène  des  droites  à  touê  le$ 
sommets,  la  somme  des  carrés  de  ces  droites  égale  2n  fois  le  carré 

du  rayon, 

2ic 
Soit  R  le  rayon  du  cercle;  Tangle  au  centre  est   —  =2p. 

Si  Ton  désigne  par  2a  l'arc  compris  entre  le  point  donné  et  le  pre- 
mier sommet,  les  droites  menées  aux  différents  sommets  auront  res- 
pectivement pour  valeurs 

2R8ina,    2Rsin(a  +  P),    2Rsin(a  +  2p), ...    2Rsin[a  +  (n  — i)p] 

La  somme  de  leurs  carrés  est 

S  =  4R«|sîn«a+sinî(a+p)+sin*(a  +  2p)  +  ...sin*[a  +  (n— t)p]| 

S  =  4R.  î  n_cos[2,  +  (n-l),3si.np  j   ^^^^^^^^ 
OU  S  =  2nR« 

371.  ThéorèoM  X.  —  Le  produit  de  toutes  les  droites  menées  d'un 
sommet  d*un  polygone  régulier  de  n  côtés  à  tous  les  autres  sommets 
égale  n  fois  lan  —  i«  puissance  du  rayon  du  cercle  circonscrit. 

En  effet,  une  droite  menée  du  sommet  A  au  sommet  P  de  rang  p 

sous- tend  un  angle  au  centre  égal  à  p  ~  ;  donc   AP=:2R8inpa, 

a  étant  égal  à  -^.   Donc  le  produit  de  toutes  les  droites  issues  du 
sommet  A  égale 

(2R)"-isinasin2asin3a...  fiin(n  — i)a 
Mais  (n*  02) 

sina8in2a6in3a...8in(n — i)a=  fy^^i 
donc  le  produit  cherché  égale    nR»-* 
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Tableau  des  oôtét  des  polygoaet  régulien. 

Polygones  conyexes.  Polygones  étoiles. 

a3=|VlO-2v/5  (15.1   =5VÎÔTV^ 

a«  =R 

a8=RV2~V^2  «8.3   =1^2+7^ 

a,o-|(»^-l)  0,0.3=5(^^  +  4) 

«15.7  =  î  [v/3  (v/5  +4)+VlO-2/5] 
a^=fv^i?(v/5+l-VlO-2/i)   0^.3  =Ç/2(i-v'^  +  VlO+2|/5) 

aso.7  =Çv/5(v/5-i  +  VlO+2v/5) 

a,o=4(VÏÔ+V^v^-v/5-t)   030.7  =J(Vïâ+Vi^-V^+l) 

«38,13=  ^-(Vl0  +  2v^v'5  +  V^-0 

lîelationt  remarquables  entre  les  celés  de  quelques  polygones, 

372.  Un  certain  nombre  de  relalions  se  rapportant  aux  polygones 
réguliers  d*un  même  nombre  de  calés  ont  été  signalées  dans  le  §  3  et 
énoncées  sous  forme  de  théorèmes;  il  serait  facile  d'en  multiplier  le 
nombre.  H  en  existe  une  infinité  d'autres  entre  les  côtés  des  divers 
polygones  réguliers  inscrits  dans  le  même  cercle.  Le  P.  Lecoinie, 
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dans  son  Traité  des  fonctions  circulaires,  en  a  mentionné  plus  de 
soixante-dix ,  parmi  lesquelles  on  peut  encore  citer  les  suivantes  : 

a*  j — a*  ,=  RV^  aio.3 — «5.»=  a«.iV^ 

a^-^a^^ia*  —a*    =R«  a^  +  a*    =a*  +a'=4R« 

a«;»Xa».7- (ho X  0,0.9  ==R«         ^i+^î(V7  +  *'».ii  +  '*t).i»=^^'-  (^ 
Les  relations  (a)  et  (p)  peuvent  s'écrire 
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DES  POLYÈDRES 


§  1.  —  Calcul  des  éléments  des  polyèdres 
réguliers. 

373.  Il  est  facile  de  calculer  par  la  Géométrie  les  rayons  des  sphères 
inscrite  et  circonscrite  à  un  tétraèdre  régulier  en  fonction  de  rareté, 
l*un  étant  le  quart  et  l'autre  les  trois  quarts  de  la  hauteur. 

La  recherche  de  Tinclinaison  de  deux  faces  adjacentes  est  un  pro- 
blème que  Ton  résout  sans  difficulté  par  la  Trigonométrie.  Cette  ques- 
tion a  été  généralisée  par  M.  Dostor,  de  Tinslitut  catholique  de  Paris; 
il  a  obtenu  les  mêmes  éléments  dans  les  cinq  polyèdres  convexes  à 
Taide  de  formules  très  simples,  par  la  considération  d'une  sphère 
auxiliaire  tangente  aux  arêtes  du  polyèdre. 

Soit  0  le  centre  d'un  polyèdre  régulier  cooTexe, 
AB  une  arête  de  ce  polyèdre  et  C  le  centre  de 
Tune  des  deux  faces  auxquelles  appartient  cette 
arête. 

Menons  CI  perpendiculaire  sur  AB,  puis  tirons 
les  droites  01  et  OA;  le  point  1  est  le  milieu  de 
AB,  et  la  ligne  01  est  perpendiculaire  sur  cette 
arête.  Le  rayon  de  la  sphère  inscrite  est  OC=r; 
celui  de  la  sphère  circonscrite  est  OA  =  R;  la 
sphère  qui  aurait  pour  rayon  01  =  p  serait  tangente  aux  arêtes.  — 
Traçons  les  droites  OB,  CA  et  CB. 

Supposons  que  chaque  face  du  polyèdre  ait  n  côtés  et  que  m  soit 
le  nombre  des  arêtes  qui  aboutissent  à  chaque  sommet. 

Par  le  rayon  OA  de  la  sphère  circonscrite  et  par  chacune  des  m 
arêtes,  telles  que  AB,  qui  sont  issues  de  son  extrémité  A,  menons 
un  plan;  ces  m  plans  diviseront  en  m  parties  égales  l'espace  rempli 
par  les  quatre  dièdres  droits  que  l'on  peut  former  autour  du  rayon  OA  ; 

par  conséquent,  chacune  de  ces  m  parties  sera  égale  à  —  . 

Or  le  dièdre  COAl  est  la  moitié  de  l'une  de  ces  m  parties;  donc  il 

égale  ^.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  l'angle  ACI  =  — . 
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374.  BeUtioa  eatre  r  «t  p.  Dans  le  tétraèdre  LACO ,  projetons  sur 
la  base  ÂCO  chacune  des  trois  autres  faces  GIO,  AlO  et  AGI  ;  nous 
aurons 

ACO  =  CIO  cos  ACl  4-  AIO  cos  COAI  +  ACI  cos  lACO 

Or  cos  ACI  ==  cos  ^,    cos  COAI  =  cos  — 

n  m 

et  co8lACO  =  cos-î-=0 

donc  il  rient 

ACO  =  CIO  cos  ^  +  AlO  cos  —  (i) 

n  m 

Mais  le  triangle  ACO  =  -^ .  AG 

le  triangle  CIO  =  -^  .  CI  =  -^  .  AC  cos  -~- 

et  le  triangle         AlO  =  ^  .  AI  =  -|^ .  AC  sin  ^ 

£n  substituant  ces  valeurs  dans  (1)  et  divisant  par  -^ ,  il  vient 
r=r  cos*  —  4- p  sin  —  cos  — 

Faisons  passer  dans  le  1"  membre  rcos«—  et  divisons  par  sin-^, 
il  viendra  successivement 

OU  r  sin*  —  =  p  sin  —  cos  -— 

n       ^        n        m 

et  rsin-^=3pcos-^  (A) 

Cette  relation  appliquée  aux  cinq  polyèdres  réguliers  convexes 
donne 

Tétraèdre:      n=3,  m  =  3;  r  sin  60»  =  p  cos  60*  ou  r^T=p 
Cube:  n  =  4,  m  =  3;  r8in45»  =  pco8  60<»  ou  rv^=p 

Octaèdre:       n=3,  m  =  4;  r  sin  60» =p  cos  45»  ou  rv^3'=pv/2 


Dodécaèdre:  n=5,  m=3;  rsin36«=pcos60  ou  r\i0^2^E=2p 
Icosaèdre:     n=s3,  m=5;  rsin60»«pcoB3e<»  ou  2fV3'— p (•M- i ) 
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375.  B«lation  entre  R  et  p.  Le  triangle  rectangle  AIO  donne 
ÔÂ«  ===  Ôï*  +  Ai*  =  Ôï*  +  AC*  6in«  ^  =  ÔI*  +  (ÂÔ* -- OC» )  8iû« -^ 

ou  R«=  p«  +  (R«  —  r«)  sins  -^ 

on  en  déduit  R*  cos»  ^  =  p»  —  rî  sin»  — 

ou  en  remplaçant    sin  ~   par  sa  valeur    pcos—    tirée  de  (A),  on 
obtient 

R«cos«^  =  p«-p«cos«-^ 

ou  encore  R  cos  —  =  p  sin  ~  (  B 

Celte  relation  donne  pour  les  cinq  polyèdres  convexes  : 
Tétraèdre:      R cos -5- =  p sin -|    ou  R  =  pv^3" 

Cube:  Rco8-J  =  p8in~    ou  Rv2"=pV^ 

Octaèdre:       R cos -^- =  p sin -|-   ou  Rr=pv/2" 

Dodécaèdre  :  R  cos  -5-  =  p  sin  -5-    ou    R  (  vIT—  1  )  =  2p  v  '3 


Icosaèdre:     R cos -^  =  p sin -^    ou  2R  =  pV10— 2v/5 

376.  BeUtlon  entre  R  et  r.  Si  Ton  divise  membre  à  membre  les 
formules  (B)  et  (A),  on  obtient  immédiatement 

£.  =  tg^tg-î^  (C) 

Celle  relation  donne  pour  les  cinq  polyèdres  réguliers  : 
Tétraèdre:  R  =  3r 

Cube:  R  =  rv^3" 

Octaèdre:  n=zr\/t 


Dodécaèdre  :    R  (v'5'+ 1  )  =rV3(10  — 2/8") 

Icosaèdre:       R(v'5~+1  )  =  rV3(iO--2v/5") 

Donc,  si  deux  polyèdres  conjugués  (Thexaèdre  et  l'ocUèdre,  ou  le 
dodécaèdre  etricosaèdre)  sont  inscrits  dans  la  môme  sphère,  ils  seront 
aussi  circonscrits  à  la  môme  sphère,  et  réciproquement. 
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377.  Anglea  dièdrM.  Soît  2a  rinclinaUon  de  deux  facee  adjacentef; 
elle  est  double  de  Tangle  OIC.  Or  le  triangle  rectangle  OGl  dcmne 

0C=^0l8in01C    ou    r  =  p8ina  (2) 

Mais  par  la  relation  (A)  on  a 

C08  — 


sin  — 
n 


donc  en  subatiluant  cette  râleur  dans  (2)  on  a 

8ina= (D) 

Cette  formule  donne  pour  les  cinq  polyèdres  réguliers  : 
Tétraèdre:       sin  a  =  4=  2a  =  7031'4r,6 

Cube:  8ina  =  -4=:  2a=  90» 

•2^ 

Octaèdr©  ;        sin  a  =-  i/ A  2a  -  iù^î»  ICT  ,4 

Dodécaèdre  :    sin  a  =  -     d'où     colg  a  =  -ô  (v^—  *  ) 

VIO -2/5" 

2i  =  1160  33' 5^,2 
Icoaaèdre:       8ina=  ^"t^  ou  tga-^^^^^^ 

2a  =  138oll'22",7o 
378.  m«laaon«  entre  les  rayons   R,  r,  p,   l'arête  a  et  le  dièdre  2a. 

Le  triangle  rectangle  OCl  donne 

r=:OC=CllgOIC    ou    r=CItga 
et  comme  le  triangle  rectangle  AGI  donne 

CI = AI  cotg  ACI  =  ^  cotg  ^ 

û  Tient  2r = a  cotg  ^  Ig  «  W 

Multiplions  celle  égalité  par  la  relation  (C),  nous  aurons 

2R  =  atg^tga  (2) 
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Enfin,  dans  ces  deux  expressions ,  si  Ton  remplace  r  et  B  par  leurs 
valeurs,  que  fournissent  les  relations  (A)  et  (B),  il  vient 

colg^  cos-^ 

2p  =  a —=a ^Iga  (3) 

cosa  «^c  'ï 

cos  —- 

m 

Ces  trois  formules  donnent  les  rayons  des  trois  sphères  en  fonction 
de  Tarête  : 

Tétraèdre;    r=^v^  P  =  X^  R=TV^ 

Cube:           r  =  -|.  P=f/*^  R=-f-/3 

Octoèdre:      r=-^/ff  p=|-  f^=-fv^ 

Dodécaèdre:  r=-|-y/?^ll^  p=«.(v/J+i)»  B  =  -|-(^3^5  +  l) 

Icosaèdre:     r=-^v/â(/5  +  l)'  P=-f-(/8  +  i)  B  =  -^VlO  +  2v'S 

379.  SvrftMe  et  volame.  En  introduisant  ces  résultais  dans  les  for^ 
mules  connues  de  la  Géométrie,  on  obtient  diverses  expressions  de 
la  surface  S  et  du  volume  V  des  polyèdres  réguliers  : 

Tétraèdre  :      S==aV3^  V=-|^^^=8rV3  =^RV3 

Cube:  S=6a«  V  =  a»        =8r«      =|  BV3 

Octaèdre:       S=2aV5  V  =  ^v^=4r3v^3=-^B3 

-X  

Dodécaèdre  :  S=3a«v/25+iÔi/5' V===-^v/iO(3--v'8)=^B»(10+2^5) 

Icosaèdre:      S=5aV3  V  =  ^(v^  +  i]«   ==^  B»VlÔ+2^S 


§  2.  —  Du  parallélépipède  et  da  tétraèdre. 

380.  lo  Volume  du  paralUlèpipède  oblique  en  fonclion  des  aréUi 
et  deê  angles  qu'elles  font  entre  elles. 

Soit  le  parallélépipède  AD  dans  lequel  on  a 

OA  =  a,    0B  =  6,    OC  =  c 
BOC  =  a,    AOC  =  p,    AOB  =  Y    ^  . 
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Si  Ton  prend  06DC  pour  base  el  qu'on 
mène  la  hauteur  ÂH ,  on  a 

V  =  OBDCxAH  =  6c8ma.AH 

Abaissons  AM  et  AN  perpendiculaires  sur 
OB  et  OC,  et  menons  HM,  HN,  MN  et  OH. 

On  a     ÂH*  =  5Â*  — ÔH*  =  a«  — Ôïi* 

Mais  dans  le  quadrilatère  OMHN,  les  an- 
gles opposés  M  et  N  étant  droits ,  le  quadri- 
latère est  inscriptible ,  et  OH  égale  le  dia- 
mètre du  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN;  par  conséquent 

MN.      ^_     Tûs •       MN* 


365 


0H  =  - 


donc     AH'  =  a'- 


sina'  sin'a 

Mais  on  a  aussi     MN»  =  ON*  -F  ÔM* — 20N .  OM  cos  a 

ss  a*  cos*  3  -F  a*  cos*  y  —  2a*  cos  a  cos  p  cos  y 
=  a*  {cos*  p  +  cos*  Y  —  2  cos  a  cos  p  cos  y) 

donc    AH*  =  -^j~^(i  — cos*a  — cos«p  — co8«Y  +  2cosacospcosY) 

et  enfin    \=abc  /t  —  cos*  a  —  cos*  p  —  cos*  y  +  2  cos  a  cos  p  cos  y    (1  ) 

On  ToiC  facilement  comment  Texpression  du  volume  se  simplifie 
quand  un  ou  plusieurs  angles  du  parallélépipède  deviennent  droits 
ou  lorsque  des  arêtes  deviennent  égales. 

La  quantité  sous  le  radical  est  une  expression  connue  (n»  96)  que 
l'on  peut  récrire 

48în^{a-f  p-fY)8«n4"^a+P-Y)8in|-(a4-Y-p)8in^(P  +  r  — a) 

ou,  en  posant    a  +  p-f-Y  =  2/>, 

4  sin  p  sin  (p  —  a)  sin  (p  —  p)  sin  {p  —  y) 

donc  V = 2  abc  ^unp  sin  (p  —  oLJï'îù{p  —  p)^in"(p  —  y) 

381.  GoroUairM.  —  I.  Soit  T  le  Volume  du  tétraèdre  ACOB,  dans 
lequel  on  connaît  les  arêtes  aboutissant  au 
sommet  0  et  les  angles  qu'elles  font  entre 

elles.  Ce  tétraèdre  est  ^  du  parallélépipède  de 

même  hauteur  et  de  base  double.  Donc 

T  =  —5^-  y/sin  p  sin  (p — a)  sin  (p— p)  8in(p— y) 

II.  Si  l'on  connaît  les  trois  autres  arêtes, 
au  lieu  des  angles,  on  peut  calculer  le  vo- 
lume  du  tétraèdre  en  fonction  des  six  arêtes. 
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Soient  BC  =  a',    AC  =  6',    AB  =  c'. 
On  a 

^«=-T3 »    ^^'P  = 253 '    ^^*Y  = 256 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (1),  il  vient 

en  représentant  par  P  le  polynôme 

4at6«ct  —  a«(6«  4- c«  —  a'«)«  —  6»  (a«  +  c«  —  6'»)*.— c»  (a«  +  6* — c'V + 

4-  (6«  +  c«  —  a'«)  (a«  +  c«  -  6'»)  (a*  +  6«  —  G*») 
qu*on  peut  encore  écrire 

a^a"*  (6«H-6'«+c«H-c'*)  +  6*6'»  ia*+a'^-{'C*+c'^)  +  cV«(a«+a'«+6«+6'«)- 
—  o«6«c'«  —  6*cV*  —  a«c«6'«  —  a^6' V« 

m.  Si  Ton  suppose  a'=a,  b'=b,  c'  =  c,  on  aura  le  volume  du 
tétraèdre  dans  lequel  le»  arêtes  opposées  sont  égales  deux  à  deux. 

Ce  volume  peut  se  déduire  directement  de  (1)  en  remarquant  que 
dans  ce  cas  les  trois  angles  a,  p,  y,  ayant  pour  somme  l80o ,  on  a 
i  — co8*a  —  co8*p  —  0O8*Y==2co8acoepcosY 

ce  qui  donne  T  =  Ap  /cos  a  cos  p  cos  y 

ou  ''' = 1^  V(^*^ 6« --c*7(6Hhc*'^^^«)'rc«~-fâ« — 6"«) 

IV.  Si    a  =  6  =  e^    on  aura  le  volume  du  tétraèdre  régulier 

382.  2o  Calcul  des  diagonales  du  parallélépipède,  —  Pour  calculer 
une  diagonale  quelconque,  OB,  par  exemple,  il  suffit  d'appliquer 
au  quadrilatère  gauche  OEFA  le  premier  théorème  de  Maschbroni 
(n^362)i  il  vient 

acî  =  a«  4-  6*  +  c»  4-  26c  cos  a  4-  2ac  cos  p  4-  2a6  cos  y 
Dans  le  cas  particulier  où  le  parallélépipède  est  rectangle,  la  for- 
mule devient  x*= a«  4-  6*  4-  c« 
Résultats  directement  obtenus  plus  haut  (no  232). 

383.  Propriétés  du  tétraèdre.  —  Soit  un  tétraèdre  quelconque 
SABC.  Désignons  les  arêtes  du  trièdre  S  par  a,b,c, 
et  les  arêtes  qui  leur  sont  respectivement  opposées 
par  a',  b',  c\  Pour  abréger,  nous  appellerons  S,  A, 
B,  C,  les  faces  respectivement  opposées  aux  trièdres 
S,  A,  B,  C. 

Plusieurs  propriétés  du  tétraèdre  sont  une  consé- 
quence immédiate  des  théorèmes  des  projections. 
Telles  sont  celles  qui  font  Tobjet  dee  trois  premiers 
théorèmes  qui  suivent. 
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384.  Théorème  X.  —  Chaque  arête  d'un  tétraèdre  égale  la  somtne  de$ 
projeclions  de  toutes  tes  lignes  brisées  joignant  les  mêmes  extrémités. 

L'arête  SA,  par  exemple,  est  égale  à  la  projection  sur  sa  direction 
de  chacune  des  lignes  brisées 

SBA,  SCA,  SBCA,  SCBA 
de  sorte  que  l*on  a 

a  =  6  cos  {a,  b)  4-  c'  cos  (a,  c') 
a  =  b'  cos  {a,  b')  +  c  cos  {a,  e) 
a  =  6  cos  (a,  6)  +  a'  cos  [a,  a')  +  6'  cos  (a,  b') 
a  =  ccos(a,  c)  4-  a'  cos  {a,  a')  +  c'cqs  (a,  c') 
Ainsi,  chaque  arête  peut  s*expricner  de  quatre  manières  difTérentes. 

385.  Théorème  II.  —  La  projection  du  périmètre  d'une  face  sur 
une  arête  est  égale  à  zéro. 

Car  la  projection  d'un  contour  polygonal  fermé  sur  une  droite  est 
identiquement  nulle. 

Ainsi,  le  périmètre  de  la  face  SAB,  par  exemple,  projeté  sur 
l'arête  SC,  donne 

acos  {a,  c)  -f  c'  cos  {c\  o)  —  b  coi  (6,  c)  =  0 

386.  Théorème  m.  —  Chaque  face  d'un  tétraèdi'e  égale  la  somme 
des  projections  des  trois  autres  faces  sur  son  plan. 

Ce  principe  est  évident  à  priori;  il  s'applique  à  une  face  d'un  po- 
lyèdre quelconque. 
Ainsi,  par  exemple,  pour  la  face  ABC,  on  a 

S  =  Acos(S,A)  +  Bcos(S,B)  +  Ccos(S,C) 

387.  Théorème  IV.  —  Dans  un  tétraèdre,  si  l'on  projette  les  trois 
arêUê  d^une  face  sur  l'arête  opposée  à  Vune  d'elles,  la  projection  de 
celle-ci  égale  la  différence  des  projeclions  des  deux  autres. 

Projetons,  par  exemple,  le  périmètre  de  chaque  faco  latérale  sur 
l'arête  opposée  à  celte  face  :  SAB  sur  c,  SBC  sur  a,  SAC  sur  6;  on 
obtien  t  a  cos  (a,  c)  -f  c'  cos  (c',  c)  —  b  cos  {b,  c)  =  0 

c  cos  (c,  a)  4-  a'  cos  (a',  a)  —  b  cos  (6,  a)  =  0 
c  cos  (c,  b)  4-  b'  cos  (6',  6)  —  a  cos  {a,  6)  =  0 
d'où  a'  cos  (a',  a)  =  6  cos  (6,  a)  —  c  cos  (c,  a) 

6'  cos  {b',  6)  =1  a  cos  (a,  fe)  —  c  cos  (c,  6) 
c*  cos  [ef,  c)  =  6  cos  {b,  c)'—a  cos  {a,  c) 

Corollaire.  --  Dans  un  tétraèdre,  si  Von  multiplie  chaque  arête  de  la 
base  par  le  cosinus  de  son  inclinaison  sur  Varéte  opposée  et  par  le 
cosinus  de  l'angle  des  arêtes  latérales  adjacentes,  la  somme  des  trois 
produits  obtenus  est  identiquement  nulle, 
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Car  si  Ton  multiplie  les  trois  égalités  précédentes  respectivement 
par  cos(6^c),  cos  (a^c)  et  cos(a,&),  et  que  Ton  additionne  en- 
suite membre  à  membre,  a,  b,  c,  disparaissent,  et  Ton  a 

a'  cos  (a',  a)  ces  (6,  c)  +  6'  ces  (6',  b)  cos  {a,  c)  +  c'  cos  (c^,  c)  cos  {a,  6)  =  0 

388.  Théorème  T.  —  Dans  un  tétraèdre,  le  carré  d'une  face  quel» 
conque  égale  la  somme  des  carrés  des  trois  autres,  moins  deux  fois 
la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  ces  faces  deux  à 
deux  et  par  le  cosinus  de  leur  dièdre.  (Lagrange  *,  Mém.  de  Berlin, 
1773.) 

Projetons  les  trois  faces  de  chaque  trièdre  sur  la  face  opposée; 
on  a 

Acos(S,A)  +  Bcos(S,B)  +  Ccos(S,C)  =  S 
Scos(A,8)  +  Bcos(A,B)  +  Ccos(A,C)=A 
Scos(B,S)  +  Acos(B,A)-f-Ccos(B.C)=B 
Scos(C,S)  +  Acos(C,A)  +  Bcos(C,B)  =  C 

Multiplions  ces  égalités  respectivement  par  S,  A,  B,  G,  puis  re- 
tranchons les  (rois  dernières  de  la  première  ;  il  viendra 

S«— A«-B»— C«  =  -2ABco8(A,B)-2BGcos(B,C)  — 2CAcos(G,A) 

d'où 

S«=A«  +  B«+C*— 2[ABco8(A,B)  +  BCco3(B,C)  +  CAcos(G,A)j 

De  même 

A«=B«  +  G«+  S«-2 1  BGcos  (B,  G)  +  G3cos(G,  S)  +  SB  cos (3,  B)  J 

B«=  A»  +  C«  +  S«— 2  f  AG  cos  (A,  G)  +  GS  cos  (G,S)  +  SA  cos  (S,  A)  | 

C»=: A«4- B«  +  S«— 2[  ABcos (A,  B)  +  BScos(B,  S)  +  SAcos(S,  A)  J 

Corollaire.  —  La  somme  des  carrés  des  quatre  faces  d'un  tétraèdre 
égale  deux  fois  la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant 
de  toutes  les  manières  possibles  deux  faces  adjacentes  par  le  cosintis 
de  leur  dièdre. 


*  Laoranok,  né  à  Tarin  en  1736 ,  obtint  de  remarquablos  suooès  en  mathé- 
matiques» et  fat  nommé,  à  diz-hnit  ani,  profossenr  à  l'École  royale  d'artiUerie 
de  Turin.  Ses  innombrables  mémoires  étendirent  tellement  sa  réputation,  que 
Frédéric  II  l'appela,  en  1766,  à  la  présidence  de  l'Académie  de  Berlin;  o^est  là 
qu'il  publia  la  première  édition  de  son  grand  ouvrage  de  Mécanique  cmalytique, 
au  perfectionnement  duquel  11  traYailla  Jusqu'au  Jour  de  Ea  mort  En  1787»  U 
Tint  siéger  à  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  et  fut  logé  au  Louvre.  Il  fut 
l'un  des  plus  ardents  promoteurs  de  l'établissement  du  système  métrique.  Napo- 
léon l'appelait  c  la  haute  pyramide  de  la  science  mathématique  v.  Il  mourut  lo 
10  aTTil  1818. 
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Car,  en  additionnant  les  quatre  égalités  précédentes,  on  trouTe 

1 4-  BC  cos  (B,  C)  4-  BS  cos  (B,  S)  +  CS  cos  (C,  S) 

La  relation  de  Carnot  sur  les  triangles  permet  d^établir  les  deux 
théorèmes  suivants  : 

389.  Théorème  Ti.  —  Dans  un  tétraèdre,  la  somme  des  caj^és  de 
detix  arêtes  opposés  égale  la  somme  des  carrés  des  quatre  autres, 
moins  la  somme  des  quatre  produits  qu'on  obtient  en  multipliant 
deux  à  deux  celles  qui  se  rencontrent  par  le  cosinus  de  leur  angle. 

On  a,  par  exemple, 

c'*  =  a^  +  6«  —  2a6  cos  (a,  b) 
c'*=a'^  +  6'«  —  2a'6'coa  (a',  6') 
c«=a»  +  6'«— 2a6'cos(a,6') 
c«=a'«  +  fe*  — 2a'6co8(a',6) 
ajoutant 

c*  +  c«  =  a*  +  a'«  +  6«  +  6'*  — a6co8(a,fe)  — a'6'cos(a^6')  — 
— a6' cos  (a,  6')  —  a'6  cos  (a',  6) 
De  même 

ftt  -f  6'*  =  a»  4;  a'«  4-  c«  4-  c'* — ac  cos  (a ,  c )  —  a'c'  cos  (  a',  c')  — 

—  oc' cos  (a,  c')  —  a'c  cos  (a',  c) 
a«4-a'«  =  6«4-6'«4-c*4-c'«  — 6ccos(6,c)  — 6'c'cos(6^c')  — 
—  6c'  cos  (6,  c'  )  —  b'c  cos  (  b',  c) 

Corollaire.  —  La  somme  des  carrés  des  six  arêtes  d*un  tétraèdre 
égale  la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  deux  à 
deux  les  arêtes  qui  se  rencontrent  par  le  cosinus  de  leur  angle, 

G*esl  le  résultat  qu*on  trouve  en  ajoutant  les  trois  égalités  précé- 
dentes. 

390.  Théorème  Tix.  —  Dans  un  tétraèdre,  la  somme  des  carrés  de 
deux  arêtes  opposées  égale  la  somme  des  carrés  de  deux  autres  arêtes 
opposées  plus  deux  fois  le  produit  des  arêtes  restantes  par  le  cosinus 
de  leur  angle.  (Carnot,  Mém,  sur  la  relation,  etc., 27.) 

On  a  a«=6«4-c'i  — 26c'cos(6,c') 

a'«=6'«4-c'«  — 26Vcos(6',c') 
ajouUnt    a»  4-  a'* = 6*  +  6'»  4-  2c'  [c' — 6  cos  (  6,  cO  —  6'  cos  (  6',  c')] 

Pour  obtenir  une  autre  valeur  de  la  parenthèse,  projetons  sur  c'  le 
contour  BSCA;  il  vient 

c*  =  6  cos  (6,  c')  4-  c  cos  (c,  c')  4-  b'  cos  (6,  c') 

d*où  c'  —  6  cos  {b,  c')  —  b*  cos  (6,  c')  =  c  cos  (c,  C  ) 
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SubsUluant  a«  4-  a»  =  6»  +  6'»  -f  2cc'  cos  {e,  &) 

De  même  6«-f  fc'*— c*  +  c'«4-2aa'cos(a,a') 

et  +  c'«  =  a*  -f  a'*  +  266'  cos  (6, 6') 

Corollaire.  ^  La  «omme  efe*  (roû  produits  qu'on  obtient  en  multi- 
plianl  deux  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  avec  le  cosinus  de  leur 
angle  est  identiquement  nulle. 

Car  en  ajoutant  les  trois  égalités  précédentes,  il  vient 

aa'  008  (a,  a')  +  66'  cos  (6, 6')  +  ce*  cos  (c,  c*)  =  0 

391.  4<*  Tolame  du  tétraèdre.  —  On  peut  donner  plusieurs  expree- 
sions  du  volume  du  tétraèdre,  selon  les  divers  éléments  que  Ton 
suppose  connus.  Nous  avons  déjà  obtenu  (n»  381)  une  première  for- 
mule dans  laquelle  le  volume  est  exprimé  en  fonction  des  six  arêtes; 
en  voici  quelques  autres. 

Volume  en  fonction  de  trois  arêtes  concourantes  et  du  sinus  du 
trièdre  qu'elles  forment.  —  En  appelant  V  le  vo- 
lume et  h  la  hauteur  du  tétraèdre,  on  a 

A  =  -^  6c8in(6^c) 

A  =  a8in(A,a) 

V =4.  a6c  sin  (6,  c)  sin  (  Â ,  a) 

De  même  V=-3-a6c8in(a,c)sin(B,6) 

V  =  ^a6csin(a,6)sin(C,c) 

Remarque.  De  ces  trois  formules,  on  déduit 
sîn(6,c)sin(A,a)=8in(a,c)8in(B,6)  =  sin(a,6)8in(C,c) 

Ce  produit  constant  du  sinus  d'une  face  d'un  trièdre  par  le  sinus 
de  Tangle,  que  forme  celle  face  avec  Tarôte  opposée,  s'appelle  sinus 
du  trièdre;  on  le  représente  par  A.  (Staudt.) 

Donc,  le  volume  d'un  tétraèdre  égale  -g-  du  produit  de  trois  arêtes 
concourantes  par  le  sinus  de  leur  trièdre.  (Euler^  Nov.  corn.) 
On  peut  écrire  l'expression  du  volume 
V  =  ^  a6cA 
Si  l'on  abaisse  ID  perpendioulaire  à  SC  et  qu'on  joigne  AD,  le 
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triangle  rectangle  ÂID  donne  /i  =  ADsin(A,  B);  le  triangle  rec- 
tangle ADS  donne    a  =  -1—7 -,   et  comme    8in(A,a)  =  --,   on 

®  810  (a^ e)  '  ^    '    '       a  ' 

en  conclot  8in(A,a)  =  sin(a,c)sin(A,B) 

Donc  on  peut  écrire 

V=-g^  a6c8in(6,c)8in  (a,c)8in(A,  B) 

392.  Vohtme  en  fonction  de  tietu:  faces,  de  Varéte  commune  et  du 
dièdre  compris.  —  Dans  la  formule  précédente 

V  =  —  abc  gin  (6,  o)  sîn  (a,  c)  flin  (  A ,  B) 

i 
si  Ton  remarque  que        A  =  -^  6c  sin  (6,  c) 

et  B=:-^ae8in(a,c) 

d'où  8in(6,c)8in(a,c)  =  :^^ 

il  rient,  en  substituant, 

xy_  2  A.BsinÇA.B) 
^""3  c 

Donc,  le  volume  d'un  tétraèdre  égale  les  -^  du  produit  de  deux 

faces  muUipUé  par  le  sinus  du  dièdre  compris,  et  divisé  par  rareté 
de  ce  dièdre. 

393.  Volume  en  fonction  de  quatre  faces,  de  deux  dièdres  opposés  et 
des  arêtes  de  ces  dièdres.  —  La  formule  précédente  donne  six  expres- 
sions de  la  valeur  de  V 

V      2  A.Bsin(A,B)        2   B.CsinfB^C)       2   C.Apin(C,A) 
_  2    C.38in(C,S)        2  A.Ssin(A,S)  _  2    B.Ssin(B.Sj 


En  les  multipliant  deux  à  deux,  on  obtient 
»=-^ABCSiî^(ALSJ^ 
=  ^  ABCS  s'P(B,C)8in(A,S) 
—  *  Aor-Q  8in(C,A)eîn(B,S) 
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Donc,  le  volume  d*un  tétraèdre  égale  les  tt  de  la  racine  carrée  du 

produit  des  qiuitre  faces  multiplié  par  la  fraction  qu'on  obtienl  en 
divisant  le  produit  des  sinus  de  deux  dièdres  opposés  par  le  produit 
des  arêtes  de  ces  dièdres. 


394.  Volume  en  fonction  d'une  face  et  des  trois  dièdres  adjcuenis. 

Les  formules 

V      2  A.SsinfA.S)       2  B.S8io(B,S)       2   C.3Mn(C>S) 

^="3 K' ^-g- F =^ — ^ — 

donnent       -^  sin  (  A ,  S  )  =  -^  sin  (  B ,  S  )  =  -^  sin  (  C ,  S  ) 

En  y  joignant  la  relation 

Aco8(A,S)  +  Bco8(B,S)  +  Cco8(C,S)  =  S 

on  obtient  un  système  d'équations  qui  permet  de  calculer  les  trois 
faces  A,  B,  G  en  fonction  de  S.  On  trouve,  par  exemple , 


A=-,;r. 


S 


a'  cotg  (  A7  S)  +  6'  cotg(B7S  HFc'  cotg~(C7ST     sin(A,S) 

d'où 

,._2A.S8in(A,S)_2  _  S«  

^  """î  et  ""3'â'côîg'(À,î3)  +  6'cotg(B,S)4-Ccotg(C,S) 

3d5.  Volume  en  fonction  de  deux  arêtes  opposées  et  de  leur  distance 
normale,  (P.  Lenthéric,  N.  A.,  tome  XVI II,  page  2î$0.) 

Soit  le  tétraèdre  SABG.  Le  prisme  triangu- 
laire, ayant  la  même  base  ABC  et  pour  arête 
AS,  a  pour  volume  le  produit  d*une  face  laté- 
rale BCDE  par  la  moitié  de  sa  distance  à  Pa- 
rôte  opposée.  (Voir  Ex.  de  Qéom,,  n*  1847.) 

Si  Ton  représente  par  d^,  d^,  de  les  distances 
normales  des  arêtes  opposées  aa',  bb',  cc\  le 
votume  du  tétraèdre  est 


V  =  -g-BCDExirf.  =  ^aa'8in(a,aOrf. 

yz=^bb'Bin{b,b')d^ 

yz=^cc'  sin  {c,c')  de 

Ainsi,  le  volume  d'un  tétraèdre  égale  i  du  produit  de  deux  arêtes 
opposées  par  leur  distance  normale  et  le  sinus  de  leur  angle, 
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396.  Volume  en  fonclion  de  la  distance  de  deux  arêteê  opposées  et 
de  la  section  équidistante.  —  Désignons  par  S,,,  S» ^  Se  les  sections 
éqaidistantes  des  arêtes  opposées  aa',  bb',  ce'. 

On  a  Sa  =  ^BCDE  =  -^aa'sin(a,a') 

i  2 

donc  V  =  ^  aa' BÎn  (a,  a')  rffl=  -j  S,rf, 

De  môme  V  =  ^S^^/* 

et  V  =  |s^c 

Donc,  le  volume  d*un  tétraèdre  est  égal  aux  4  du  produit  de  la 

distance  normale  de  deux  arêtes  opposées  par  la  section  perpendi- 
culaire au  milieu  de  cette  dislance.  {Ann,  Qergonne,  xviii,  p.  250.) 
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CHAPITRE  V 

DE  LA  RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES,  ETC. 


§  1.  —  Formules  de  vérification  dans  les  cas 
élémentaires. 


397.  La  résolution  des  triangles,  lorsque  les  données  sont  seule- 
ment des  côtés  et  des  angles,  ne  comprend  que  quatre  cas,  ordinai- 
rement désignés  sous  le  nom  de  cas  élémentaires.  On  a  donné,  dans 
le  cours,  tous  les  détails  relatifs  à  chacun  de  ces  cas. 

Si  Ton  voulait  vériûer  les  résultats  obtenus,  il  sufQrait  de  s'assurer 
que  les  données  et  les  inconnues  rendent  identique  une  des  formules 
qui  existent  entre  les  éléments  d^un  triangle.  Dans  chaque  cas,  la 
formule  doit  être  choisie  de  manière  qu'elle  contienne  tous  les  élé- 
ments calculés,  et  en  même  temps  qu'elle  soit  le  plus  simple  possible. 

Voici  celles  qui  sont  le  plus  commodes  dans  chacun  des  quatre  cas 
élémentaires. 

!•'  CoB,  —  Les  données  étant  a,  B,  C,  et  les  inconnues  b,  c,  ou 
peut  employer  la  formule  du  n»  77  de  la  Trigonométrie 

sin-s-A 

a=^(b  +  c) ,~^ 

cos|(B-C) 

2«  Cas.  —  Les  données  sont  a,  6,  C;  les  inconnues  A,  B,  c;  Tune 
des  meilleures  formules  de  vérification  est  (  Trig.,  chap.  iv,  appl.4«) 

,4Atg*B  =  ^ 

On  peut  aussi  employer  Tune  des  formules  du  3*  cas ,  par  exemple 

(p-6)fp-cT 


b4a=v/SEI)Q 


3«  Cas.  —  Les  données  sont  a,  b,  c  et  les  inconnues  A,  B,  C;  la 
meilleure  formule  de  vérification  est  évidemment 

A  +  B4-C  =  180* 
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4«  Cas,  —  Les  doonées  étant  a,  b,  A  et  les  inconnues  B,  C,  c, 
8*il  y  a  deux  solutions,  on  peut  employer  la  formule  très  simple  in- 
diquée dans  le  cours  (Trig,,  n»  86) 

c'  +  c"  =  26cosA 

(Cette  formule,  déduite  des  propriétés  des  racines  d*une  équation  du 
second  degré,  se  démontre  très  facilement  sur  une  figure.) 

S*il  n^y  a  qu'une  solution,  on  peut  employer  la  formule  déjà  in- 
diquée au  !•'  cas 

sin  I  B 

b:={a  +  c) ^ 

cos-^(A  — G) 

398.  Bemarqae.  —  Dans  le  3«  cas,  outre  la  vérification  finale  donnée 
par  la  formule  A  +  B  +  C  =  180,  il  est  encore  facile  de  se  mé- 
nager, dans  le  cours  des  opérations,  plusieurs  vérifications  de  détail. 
Ainsi  : 

i«  Dans  les  calculs  préliminaires,  après  avoir  trouvé  les  valeurs 
de  p,  p  — «,  p  —  b,  p  —  c,  on  peut  vérifier  que  la  somme  des 
trois  dernières  quantités  reproduit  la  première 

(p_a)  +  (p  — 6)4-(p  — c)=p 

2»  Avant  de  passer  au  calcul  des  angles,  on  peut  s'assurer  de 
Texactitude  des  valeurs  trouvées  pour  les  logarithmes  de  r,  p,  p  —  a, 
p  —  b  et  p  —  c;  car  la  formule  p{p^a)  (p-'b){p~'C)  =  ph*^ 
donne,  en  appliquant  les  logarithmes, 

logp  +  log(p  — a)-hIog(p  — 6)  +  log(p  — c)  =  21ogp-h21ogr 
3«  Les  tangentes  des  demi -angles  étant  données  par  les  formules 

'«i^=-^'  »«4b=7^.  '«4^=7^ 


si  Ton  remarque  que 


pr* 


p—a'p^b'p—c     (p— a)(p— 6)(p— c)     p{p^a){p^b){p'-c)     p 
On  peut  faire,  à  vue,  une  troisième  vérification  à  Taide  de  la  formule 

log^^+log.j^  +  log-^  +  logp  =  logr 

Bzempl».  —  Calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle,  connaissant 
a  =  46751-,38,    6  =  5804S»,29,    c  =  37694«,06 
(École  Polytechnique,  16  juin  1885). 
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Calculé  préliminairea 

2p  =  142490,73 

p=  71245,365 
p-~a=  24493,985 
p  — 6=  13200,075 
p-^c^z  33551,305 

!'•  Vérification 

(p-a)  +  {p-6)  +  (p-c)=p  = 
=  71245,365 


Calcul  de  log  r 

log(p  — a)  =  4,3 

log(p-6)  =4,1205763 

log(p  —  c)=  4,5257094 

Lp  =  5,1472434 


2logr  =  8.1825886 
log  r  =  4,091 2943 


2»  Vérification 

logp  +  log(p-a)  +  log(p— 6)  + 
4-log(p— c)=21ogp+Jilogr 


Calculs  définitifs 

log —^=1,7022348  1  A  =  26'»44'15",83 

log .-;^  =1,9707179  -tB=43-  4'11",62 

log— ^  =1,5655850  1  G  =20«»11'32",55 

log  p  =  4,8527566  log  S  =  log  p  +  log  r  =  8,944  0509 

3*  Vérification  4,091 2943  ==  log.  r  S  =  87912»»wS56«« 

Résultats 

A  =  53»28'31",66 
B=86»  8'23",24 
G  =40*  23'  5",iO 


4-  Vérification    A4-B  +  C  =  180<» 

g  2.  —  Résolation  des  triangles  en  dehors 
des  cas  élémentaires. 


399.  DaDB  les  problèmes  qui  demandent  des  résolutions  de  triangles, 
on  a  fréquemment  parmi  les  données  diverses  combinaisons  des  angles 
ou  des  côtés,  ou  bien  ces  éléments  sont  remplacés  par  d'autres  gran- 
deurs pouvant  également  servir  à  déterminer  les  inconnues.  On  con- 
çoit dès  lors  que  le  nombre  des  cas  possibles  peut  varier  indéfi- 
niment; par  suite,  il  devient  difficile  d^indiquer  avec  précision  une 
marche  générale  à  suivre  :  c'est  la  pratique  à  peu  près  seule  qui  sert 
de  guide. 
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Les  questions  que  Ton  peut  avoir  à  résoudre  sont  de  deux  sortes. 
Dans  les  unes,  on  se  propose  de  déterminer  certaines  inconnues 
propres  à  ramener  la  résolution  du  triangle  à  l'un  des  cas  élémen- 
taires ;  c'est  alors  la  nature  même  de  la  question  qui  suggère  la  mé- 
thode à  employer.  Dans  les  autres^  on  cherche  à  résoudre  complè- 
tement un  triangle,  en  exprimant  tous  les  éléments  inconnus  en 
fonction  des  seules  données;  alors  le  calcul  des  angles  et  celui  des 
côtés  sont  indépendants  l'un  de  Tautre  :  on  peut  commencer  par  les 
côtés  ou  par  les  angles.  Le  premier  procédé  e&t  généralement  le  plus 
facile  à  mettre  en  œuvre;  mais  il  conduit  à  des  formules  qui  ne  sont 
pas  logarithmiques  et  qu'il  faut  transformer  à  l'aide  d'angles  auxi- 
liaires. Le  deuxième  est  plus  élégant,  et  les  formules  que  Ton  obtient 
sont  pins  facilement  calculables  par  logarithmes.  En  calculant  ainsi 
séparément  les  angles  et  les  côtés,  on  doit  nécessairement  trouver  des 
résultats  en  parfaite  concordance.  Il  faut  ensuite  discuter  les  valeurs 
obtenues,  afin  de  distinguer  celles  qu'il  faut  rejeter  et  celles  qu'on 
doit  admettre;  les  valeurs  admissibles  doivent  toujours  être  rendues 
calculables  par  logarithmes. 

Le  plus  souvent  on  se  borne,  comme  on  l'a  fait  dans  le  Cours,  à 
ramener  le  problème  à  Tun  des  cas  élémentaires;  on  emploie  ensuite 
les  divers  éléments  calculés,  comme  s'ils  faisaient  partie  des  données. 

Dans  certains  cas,  il  peut  y  avoir  avantage  à  se  servir  de  la  con- 
struction géométrique  lorsqu'elle  est  connue.  Inversement,  la  réso- 
lution du  problème  par  le  calcul  peut  aider  parfois  à  découvrir  la 
construction  géométrique.  —  11  est  à  peine  besoin  d'ajouter  que  les 
diverses  solutions  d'une  même  question  offrent  des  moyens  de  véri- 
fication. 

Donnons  d*abord  quelques  exemples  de  questions  traitées  complè- 
tement; nous  verrons  ensuite  des  problèmes  où  l'on  se  borne  à  la 
recherche  de  quelques  éléments  particuliers. 

400.  i*'  Exemple.  —  Résoudre  un  IriangU  rectangle,  connaissant 
Vkypoténuse  a  et  la  somme    b  +  c  =  l    des  côtés  de  Vangle  droit. 

1«  Calcul  direct  des  calés.  Le  calcul  direct  des  côtés  est  une  simple 
question  d'Algèbre  ;  on  trouve  les  inconnues  6  et  c  en  résolvant  le 

système  des  deux  équations  6*  +  c'  =  a' 

et  •  b-\-c  =  l 

On  en  déduit  immédiatement  les  angles  B  et  C. 

2»  Calcul  direct  des  angles.  On  a  déjà  leur  somme  -j  (  B  -f  C  )  =  45»; 
pour  avoir  leur  différence ,  on  ajoute  les  égalités 

6  =  asînB 

c  =  a  sin  C 


ce  qui  donne  ï==a(8inB-f  sinC) 
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OU,  en  changeant  en  produit  la  somme  de  deax  sinus, 

<-.2a8in^  (B  +  C)co8-j(B  — C) 
d'où  Ton  lire,  à  cause  de    sin-g^  (B  + C)  =  sin45«»=  ^, 
cos4(B-C)=  -' 

Les  angles  B  et  G,  dont  on  a  la  somme  et  la  différence,  sont  dé^ 
terminés;  on  en  déduit  les  côtés. 

3*  Diêeusêxon.  Pour  que  la  valeur  trouvée  puisse  représenter  ua 
cosinus,  elle  doit  être  inférieure  à  Tunité;  donc  il  faut  que  Ton  ait 

En  outre,  ^(B  — G)  doit  être  plus  petit  que  -1  (B-f  C)=45»; 
par  suite,  il  faut  que  Ton  ait 

cos-i(B  — C1>cos45»,    ou    —^>^ 

ou  />a 

£n  résumé,  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  eA  il  sufiit 

que  Ton  ait  a<:i\><,o^'^ 

c*esl-à-dire  que  la  somme  donnée  soit  comprise  entre  les  valeurs  de  a 
et  de  av^^. 

401.  a*  Exemple.  —  Résoudre  un  triangle  rectangle,  connaissant 
le  périmètre  2p  et  la  hauteur  h  correspondant  à  l'hypoténuse.  fSor- 
bonne,  Ujuillet  1869.) 

1»  Calcul  direct  des  côtés.  Les  côtés  peuvent  être  obtenus  en  résol- 
vant le  système  des  trois  équations 

a  4-  6  +  c  =  2p 

6«  +  c«  =  a« 

bc  =  ah 

On  en  tire  ^^-gj^T 

Celle  valeur  peut  être  également  déduite  des  diverses  expressions  de 
la  surface  du  triangle     a/i  =  2/>  (  p  —  a)  =  6c 

or      bc=.aH  =  ^    et    6  +  c  =  2p_a  =  i^g+j^ 
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donc  6  et  c  sont  les  racines  de  l'ëquatioa 

(2p  +  /i)aî«— 2p(p4-/i)a5  +  2/>«/i=0 


Le  premier  terme  du  trinôme  sous  le  radical  étant  négatif,  il  faut 
que  h  soit  compris  entre  les  racines  de 

A«  +  2pA  — p«=0 
qui  sont  /i  =— p±/2/>« 

Les  valeurs  négatives  sont  à  rejeter;  donc  la  condition  de  possibi- 
lité du  problème  est  h^p[^  —  \] 

Les  trois  côtés  étant  connus,  on  obtient  facilement  les  angles. 
Après  avoir  calculé  a,  on  peut  encore  écrire 
A  =  c8inB    et    A  =  6cosB 
le  produit  de  ces  deux  relations  donne 

h^  =  6c  sin  B  cos  B = aA  sin  B  coa  B 

donc  Bui2B= i^  ^iîP  +  MA 

a  j:^ 

d^où  Ton  déduit  la  condition 

c'est-à-dire  A«  +  2pA— p«^0 

En  résolvant  cette  inégalité ,  on  retrouve 
/i^p(/2~-l) 

Si  A=p(y/î-.i] 

on  a  8in2B=3l 

le  triangle  rectangle  est  isocèle. 

Connaissant  h,  on  a 

sinBsaA    et    sinC»^ 
c  0 

2»  Calcul  direct  de$  angles.  On  connaît  la  somme  des  angles  aigus ^ 
il  faut  chercher  à  obtenir  leur  différence. 


Or  on  a 


smC  sinB  '  sin  B  ""  sin  B  sin  C 


Digitized  by  LjOOQIC 


280  goxpUmbnts  de  trigokoxétrib 

par  suite  — — cr — rr  +  -A^-  +  ---o  =  2p 

d'où  /i(l  +  8iQB  +  sin  C)  =  2p8inB8inC 

oa 

/i  +  2/i8in^(B  +  C)co8^(B  — C)  =  p[co8(B  — O  — coB(B  +  C)] 

£n  y  8ub&(itaaiit 

-^(B  +  C)  =  4B«,     co8(B-C)  =  2co8«^(B  — G)  — 1 
et  cos(B  +  C)=co890»  =  0 

il  vient    A  +  2/i8in45oco8^(B  — C)  =  2pcos«-2-(B  — G)— p 
ou,  en  ordonnant, 

2pco8«i(B  — G)  — 2A8in45«co8-^(B  — G)  — (/i4-p)=0 

Le  dernier  terme  de  cette  équation  du  second  degré  en    cos  -^  (  B— G) 

étant  négatif,  les  racines  sont  réelles  et  de  signes  contraires;  la  ra- 
cine négative  est  à  rejeter;  on  a  donc 


COB-g-CB  — C)  = ^ ^ «^ 

Si  Ton  remarque  que  la  quantité  placée  sous  le  radical  peut  s'écrire 
A«sin«45»H-4pA8in*45<»-f  V»»"!*^^'    o»    (A  +  2p)*sin*45« 
cos^(B-G)==^^^^^t(M-Jf)^^ 

(/i-fp)sin45o 

P 

_  (^4-Piy'? 

-    -    2p      -- 

3*  Diicusiion.  La  valeur  de    cos-^  (B  — G)    doit  être  au  plus 
égale  à  Tunité;  donc  il  faut  que  Ton  ait 

{h-^p)y^^2p    ou    /i  +  p^pv'S' 

ou  enfin  h^p(v^^^i) 

condition  déjà  trouvée. 

De  plus,  il  faut  que  cos^(B— G)   soit  plus  grand  que   cos^(B+C), 
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e-est^^ire  <^  +  P)^  >4    ou    A±£.>i 

condition  éyidemment  remplie. 

402.  s«  EzOTaple.  —  Bésoudre  un  triangU  connai$$arU  un  câU  a, 
Vangle  opposé  A  et  la  somme  b  +  c  =  l  des  deux  autres  côtés, 
(Sorbonne,  16  avril  1856  et  21  juillet  1868.) 

1*  Calcul  des  eâlés.  Les  côtés  inconnus  6  et  c  s'obtiennent  en  ré- 
Bolrant  le  système  des  deux  équations. 

6  +  c  =  « 

6«  +  c«— 26ccosA=sa« 

La  seconde  s'écrit 

(6  4.c)t— 26c(l  +  cosA)  =  a« 


d'où 


il  — 46cco8*4A=a* 
4co6S-s^A  4co8*-5-A 


alors  6  et  c,  dont  on  a  la  somme  et  le  produit,  sont  les  racines  de 

VéquaUon  a»  -  to  +  (^  +  «)(j[— <^)  =  o 

4cos«^A 

Il  n'y  a  plus  qu*à  résoudre,  puis  à  rendre  logarithmiques  les  va- 
leurs obtenues. 

2*  Calcul  direct  des  angles.  On  connaît  la  somme  des  angles  in- 
connus B  +  C=180»— A;    il  faut  chercher  leur  différence. 

Cette  question  a  été  résolue  dans  le  cours  (chap.  iv,  appl.  S*);  on  a 
trouvé  la  formule  logarithmique 

.  (  sin  -^  A 

cosi(B-C)=— ^ 

>  ï)i$eu$$ion.  On  doit  avoir 

co8-J(B  +  C)<co8-|(B-C)<l 


e'ert-è-dire  8in-jA< ^ — <i 


1  .^'"4^ 

a 


ou  a<<< i — 

sin-^  A 
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Autre  méthode.  On  peut  résoudre  le  problème  en  s^aidant  de  la 

construction  géométrique  connue.  En  suppo- 

.ijl  sant  ie  problème  résolu  et  ABC  étant  le  triangle 

vT    demandé,  si  l'on  prolonge  CA  d'une  longueor 

égale  à  AB,  dans  le  triangle  BMC  on  connaît 

BGsra,     CM  =  {    et    M=a4A;    done  on 

construis  le  triangle  BMC,  et  la  perpendicu- 
laire élevée  au  milieu  de  BM  détermine  le 
aommet  A  que  f  on  joint  au  point  B. 
Or,  dans  le  triangle  total ,  on  a 


sin  M 


CM 
sin  CBM 


c'est-à-dire 


d'où 


um^K      Bin(B  +  YA) 


8in(B  +  |A)  = 


(sin-n  A 


formule  qui  donne  l'angle  B  +  4-  A,  et  par  suite  B. 

Mais  si  Ton  remarque  que 
B+^A  =  B+^(i80o-.B-C)  =  ^(180<»+B-C)=90o+l(B-C) 
on  retrouve  la  formule  précédemment  établie 


co8j.(B-C)  = 


Uin-|A 


403.  4*  Ezample.  —  Résoudre  un  triangle,  connaissant  deux  côtés 
b  et  G  et  ta  bissectrice  a  de  l*angle  compris, 

i^  Méthode.  En  écrivant  que  la  surface  du  triangle  égale  la  somme 
des  triangles  partiels  formés  par  la  bissectrice,  on  a  trouvé  la  for- 
mule (n*  306) 

il  i 

26c  sin  4-  A  ces  -ç-  A  =x  a  (  6  4-  c)  sin  -ç-  A. 

2  Ï6c 
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2*  Méthode.  Les  triangles  partiels  donnent 


sinB        BinD       .     sinC       sinD 

= — - —   et   = — T — 

CL  c  a,  o 


donc,  en  ajoutant 


a  bc 


ou 


2co8-^Aco8|-(B-C)  =  .2L(.^±^sinD    (1) 

Maïs  Tangle  D  extérieur  i  chaque  triangle 
partiel  donne 

sin  D  =  8in  ^B  +  ^  A^  =  sin  (c  +  ^  a) 


ou 

28inD=sin(B+^A)  +  8in(c+|AW28ini(A+B+C)co8^(B-C) 

d*où  8inD  =  co8^(B— C)  (2) 

En  divisant  membre  à  membre  les  relations  (1)  et  (2),  il  vient 

*^î^ 56c ' 

3*  Méthode,  On  peut  s'aider  de  la  construction  géométrique.  Si 
Ton  suppose  le  problème  résolu  et  que  Ton  mène  BM  parallèle  é  la 
bissectrice,  on  a    AM  =  C,    et  les  triangles  semblables  CMB  et  CAD 

le  côté  BM  est  donc  une  quatrième  proportionnelle  à  6^  a  et  64-c 
que  Ton  obtient  sans  difficulté;  par  suite,  si  Ton  construit  le  triangle 
isocèle  BAM  dont  on  connaît  les  trois  côtés,  il  suffît  de  prolonger  AM 
d'une  longueur    AC  =  &    et  de  joindre  CE. 

Mais  en  menant  la  hauteur  du  triangle  isocèle  BAM,  on  a  immé- 
diatement   BM  =  2AMcosM    ou     «(^  +  <^)  =2cco8-^-A 

où  C08-^A=       \^^ 

404.  5»  Exemple.  —  Résoudre  un  triangle,  connaissant  un  coté  a, 
l'angle  opposé  A  et  la  bissectrice  a  de  cet  angle  (fig.  précédente). 

On  connaît  la  somme  des  angles  inconnus  B  +  C  =  180»  —  A,  il 
faut  chercher  leur  diflérence.  ,  . 
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Les  triangloB  partiels  donnent 

_  csinB  c sin B 

asin^A  asin-g-A 

ellessegmenU     BD=      smB     '    ^^=     sinC 

en  ajoutant    BD  +  CD  =  a  =  a  sin  ^  A  (  gj^g  +  g^p  (^  ) 

d'où  2a  sin  B  sin  C  =  2a  sin  -^  A  (sin  B  +  sin  C) 

a[cos(B-C)-co8(B  +  C)]  =  4asin^A8in-|-(B  +  C)co8-^(B-C) 

a  [co8(B—  C)  +  CCS  A]  =  4a  sin  -i- A  cos -i  A  cos  -^^  (B  —  C) 

ou 

a  [2008» -^  (B  — C)  — 1  +  cos  a]  =4a8in  Y  A  cos-^  A  costj  (B  — C) 

arco8«^(B-C)-8in*-^A]=2a8in^AcosiAcos-j(B-C) 

a.co8«i(B-C)-2a8in-2Aco8-2-Aco8-^(B-C)-a8in«-2A=0 

Celle  équation  du  second  degré  en  cos-^  (B  — C)  a  ses  racines 
réelles  et  de  signes  contraires;  il  ne  faut  prendre  que  la  racine  posi- 
tive, car  y(B  — C)  est  compris  entre  90<»  et  —  90«>.  La  racine  po- 
sitive est  comprise  entre  0  et  i  ;  donc  la  substitution  cos  ^  (B— C)=l 
dans  le  i*'  membre  de  Péquation  doit  donner  un  résultat  positif.  On 
a  donc  acos*  ^  A— 2asinT^A  cos  yA>0 

ou,  supprimant  le  facteur  commun    cos  ^  A, 

2asin-s-A  - 

a>' j^ —     ou     a>2atg-^A 

cos  2^  A 

Il  faut  en  outre  que  B  et  C  soient  positifs;  et,  en  supposant  B>  C, 

on  doit  avoir  cos  -i  (B  —  C)  >  cos  -|  (B  +  C) 

ou  cos  -H^  (B  —  C)  >  sin  i  A 
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Il  faut  donc  que  la  substitulion  de    sin  »  A    donne  un  résultat  né- 
gatif; c*e8t-à-dire 

1  1  i  1 

a8in*4^A  — 2aBin*-s-A  cos-iA  — asin*-^A<0 

celte  condition  est  satisfaite  d'elle-même. 

Donc  la  seule  condition  de  possibilité  est    a>2atg-^  A. 

Rendons  la  racine  positive  de  cos-x-  (B — G)  calculable  par  loga- 
rithmes 

^                   asin^Aco8YA  +  i/a*sin«^Acos*^A  +  a«sin^A 
cos-î^  (B—C)  = ^ — — 

on 

Posons      ^-| — =lg*9     ou     ^ —  =  tg9 

a*  cos»  "^  A  a  cos  -^  A 

il  vient 

cos|(B-C)  =  -|8in-|Aco8^A(14-/l  +  tg«?) 

a.     1.         Ia/^+cosçX 

=  -=-sin-i^  Acos-ïT  AI— i-- — 311 

a        2  2      \     C08Ç     / 

2^    sin-^-Acos^Acos»-! 

Ô  CÔSÇ 

405.  ••  Exemple.  ^  Résoudre  un  triangle,  connaUsant  un  câU  b  et 
un  angle  adjacent  A,  sachant  que  les  bissectrices  intérieure  et  exté- 
rieure de  cet  angle  sont  égales. 

Construction.-'  Qénéraliser  le  problème,  les  bissectrices  étant  dans 
un  rapport  donné  m. 

Le  triangle  ADD'  étant  rectangle  iso- 
cèle, l'angle  D  =  45<»;  donc  J^ÏS 

G=:-«5o-.^A    et    B«i35--iA  y[     \ 

Or  les  relations 


BinA       sinB       sinC 
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—  fcsÎPA. bsin  A 

""8iD(i35o--|-Ay       cos^45«»-iA) 

8in(l35«»-^A)  ^  ^     ^ 


de  plus 

S 


.  6t8mA8in(45o-iA)       .  /  4    \ 

=  ia68inC  = _l_^^==^6«smAtg(4î5o-*A) 

2  2co8^45o-|.Aj  ^  V  Z    / 

Condition  (/e  possibilité.  —  a  et  6  doivent  être  positifs;  donc  il 
fout  -|a<45«     ou      A<90<» 

Conêtruction,  —  On  fait  Tangle  donné  BAC  et  Ton  mène  les  bis- 
•ectrioes  AD,  Aiy,  puis  AE  bissectrice  de  Tangle  droit  DAD';  on 
prend  AC  =  6,  et  de  C  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  A£. 

406.  Oénéralisation.  —  Les  bissectrices  sont  dans  un  rappprt 
donné  m. 

Le  triangle  DAD' donne    tgD  =  -x7T-  =  m. 

Cet  angle  étant  connu,  on  obtient  comme  précédemment 

B=ii80û^D  — Y^     et     C=D  — -^A 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  B  et  G 
soient  positifs,  et  leur  somme  moindre  que  ISO».  Cette  dernière  con- 
dition est  toujours  remplie,  car  la  somme  est  i80>— A.  La  première 

condition  donne     D<180»— i-A     et     D>^A 

or  la  première  inégalité  est  toujours  satisfaisante;  quant  à  la  seconde, 
les  «ngta  D  et  4-  A  étant  aigus,  elle  entraine  la  condition 

tgD>tg-^A     ou     m>tg^A 
Si  le»  deux  bissectrices  sont  égales,  m  =  l;  on  doit  avoir  alors 
tg^A<i      ou      ^A<45o 
condition  déjà  trouvée. 
Construction.  —  On  construit  un  triangle  recUngle  dans  lequel  les 
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côtés  AD  et  AD'  soient  dans  le  rapport  donné  m  ;  on  hU  ensuite  de 

I 
part  et  d^autre  de  AD  des  angles  égaux  à  -s-  A ,  ce  qui  donne  un 

triangle  semblable  au  triangle  donné,  et,  comme  on  connaît  un  côté, 
la  construction  s^achève  facilement. 

407.  7*  Exemple.  —  Résoudi^  et  corulruirt  un  triangle,  eonnaii- 
9(vat  un  angle  A ,  la  bisieelriee  a  et  la  mé- 
diane m  issues  du  sommet  de  cet  angle. 

Soient  ABC  un  triangle  quelconque  AMs^m 
la  médiane  et  AD=a  la  bissectrice  donnée. 
Menons  la  hauteur  AU  =  ^,  et  appelons  ^ 
la  différence  des  angles  B  et  G  (B>C). 

On  a  sinM  =  -A 

m 

d^ailleurs  Tangle  de  la  bissectrice  avec  la  hauteur  étant  égal  à  la 
demi-différence  des  angles  aigus  (Probl.  482,  2«  SokUion)  ou  {Ex.  de 

Oéom.,  n*468)  oos|-  =  A 

En  divisant  ces  deux  relations  membre  à  membre,  il  vient 

De  plus,  on  a 

cosA  =  i2!i|+ii  =  co8p-BinptgM 

on  en  lire  igM  =  ^5ii=pi  (2) 

(C*e8t  la  formule  98  des  triangles.) 

Les  équations  à  deux  inconnues  (1)  et  (2)  résolvent  le  problème. 
L'angle  M  étant  connu,  h  est  déterminé,  et  Ton  rentre  dans  un  cas 
résolu.  (Voir  Probl.  482.) 

Construction.  —  On  trace  la  bisseclrice  de  Tangle  A  ;  de  l'extré- 
mité A,  avec  h  pour  rayon,  on  décrit  une  circonférence,  et  de  l'autre 
extrémité  D,  on  mène  une  tangente  qui  est  le  troisième  côlé  du 
triangle. 

Si  Ton  peut  mener  deux  tangentes,  et  c'est  le  cas  ordinaire,  le 
problème  a  deux  solu lions. 

Si  h  =  m,  le  triangle  est  isocèle,  et  il  n'y  a  qu'une  solution. 

Si  Ton  avait  A<m,  le  point  D  serait  à  Tintérieur  du  cercle,  et  il 
n'y  aurait  pas  de  solution. 

408.  On  traiterait  d'une  manière  analogue  le  problème  :  Résoudre 
im  triangle,  connaissant  la  hauteur  h,  la  bissectrice  «  et  la  mé^ 
diane  m  is'sues  du  même  sommet. 
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Les  formules  à  employer  seraient  : 

cob|  =  A,     BmM=-^     et     co«A=- °°'('"  +  P) 
2        a  tn  cos  M 

cette  dernière  fait  connaître  Tangle  A ,  et  Ton  rentre  dans  le  cas  du 
problème  précédent. 

409.  t*  Exemple.  —  Résoudre  un  triangle,  connaissant  un  angle  A, 
et  les  sommes  a  +  b  =  m  et  a  +  6=n.  (Concours  général,  1862.) 

!•  Calcul  des  angles,  —  Soit  m^n,  La  relation  des  sinus  permet 
d*écrire 

m ^ m  +  n  __^r:L'* 

sinA  +  sinB  "~  sinA— sinC  ~"  2sin  A  +  sinB  +  sinC  ""  sinB— sinC 

il  11 

or    8inA=s28in4-Aco8-2- A;    8inB  +  8inC=2co8-^ Acos-^-fB— C) 

1  1 

et  sinB  — sinC=28in-^Aiin-2-(B  — G) 

Ces  valeurs,  substituées  dans  la  dernière  égalité,  donnent 

^__^___  m  +  n m^n 

48in^Acos|-A  +  2cos^Aco8|-(B  — C)        2sin^Asin|-(B— C) 

ou  __m  +  n —  m  — n 

ou  4 4 1 j 

2sin-jA  +  oo8-^(B-C)        tg^  Asin  1  (B-C) 
d*où 

tg^A(m  +  n)8inl(B-C)  — (m-n)cosi(B-C)==2(m-n)8in2-A 
équation  de  la  forme  typique    a  sin  a;  +  6  cos  a;  =  c 
Posons  igç=.^^cotg^A  (1) 

il  vient  sinl -jr  (B  — C)  — 9  |  =  28inçsin-5- A 

En  appelant  a  le  plus  petit  angle  positif  satisfaisant  à  la  relation 
sina==28in98in-^  A  (2) 

on  a       B=ÔO«  — -jA  +  fli  +  9      et      C=90»  — -| A  —  a  — ç 

2»  Calcul  des  calés.  —  On  peut  écrire 

a     __     b     _     c     a-\-b m 

sinA       sînB       sinC       sin  A  +  sin  B  "" 


2cosYCcofl^(A  — B) 
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or  ce  dernier  rapport  est  tout  connu  ;  en  le  représentant  par  2R,  va- 
leur commune  de  toute  cette  suite  do  rapporta,  on  a  pour  les  côtés 

a  =  2RsinÂ,      6s2R&inB     et     c=2R8inC 

3* Disctission. —  On  peut  remarquer  d'abord,  d*après  Téquation  (1), 
que  si  Ton  forme  un  triangle  avec  l'angle  Â  et  les  côtés  m  et  n^ 
Tangle  9  sera  égal  à  la  demi-dilTérence  des  angles  adjacents  au  troi- 
sième côté;  ce  triangle  est  toujours  possible,  quels  que  soient  A, 
m  et  n;  donc  Tangle  9  existe  toujours,  et  sa  valeur  est  inférieure  à 

Voyons  maintenant  dans  quelles  conditions  le  triangle  proposé  sera 
possible. 
D^abord  il  faut  que  Ton  ait  sina<1  ;  or,  d'après  la  remarque  qui 

précède ,  on  a  sin  9  <  ces  -ré-  A 

et  par  suite  2sinçsin-5- A<sinA 

Le  deuxième  membre  est  compris  entre  0  et  1  ;  donc,  à  fortiori  y  il 
en  est  de  même  du  premier,  c'est-à-dire  de  sin  a  (2).  Cette  condition 
est  toujours  remplie. 

En  second  lieu,  il  faut  que  B  et  C  soient  positifs  et  que  leur  somme 
soit  moiûdre  que  180».  Or  B-f  C=180<>  — A,  cette  somme  est  donc 
plus  petite  que  180>;  do  plus,  l'angle  B,  étant  la  somme  de  deux 
angles  positifs,  est  lui-même  positif;  il  reste  donc  seulement  à  cher- 
cher la  condition  pour  que  C  soit  positif. 

En  écrivant  qu'il  en  est  ainsi,  on  a 


a<90»— -- A  — 9 


1  1 

mais  comme  9  est  plus  petit  que  90*>  — -w- A,  Tangle  90»—  ^^A  — 9 

est  positif  et  plus  petit  que  90°.  On  peut  donc  écrire 

Bina<sin(90»  — -^  A  — 9) 

Remplaçant  dans  cette  inégalité  sin  a  par  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (2),  on  a,  après  réduction, 

lR9<-3  w)lgTjA 

*et  en  y  remplaçant  9  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (1)^  on  a 

.5L^<4-      ou      m<2n 

Donc  la  condition  de  possibilité  du  problème  est  que  la  plus  grande 
des  deux  sommes  données  soit  plus  petite  que  le  double  de  l'autre. 
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410.  f  exemple.  -  Réêoudre  un  triangle,  connais9ant  la  ba9e  a , 
la  hauteur  h  et  le  produit  m  dei  tangentes  des  demirangles  à  la  base. 
(Caen,  Concours  académique,  1874.) 

1»  Calcul  des  angles,  —  De  la  formule 

lg|AlKiBlg|c=|.      (rri(/.,n-83.) 

on  tire  *fi^  2  ^  ==  ^i^ïT "" "2pm  ^^ 

Pour  calculer  p,  muUiplions  membre  à  membre  lea  deux  relations 

il  vient     tgiBlg4c  =  m  =  -^;     d^où     P=y^        iV 

En  portant  celte  valeur  dans  (1),  on  a 

^^^^~        2am 
Nous  avons  le  produit  m  des  deux  quantités  Ig-^B  et  tg^C; 
cherchons  leur  somme. 

tg^(B  +  C)  =  colglA  =  -^^^^^ 

ou ,  en  développant      Ig  -2-  (  B  +  C  ) , 
1  1 

Par  suite,  tg^B  et  tg^C  sont  les  racines  de  Téq nation 

a(1  —  m) 
La  condition  de  réalité  est 

__-j^-m^O     ou       A2(i«m)i-* 
Cette  condition  supposée  remplie,  on  peut  poser 
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Les  racines  de  (3)  sont  alors  de  la  forme 

Ig^cj       |colg|V7?r 

Ces  valeurs  répondent  à  deux  triangles  symélriques  par  rappoit  à 
la  perpendiculaire  ^evée  sur  le  milieu  de  la  base. 

2*  Calcul  des  côtés,  —  On  pourrait  se  servir  des  angles  obtenus  et 
calculer  les  côtés  par  la  relation  des  sinus.  Cherchons- les  direcle- 
ment. 

Onalrouyé  2©=^ — — -  =  a  +  6  +  c 

1  — wi 

on  en  déduit  6  +  -  =  iLii+£»i 

d'autre  part,  en  égalant  deux  expressions  de  la  surface  du  triaDgIe, 

on  a  6c8iaA=:aA;     d*où     6c=-?-x- 

'  sinA 

donc  6c-  4a«m«  +  M(l-m)* 

Les  deux  côtés  6  et  c,  dont  on  a  la  somme  et  le  produit,  sont  donc 
.es  «cine.de     Y»- A^l^  v+i£!-  +  ^l^,'îi)i=0     (4) 
La  condition  de  réalité  des  racines  eêt 

4(l-m)« 4ïfrfr::^^rp — — ^   ^"    — ' 4^ — ^ 

déjà  trouvée  pour  (3). 

Les  deux  racines  sont  positives,  car  leur  produit  et  leur  somme  sont 
positils.  Ces  racines  sont  : 

6  i        1  ra(i  4-m)    .  4  /a»m«-/i«(l^m)n 
c  )  ="  U  \r^^^^      V  m  ""  J 

3»  Conditions  de  possibilité,  —  La  quantité  donnée  m  doit  êlre  po- 

1  1 

sitive,  puisque  -^  B  et  ^C  sont  des  angles  aigus.  De  plus,  m  doit 

être  iaCéfieur  à  i  pour  que  p,  donné  par  la  relation  (2),  soit  positif. 
Enfin  la  condition  trouvée  pour  Téquation  (4)  revient  à 

a«m^/i*(*-m)»     ou  à     /i«m«-(aî +  2/»»>m  +  /i*^0 
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Pour  que  ce  trinôme  soil  négatif,  il  faut  que  Ton  donne  à  m  des 
valeurs  comprises  entre  les  racines.  Or  ces  racines  sont  poèitÎTes, 

leur  produit  étant  -rr  =  ^  î  **"°®  ®^^  P*"^  grande  que  1,  et  la  limite 
à  laquelle  elle  conduirait  ne  peut  être  atteinte  à  cause  de  la  condi- 
tion m<i.  La  condition  de  possibilité  se  réduit  donc  à 

2ht  — m^i 

Pour  la  valeur  m  =  i,  on  n'a  pas  de  triangle,  les  formules  don- 
nant A  =  0     et      B  =  C  =  90» 


Pour  la  valeur  ^^  a»-h2/i»--^aya»  +  4/it  ^  ^^  ^  ^^  ^^j^^^,^ 

isocèle. 


§  3.  —  Détermination  de  quelques  éléments 
particuliers  des  triangles. 

411.  i"  Exemple.  —  L'un  des  celés  d'un  iriangU  est  double  cftm 
autre,  et  t'angle  compris  a  60°.  Calculer  les  deux  autres  angles. 

Soit  6=1      et     C  =  60o 

On  a      tg^(A.B)  =  ^:^J-cotg|c  =  — 4-colg 

donc  i(A-B)  =  30* 

et  comme  y(A  +  B)  =  60»,  il  en  résulte 

A  =  90o      et     6  =  30 
Un  coup  d'œil  jeté  sur  la  figure  suffit  pour  vérifier  ce  résulUt. 

412.  «•  Exemple.  —  Les  côlés  de  Vangle  droit  d*un  triangle  rec- 
tangle étant  2mn  et  m«  — n«,  calculer  les  tangentes  des  demi-angles 
aigus.  (Bacc.  Clermont,  23  avril  1873.) 

1'»  Solution.  —  L'hypoténuse  est  m*-\'n'^;  donc 
p=rm(m4-n),      reap^a=sn{m  —  n),      p  —  b^nim  +  n) 

Digitized  by  LjOOglC 


RtSOLUTIO!!   DIS  TRIANGLES  ^3 

Ces  valeurs  peuvenl  encore  être  obtenues  é  Taido  des  autres  for- 
mules du  troisième  cas  des  triangles. 

2»  Solution,  -—  On  a 

2lgic             o                  2  — 
-    P  __         ^  2  _      2mn m 

donc  lg-|c  =  ^,    etc. 


413.  s*  Exemple.  —  Calculer  Us  calés  b  et  c  d'un  triangle  reC' 
tangle  dont  on  connaît  V hypoténuse  a  et  dans  lequel  les  angles  B 
et  C  vérifient  la  relcUion  sin  B =2sin  C.  (  Sorbonne,  7  novembre  1881 .) 


On  a                      sinB==A 
a 

et      8inC=- 
a 

donc  la  relation  donnée  devient 

a        a 

ou      6  =  2c 

Or                           a^:='b^-hc^; 

donc      a*  =  5c« 

-  h 

"  -^ 

414.  4»  Exemple.  —  Dans  un  triangle  rectangle  la  hauteur  corres- 
pondant à  Vhypoténuse ,  les  deux  côtés  de  Vangle  droit  et  Vhypolé- 
nuse  ont  pour  longueurs  quatre  nombres  en  progression  géomé- 
trique. Calculer  la  raison  de  c^tte  progression  et  les  angles  du 
triangle.  (Bacc,  Lyon,  13  avril  1883.) 

Soit  Al  la  hauteur;  en  appelant  œ  la  raison,  les  trois  côtés  du 
triangle  sont  hx,      hx^     et     hx^ 

La  condition  est  possible,  car  le  double  de  la  surrace  peut  s'écrire 
identiquement  h .  hx^  =  hx .  hx* 

1«»  On  a         A'x*  -f  h^x*  =  h^x^      ou      i  -\-x^  =  x* 


X*  — a;»  — 1=0     donne l-i/'-t-V^S 


==*v/^ 


2«  BinB  =  A  =  J'   =_2_,=|(v/5-l) 

sinC  =  ^  =i-  =  x8inB  =  4V2(v^'S'-1) 
a       X  M 

Digitized  by  LjOOQIC 


29i  COMPLÉMENTS  DE  TRIGONOMÀTRIB 

Od  peut  égalcixMiDt  résoudre  le  syslème  connu 

B  +  C  =  90» 

Pin  G  _  (N«»133i 

blUb         ^ 

(Onoblienl:    B  =  38<»10'21V,  et    C  =  3I»49'38",3.) 

415.  5*  Exemple.  —  Calculer  les  Irois  câtéê  d*un  triangle,  saehani 
quils  sorti  exprimés  par  trois  nombres  entiers  consécutifs  ti  que  le 
plui  grand  angle  est  double  du  plus  petit. 

Soient  x  — 1 ,  x  et  x-\-\  les  côtés  du  triangle.  Si  Ton  désigne  le 
plus  petit  angle  par  a,  le  plus  grand  sera  2x. 

On  a  a;~l        x  +  i  _       ac-f  1 

8in  a         8in2a        2binacosa 

d'où  Ton  tire  cosa=  ^^   ~  rr 

Mais  on  a  encore 

(a;  — l)«  =  a;«H-(a?  +  l)«  — 2x(x4-l)co8a 
ou,  en  remplaçant  cosa  par  la  valeur  précédente, 

(aî-l)«  =  a;«  +  (a;  +  l)»-xi^±llî. 

ou  (a?  — ip  =  a;*(aj  — 1)  — (x-M)* 

qui  se  réduit  à  x*^^x  =  0.    La  valeur  0  n'eat  pas  admissible; 
donc  07  =  5,  et  le  triangle  a  pour  côtés 

4,      5      et     6 

416.  e«  Exemple.  —  Calculer  les  trois  angles  d'un  triangle,  con- 
naissant les  rapports  m ,  n ,  p  dea  segments  déterminés  sur  ctmcune 
des  hauteurs  ou  sur  chacune  des  bissectrices  par  leur  point  de  coH" 
cours. 

!«  Les  rapports  des  segments  des  hauteurs  étant  m,  n,  p,  on  a 
(no  293)  „,  =  J52LB^ 

COS  A 

__  cosAcosC 
** côsB 

^_  cosAcosB 
"  cosG 

Il  sufflt  de  multiplier  ces  relations  deux  à  deux;  il  vient 

co9A=\/np,    cosB  =  /mp,    C08C  =  /mn 
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donc  -j^  = . ,— r  =  m 


pareillement  -Ui-  = ;; — =-, — ;-  =  n 


C'O 
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2*  Les  segmeDU  de  la  bissectrice  AA'  peuvent  s'écrire 

BOsin-le  BOsinis 

AO ^    et    A'0=— — 2 

Bin-jA  8in(^B+?Aj 

A'O  ""2^ 

««(c+^b)' 

1 

_  _  J 

"^       sin(A  +  4-C)^ 

Ed  divisant  le  produit  de  deux  équations  par  la  troisième,  on  a 

*«^^      V(m-i)(n  +  l)(^7TT7 

«K  ^  »^ -  V (n-l)(m4--i )-(p--Ffr 
IR  î  C  =  ./(p-i-1)(m~l)TnE0: 


417.  9*  Exemple.  —  On  donne  dans  un  triangle  la  batte  a,  Vangle 
opposé  A  el  la  somme  m*  des  carrés  des  deux  autres  calés  h  et  c* 

Â 

On  demande  de  calculer  b,  c  c/    sin  ^^  (B  — C);    déterminer  entre 

quelles  limites  peut  varier  m*  pour  que  le  problème  soit  possible» 
(Sorbonne,  10  juillet  18S3,  26  juillet  1884;  Lille,  24  juillet  1885.) 
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m* — a* 


On  a       a*  =  6*-fc'  — 26ccosA;    d'où    26c  = 


cosA 
et  b^-\-c*=:m^ 

ajoutant  et  retranchant  ces  deux  relations,  il  vient 


V  C08  A.        V  ces  A  T  ces  A 

V  cosA        V  ces  A  T  C08  A 
par  suite,  6  et  c  sont  connus. 

La  valeur  de  sin  ^  (B  —  C)  peut  s'obtenir  par  plusieurs  méthodes. 

i'*  Méthode.  On  a 

g b  —  e 6  — c 

iîiïT-8.nB-8inC-2sin^(B-C)cos{(B4-C) 

or  |(B  +  C)=90o-iA 

donc  8in^{B-C)=^^co8-2^A 

ou,  en  remplaçant  6  — c  par  sa  vateur, 
M  cos-s-Aâ/a» 

4(B-c)=^_y- 


—  2m«sin»4A 


cos  A 


,.        6  +  c      Hrl(B  +  C) 

b  —  c 
tg|(B-C)  =  colg-|A' 


2«  Méthode,  La  relation     -ï-±^= — ? donne  ici 


I  /  a«— 2m«sin*-i  A 
f    2m«cos«  ^- A  — a« 


2 
d'où  Ton  déduit  facilement  la  valeur  du  sinus  cherché. 


3*  Méthode.  Soit  le  triangle  ABC;  l'angle    ^(B  — C)    est  celui 

'ice  AD.  (Ex,  de  C 
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que  forme  la  hauteur  AH  avec  la  bissectrice  AD.  (Ex.  de  Géom., 
n»  4C8.) 
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Soit  d  Tangle  DAH;  si  l'on 
mène  la  bissectrice  extérieure, 
Tangle  D'^d,  car  ces  deux  angles 
sont  le  complément  du  même  angle 
aigu  D.  Posons    BD'  =  x. 

Dans  le  triangle  ACD'  on  a 

sin  d       sin  CAD' 


^-i 


Mais 
d'ailleurs 
d'où 


sin  CAD' =  sin  (9O0  +  ^  a)  =  cos  i  A 
a-fac       b 


a'\-x 


0  —  c  b  —  c 


297 


^^ 


En  substituant  ces  valeurs,  la  relation  précédente  devient 

4 
M                   (6— c)coSôA       cos 
8ind  =  8in^(B  — C)  = ^—z- 


^Alfo^ 


— 2m*sinS^A 


cos  A 


Dûeu$$ion.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  valeur  de  sin-^CB  — C)  soit  !<>  réelle,  et  2o  plus  petilo 
que  1  en  valeur  absolue.  Supposons 

1»  A  obtus  ou  cosA<0.   La  condition  de  réalité  est 


2ml sin' TT  A  —  a« ^ 0    ou    m«^- 


a« 


2  sin»  2- A 


la  condition  de  grandeur  est 

COS' 


i±^t 


—  2in«sin«|-A 


ou 


ou  enfin 


cos* 


COS  A  ~ 

^  A  (a«  —  2m*  sin*  ^  A^  ^  a* 

a*  sin*  ^  A^2m*  sin*  i-  A  cos*  ^  A 

m*^ 


1 
cos  A 


o* 


2coB*^A 


Ainsi  Y  lorsque  A  est  obtus,  les  limites  de  m*  sont 


a* 


2sin*^  A 


-;^m*<- 


a* 


2cos*-^A 
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2»  A  aigu  ou  cos  A  >0.  On  verrait  de  même  que  les  limites  de  m*  bodI 


-^m«^- 


1 '^  "•"  == i 

±A.  2sin«-~A 

418.  ••  Exemple.  —  Dans  un  triangle  rectangle,  on  conneàl  Us 
deux  segments  m  el  n  déterminés  sur  l' fiypoténtae  par  la  bissectrice 
de  l'angle  droit.  Calculer  !•  les  trois  calés  du  triangle;^  la  hauUur 
correspondant  à  Vhypoténuse;  3<>  la  bissectrice  de  Vangle  droit,  ci 
/|0  la  tangente  de  Vangle  que  forment  ces  deux  dernières  Ugnes. 
(Bacc,  Lille,  1882.) 

Soient  X  et  y  les  côtés  de  Tangle  droit,  s  Thypolénuse,  h  la  hau- 
teur, a  la  bissectrice  et  p  l'angle  de  ces  deux  lignes. 

lo  z^m-{'n  =  a 

Or  &  =  l!r    ^^   x«  +  v«=a« 

d'où 


par  suite  x  =    ^ ,     et    i/  = 


20 


.  _  a?i/  _       ahnn       __  mnlm-^-n) 
a   "  a{m*-\-n'^)  m«  +  n» 


3»  La  bissectrice  a  est  donnée  par  Tune  des  deux  formules 


26c  cos  2  A 
a«=xj/  — mn    ou    a  = jqj^ — 

mn\^^ 

on  en  tire  a  = , 

V^m»  +  n* 

40  On  a  C08p  =  — ;    d'où    sin  p  «=  i^»!zL^ 

a  c» 


donc  tgp ^ =  7m^ 

419.  ••  Exemple.*—  Étant  donnés  les  trois  angles  d'un  triangle  et 
la  hauteur  h  issue  de  Vangle  A ,  1»  calculer  Us  trois  côtés;  2«  exprimer, 
en  formules  logarithmiques,  U  périmètre  et  les  rayons  des  cercles 
inscrit  et  circonscrit,  (Bacc.,  Lille,  1881.). 
lo  La  surface  peut  s'écrire 

ah o^  sin  B  sin  C 

"2"""  2        sin  A 

d'où  a^-J^l^ 

sin  13  sin  C 
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h 


6  =  - 


8in  ti 


h 
c  =  — 

S 

2»  Donc 


sinB 


o  AsinA      .       h       ■      h     _ /tfsin  A-fsînB-fsinC)  _. 

'^      ftin  B  sia  C       sinTT  "''  sia  G  sio  B  sin  G 

aTa  C08  -^  A  C08  -s-  B  C08  2  C  j  h  cos  -^  A 

A8in4- Bsin-ij  Ccos-i  Bcos -^C       sin-^Bsin^^C 


Oa  sail  que         R  = ~. ï^.- 


4  cos  "2^  A  cos  -^  B  C08  2  G 
en  remplaçant  p  par  la  valeur  précédente ,  il  vient 

A  C06  -r  A  . 

D  _  2  _  'i 


■*  — 4 i 1 i — • ï 

8  ces  2  A  cos  -K-  B  cos  2  C  sin  -^  G       4  cos  ^  B  sin  G 

1  1 

a  sin  ^  B  sin  2*  G 

Enfin  on  a  r= j 


cos^  A 

.  .        a  pin  B  sin  G 

et  A  = T 

sin  A 

en  divisant  membre  à  membre,  il  vient 

h  sin  -^  A 


2co6  2-Bcos^G 


420.  u*  Exemple.  —  Dans  un  triangle  isocèle  ABG,  on  connaît  la 
base  a,  la  bissectrice  ^-de  Vangle  à  la  base;  calculer  -^  B,  discuter  et 
rendre  logarithmique  la  formule  obtenue.  (Sainl-Gyr,  1834.) 

Le  triangle  BGD  donne 

ft     _       g 
sinU  "■  sin  BDC 

or       C  =  B    et    sin  BDG  =  sin  (-^  B  +  g) 

4 

donc,  en  posant     -ç-B  =  a;^  on  a 

sin  2x       sin  3x 
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d*où  p  (  2  sin  o;  cos^  x  +  cos  2x  sin  x)  =  2a  sîd  x  cos  x 

ou,  en  supprimant  la  solution  sin  a;=0  qui  ne  répond  pas  à  la  question, 

P  (  2  cos*  a?  4-  cos  2aî  )  =  2a  cos  X 
ou  .       4pcos*x  — 2aco8aj— p=0 

Cette  équation  a  ses  deux  racines  réelles  et  de  signes  contraires  ; 
la  racine  négative  est  à  rejeter,  car  l'angle  à  la  base  d'un  triangle 
isocèle  étant  plus  petit  que  90o,  sa  moitié  a  un  cosinus  positif.  La 

racine  positive  est        co8a;  =  —      la  ^^  ^ 

Pour  que  cette  racine  puisse  répondre  à  la  question,  il  faut  qu'elle 
soit  plus  petite  que  1  et  plus  grande  que  \- ,  Tangle  x  étant  com- 
pris entre  0  et  45°. 
On  doit  donc  avoir 


,^  a+/a«4-4p»  ^  v/2 
^—  4^  —"2" 

ou  4p  — a^v^a«  +  4p«^2p/2— a 

La  1">  inégalité  devient 

i6p*  +  a«  —  8ap  ^  a«  +  4p« 

d'où  ^     12p^8a    ou    |:^-| 

La  2*  inégalité  donne 

a«  -f  4p«^8^«  -I-  a2  —  4apv^2 

d'où  4av^^4(î    ou     ^  ^-^ 

p      -   * 

Donc  le  rapport  -^   doit  être  compris  entre  -^  et  i^  ;  son  ma^ci- 

3  i/î 

mum  est  -y  et  son  minimum  -^  . 

Aulrement.  Pour  que  i  surpasse  la  racine  positive,  il  faut  qu'on  ait 

4p  — 2a— p^O 
2 
c'est-à-dire  P— ^^ 

et  pour  que  -^  sépare  les  racines,  il  faut  qu'on  ait 

2p  — ay/^  — p^O 
c'est-à-dire  ^^a\f2 

La  condition  de  possibilité  est  donc 


^^p:^«»/2 
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les  bissectrices  des  angles  à  la  base  ont  pour  maximum  a\^2  et  pour 

.   .  2a 

mmtmum  -^. 

Pour  rendre  logarithmique  la  formule  (1),  on  peut  l'écrire 


2 


en  posant   ^  =  cotgç,    on  a 


421.  ii«  Exemple.  —  Dans  un  triangU,  on  donne  la  médiane  m 
de  VangU  au  sommet  A  el  les  angles  et ,  p  qu'elle  forme  avec  les  côtés 
adjacents.  Calculer  la  base  a  de  ce  triangle. 


Soit  M  Vangle  aigu  de  la  médiane  avec  la  base. 
On  a 


a 

T    m    m 

sm  a       sin  B        sin  (  M  +  a) 

2insino( 


d'où  8in(M  +  a)  = 


De  même 


a 


sinp       siTiX        sm  (  M  —  p  j 
d'où  8in(M  — p)= ^ 

En  développant 

...           ,         ,,   .           2msino( 
sm  M  cos  a  +  C08  M  sm  a  = — 

sinMcosp  — cosM8inp  =  -^^?^^ 

d  ou        sin  M  = .—7 — 7— ET-    et    C08  M  =  — -  ^T«  /    _i_"ft  \  ' 

a8in(Qi  +  P)  asin(a  +  P) 

ajoutant  ces  deux  relations  au  carré ,  il  vient 

16m»8in>tt8in«p    ,    4m»8in»(a--p)  _m 
a*sin*(a4-p)    "^   a«8in*(a  +  p) 

d'où  a  =  ---T^^iârV^^^*  iTm»  pT^Mâ  -  P7 

smia-hp) 
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OU,  en  posant  l^liz^  =  ,gç 


4msina8iDB   , — 

'=^    6in(«  +  p)    *^*  +  M?*9 

4?n  sin  g  sin  ft 

6Îii(aH-  p)co3ç 


§  4.  ~  Quelques  questions  sur  les  quadrilaiéres. 


4(22.  io  Z)ans  un  quadrilctière ,  on  connatl  la  surface  m*  et  les 
qtiatre  calés  a,  b,  c,  d.  Calculer  les  angles. 

Les  triaDgIes  ABD  et  BCD  donueni 

BD*  =  a«  +  d«-2adco8A  =  6«  +  c«— 26C008C 
d'où 


ad  C08  A  —  6c  cos  C  = 


tt«-f.d«  — 6«  — c« 


=  K« 


et 


D'ailleurs,  la  surface  du  quadrilatère  étant  la 
somme  des  surfaces  de  ces  triangles,  on  a 

ad  sin  A  +  6c  sin  C  =  2m* 

Ces  deux  relations  donnent 

6c  sin  C  =  2m'  —  ad  sin  A 

6c  cos  C  =  ad  cos  A  —  K* 

ajoutons,  après  avoir  élevé  au  carré 

fc«c«  =  4m*  +  a*d*  +  K<  —  \adm*  sin  A  —  2arfK*  cos  A 

équation  de  la  forme  connue  a  sin  or +  6  cos  a?  =  c;  elle  fait  con- 
naître Tanglc  A.  Les  autres  angles  se  déterminent  de  la  même  ma- 
nière. 

423.  Remarque.  —  Les  équatîone  précédentes  permettent  de  résoudre 
très  simplement  cette  question  :  Quel  ett,  parmi  les  quadrilatères 
convexes  que  l'on  peut  former  avec  quatre  calés,  celui  dont  la  surface 
est  maximum? 

Les  équ  ations  ad  cos  A  —  6c  cos  C  =  K* 

ad  sin  A  -h  6c  sin  C  =  2m* 

étant  élevées  au  carré  et  ajoutées  membre  à  membre,  donnent 

a^d^  +  6«c*  —  2a6cd  cos  (  A  -h  C  )  =  K*  -h  4m* 

on  voit  que  le  maximum  de  la  surface  correspond  «u  minimum  de 
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C08(A+C).  Mais  co8(A-f  C)  atteint  son  minimum  quand  A+C=180<», 
alors  le  quadrilatère  est  inscriptible  (*). 

424.  2«  Dans  un  quadrilatère,  on  connaU  trois  côt$8  et  les  deux 
angles  qu'ils  comprennent;  calculer  le  quatrième  côté,  (Douai,  Con- 
cours académique,  1876.) 

Soit  le  quadrilatère  BCDE  dans  lequel  on 
connaU  les  côtés  a,  b,  c  et  les  angles  B  et  C. 

Prolongeons  b  et  c  jusqu'à  leur  rencontre; 
l'angle  A  est  le  supplément  de  B  +  C  ;  il  est 
donc  connu. 

Appelons  «  et  y  Us  prolongements  des 
côtés  6  et  c. 

Le  triangle  ABC  donne 


A. 


c-f  ^ 6-f  y a 

sinC  ""  sinB  "~  ainA 


d'où 


x  =  ^^^^c    et    y=«ji5^-.6 
•^        sm  A 


smA 
Dans  le  triangle  ADE  on  a 

d*  =  a?»  +  y*  —  2aîj/ cos  A 
ou,  en  remplaçant  »  et  y  par  les  valeurs  précédentes, 
-_/a8inC     A*  ,  /osioB     A»    o/^sinC       X/asinB     ,\        , 

ou 

d»==6î  +  c«— 26ccosA-f-;   ^* 
2a 


-(sin«B  +  8in«C— 2ginBsinCcosA)  — 


sin*A 
— -^j— A^  [c(Bin  C  —  sin  B  cos  A)  4- ^(sin  B  —  sin  C  ces  A  )] 

Or,  on  sait  que  {Trig.,  n»  70.  —  Voir  la  note  de  la  page  180.) 

sin»  A  =  sin*  B  +  sin«  G  —  2  sin  B  sin  C  ces  A 

et  comme  C=180»  — (A  +  B) 

on  a  sinC  =  sin(A  +  B)  =  sinAcosB  +  8inBco8A 

ou  sin  C  —  sin  B  cos  A  =  sin  A  cos  B 

de  même  slnB  — sinCcosA  =  sinAco8C 

donc       cP=a«  +  6«  +  c«  — 26ccosA  — 2accosB  — 2a6cosC 

Ce  n'est  qu'un  cas  particulier  dn  deuxième  théorème  de  Mascheroni 
(no  363). 


*  Ottte  remannie  est  doe  à  M.  OAbomo,  fondateur  du  Journal  célèbre  conna 
■OUI  le  nom  de  SfmoéHeê  Annales  mathimatiqtus,  (Voir  Bxerc.  de  Géométrie, 
page  11.) 
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425.  3<»  Trouver*  une  relation  entre  les  côtés  et  les  diagonales  d'un 
quadrilatère. 
(Figure  de  ravant-dernicr  problème,  n«  422.) 

Soit    AC:*:c    et    BD  =  /'. 

Le  triangle  ABC  donna    6»  =  a»  +  c*  —  2ae  cos  a 
»  CAD        »        c«  =  d«  +  e«  — 2dccosp 

»  BAD        »        /«  =  a«+d*— 2cidco8A 

Or  A  =  a  +  P 

donc  cos*  A  +  cos»  a  +  cos»  p  —  2  cos  a  cos  p  cos  A  =  1 

En  substituant,  dans  cette  relation,  les  valeurs  de  cos  a  et  cos  p 
tirées  des  deux  premières  équations,  et  posant 

a»-h«'*  +  c«  +  <i*=M 

atc^  +  6«d»  —  a«6»  —  c»d» = N 

a^i  -h  ^*rf*  —  a*d»  —  6»c«  =  P 

a^c*  +  a<c»  +  d»M  +  6«d*  =  Q 

a^c^d^  +  a»6«d«  +  a«6»c«  -h  6«c«(i«=  R 

il  vient         /^c<  +  tfV*-Me«/^  — Ne»  — P/^  +  Q  — R=3  0 

Cette  équation  est  bicarrée  par  rapport  à  chaque  diagonale  et  à 
chaque  coté;  elle  permet,  lorsqu'on  connaît  cinq  longueurs  quel- 
conques prises  parmi  les  côtés  et  les  diagonales,  de  calculer  la 
sixième. 


426.  40  Dans  un  quadrilatère  inscriptible  ABCD,  on  donne  Vangle  B, 
les  deux  côtés  a  et  h  de  cet  angle  et  la  différence  d  —  c  de«  deux  autres 
côtés.  Calculer  te  rayon  R  du  cercle  circonscrit,  les  côtés  d  et  c, 
Vangle  A  et  la  surface. 

lo  Soient  a,  p,  y,  S  les  angles  de  la  diago- 
nale AG  avec  les  côtés. 

On  peut  calculer  d*abord  AC  au  moyen  des 
formules  (  Trig.y  n°»  77  et  75) 

(a  — 6)  cos -H- B 


AC==- 


sin^-Ca— P) 


et 


i 


tg-i(ot-P)  = 


a  +  6 


cotgl-B 


puis  on  a 
2»  On  a 


R  = 


AC 
2sinB 


(d  — c)cos-^D 


AG  = -. ' 

sin^(fi-Y) 
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i  1 

en  remarquant  que    ^D  =  90«  —  -g^B,    on  en  déduit 

8in4(a-Y).AC  (d«c)tg4B 

rf-c  = ^ et    rf  +  c  = , ^— 

8in|B  lg|(5-Y) 

qui  font  connaître  d  et  c. 
3^  Si  Ton  représente  par  9  et  9'  les  valeurs  obtenues  pour  4-  (  x  —  ^  ) 

et    ^(«  — y),    on  a 

#  a  — p  +  5  — Y  =  2(9-h9') 

ou         A  — (i80«  — A)  =  2(9  +  9');    d'où    A=90oH-9-h9' 

40  Pour  calculer  la  surface,  on  peut  calculer  séparément  celles  des 
deux  triangles  ABC  et  ADC. 

surf.  ABC  =  ^a68inB 
surf.  ADC  =  4  cd  sin  D 


Application   numénque.      B  =  87o38'47";      a  =  7i3'",68576; 
b  «  557,34875;      d  —  c  =  50-,3î55. 

On  trouve  R  =  444"',028 

d=:639™,J>77 
c  =589'»  ,222 
A  =  80o27'31' 
S  =  387020«>i- 


4^.  5*  Dans  un  quadrilatère,  on  connaît  Us  quatre  calés  a ,  b , 
c,  d  et  la  somme  a  de  deux  angles  opposés.  Calculer  la  surface. 

Soient  B  Tangle  des  côtés  a  et  6,  et  D  celui  des  côtés  c  et  d.  Le 
quadrilatère  étant  divisé  en  deux  triangles  par  la  diagonale  qui  joint 
les  deux  autres  sommets,  on  a,  pour  la  surface, 

S  =  -^-a6sinB  +  ^  cisinD  (1) 

de  plus,  le  carré  de  la  diagonale  prise  dans  chaque  triangle,  donne 
a«  +  6»  — 2a6cosB  =  c«  +  oP  — 2c(icosD 

d'où  i(a«-ffc«— •c«-d>)  =  ^a6cosB- 2-c^^<^s^  ^^) 
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Ajoutant  les  équations  (1)  et  (2)  après  les  avoir  élevées  au  carre, 
on  a 

S«.f  («*-^-^'Y^*"^'y=.|.(a»6«  +  c«ci»)~-^a6cdcos(B  +  D) 
=  -4-  (a*^*  +  c«d«)  —  ^  abcd  ces  a 
—  |.  (a«6*  + cW)  —  -^  a6cd(2c08*|~  l) 

d'où    S»  =  l(a6-fcd}«~(^'-^^'7"''"^y-afecxico9«| 

Les  deux  premiers  termes  du  second  membre  étant  une  différence 
de  carrés,  leur  valeur  est 

ou  ^  [(a4-6)«-(c-d)»][(c-hrf)*-(a-6)«] 

ou 

^(aJ-6  +  c  — d)(a  +  6  — c  +  rf)(c-fd  +  a  — 6)(c  +  d  — a  +  6) 

donc,  en  employant  la  notation  ordinaire    a4-6  +  c  +  d  =  2p. 


S=i^(p  —  a){p''b)(p'-c]  (p  — d)  — a6cdcos« 


428.  60  Trouver  Us  angles  d'un  quadrilaière  convexe  circonscrit  à 
un  cercle  de  rayon  R,  connaissant  trois  côiés  consécutifs  a,  b,  c* 
Dire  entre  quelles  limites  doit  varier  R  pour 
j)  que  le  problème  toit  possible.  (Concours  d'a- 

grégation, 1884.) 

Soient  AB  =  a,  BC==6,  CD  =  c,  DA  =  d. 
Supposons     a  +  c  — 6>0 
et  appelons  les  angles 

A  =  2a,    B  =  2^,    C  =  2r,     D=26 
B         On  a  a4-c  =  6-hrf 

et  Voù  écrit  immédiatement 

cotga  +  colgp  =  -^\  .^cotgp  =  j^— cotga 


cotg  p  -f  cotg  y  =  -^l  ]  cotRY  =— f^—  H-  cotg a 

>  d'où 
cotgY  +  cotgo=-j^  l  Jcolg3  =  -^  — cotga 

colg6  4-cotgflt=-i  1  \  cotg(a+p)  +  cotg(Y  +  S)  =  0 


jcolg3  =  -^- 
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la  dernière  s'écrit,  en  utilisant  les  premières, 

1~-cotggco»gp       1  —  cotgYCotgS  _  Q 
a  c  ~~ 

Prenons  pour  principale  inconnue  colga  =  x;  on  trouve,  pour 
équation  du  problème, 

(a4-c)R»x«--2'idRr+(a-hc)R«  — ad(6  — a)  =  0  (1) 

avec  cotg  a  =  x 

colgP  =  -^  — 3C 

cotgT  =  -^^  +  a; 

cotg8  =  -j^— X 

Les  inconnues  s^obtienncnt  sans  difficulté. 

DiscvMion.  Supposons,  pour  simplifier,  que  a  soit  le  plus  grand 
côté  et  d  le  plus  grand  des  deux  côtés  adjacents.  Â  cause  de  la  re- 
lation a  +  c=6-fd,  on  a  a>d>6>c.  D'après  celle  hypo- 
thèse, pour  qu'une  racine  de  (1)  fournisse  une  solution  du  problème, 

il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  l»  réeUe,  2o  plus  petite  que   -n-    et  3o  plus 

grande  que  -^-5— î  et  si  ces  conditions  sont  remplies,  on  n'a  qu'une 

solution.  Ces  conditions  d'ailleurs  ne  sont  jamais  contradictoires,  car 
l'inégalité    d  >  a  —  6    revient  à    r  >  0. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation  (1)  est 

La  substitution  de   -rri  dans  le  premier  membre,  a  le  signe  de 


a-\-c 


Celle  de   ^^ —   a  le  signe  de 


j^g_  bcia  —  b) 
a-\-c 

on  vérifié  d^ailleurs  facilement  que  l'on  a 

cdjb  —  c)  ^  fcc(a-— 6)  ^     abcd 

ad 

H(a-ho) 

cines  de  réquitionfl)  est  toujours  comprise  entre  -jr  et  ^^S—-  ^^^^^ 
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Si    Rt<;  g"(o""<^)^    le  problème  n'a  pas  de  solution. 

Si  l'on  a    R»>  '^y^"'^    el    <M£=^.    H  y  a  une  wluUon 
fournie  par  la  plu§  grande  racine  de  l'équation  (I). 
Si  Ton  a    Ri>-^^^^1^   et    <-^!^£^,    il  y  a  deux  soluUQns. 

EnÛn ,  si  R>  dépasse   - — ,     >^  ,  le  problème  n'est  plus  possible. 

Dans  cette  solution ,  on  a  supposé  que  les  points  de  contact  sont 
situés  sur  les  côtés  mêmes;  dans  le  cas  où  ils  sont  situés  sur  les 
prolongements  des  cotés,  le  problème  se  traite  absolument  de  la  même 
manière. 

(Cette  solution  est  de  M.  Andoybr,  admis  premier  à  ce  concours.) 
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QUESTIONS  DIVERSES  RÉSOLUES  PAR  LA  TRIGONOMÉTRIE 


429.  La  Trigonomélrie  est  un  auxiliaire  émiDemment  utile  dans  les 
diverses  sciences  de  calcul  ;  par  les  ressources  sans  nombre  qu^elle 
possède  pour  traiter  toutes  les  questions ,  on  peut  dire  qu'elle  est, 
entre  les  mains  des  géomètres,  Tun  des  plus  puissants  moyens  d'in- 
vestigation. Aussi  y  a-t-on  recours  dans  toutes  les  parties  des  mathé- 
matiques :  en  Mécanique,  en  Physique,  en  Astronomie,  en  Analyse,  etc. 
En  Mathématiques  élémentaires,  c'est  tout  spécialement  dans  les  re- 
cherches géométriques  qu^elle  est  d*un  secours  précieux  :  elle  permet 
de  traiter  avec  élégance  et  simplicité  un  grand  nombre  de  théorèmes, 
de  problèmes,  de  lieux  géométriques,  etc.;  ses  procédés  sont  égale- 
ment rapides  et  sûrs,  laissant  rarement  quelque  place  à  Thésitation. 
Une  foule  de  questions  peuvent  être  avantageusement  traitées  par  la 
Trigonométrie;  pour  qu'elles  soient  de  son  ressort,  il  sufOt  ordinai- 
rement que,  ou  directement,  ou  indirectement,  il  y  ait  possibilité 
d*y  trouver  un  angle  ayant  quelque  relation  avec  les  données  de  la 
proposition  ;  car,  en  général,  toute  question  à  laquelle  se  rattache  la 
valeur  d^un  angle  est  du  domaine  de  la  Trigonométrie. 

Nous  allons  montrer,  par  un  grand  nombre  d'exemples,  de  quelle 
manière  on  devra  procéder.  Ces  questions  seront  divisées  en  cinq 
groupes  principaux  :  1«  celles  qui  se  rapportent  à  la  Géométrie  plane: 
ce  seront  les  plus  nombreuses  ;  2«  celles  de  la  Géométrie  dans  l'es- 
pace; 3«  celles  qui  traitent  des  maximum  ;  A»  celles  qui  se  rapportent 
aux  mesures  de  hauteurs,  de  distances,  etc.,  et  que  l'on  peut  rattacher 
à  TArpentage ,  etc.  ;  et  5»  quelques  applications  à  la  Géométrie  des- 
criptive, à  Ta  Physique,  à  la  Cosmographie  et  à  la  Mécanique. 
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§  1.  ~  Coustructions  de  ligures,  détermination 
de  position  de  certaines  droites,  etc. 


430.  î.  Diviseï'  un  angle  en  deux  parties  telles  que  leurs  sinus  on 

leurs  ccsinus  soient  dans  un  l'apport  donné  — . 

Supposons  le  problème  résolu.  Soit  Tangle 
6ÂG  divisé  par  la  ligne  AD  en  deux  parties 
X  ei  tj  dont  les  sinus  ou  les  cosinus  sont 

dans  le  rapport  ~. 

Si  d*un  point  quelconque  de  AD  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  côtés  de  l'angle, 
on  aura,  dans  le  1*' cas, 


d'uù 

et ,  dans  le  2*  cas, 

•         AB 
colx=^ 


sino? 
siuî/ 


DP 


BD 
AD 

_  m 
~  n 


et 


DC 
slnî^=^ 


et 


co,v=^; 


doù 


cosy 


AB 

AC 


De  là  cetle  conslruclion  :  Dans  le  1'^  cas,  on  mène  aux  côtés  de 
l'angle  des  parallèles  à  des  distances  respecliTement  égales  à  m  et  n, 
et  leur  rencontre  détermine  le  point  D,  qu'il  sufftt  de  joindre  as 
sommet.  Dans  le  2<  cas,  on  porte  les  longueurs  m  et  n  sur  les  côtés 
de  Tangle,  et  les  perpendiculaires  élevées  à  leurs  extrémités  déter- 
minent le  point  D. 

431.  Trouver  sur  un  arc  donné  ACB  un  point  G  tel  que  les  cordes 
AC  et  CB  soient  dans  un  rapport  do7iné  m. 
Soient  BC  =  a  et  AC  =  6;  appelons  a  Pangle  CAB. 
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On  doit  avoir     A  =  m;    or     A^8În(C-h«)  ^, 


311 


d'où 
et 


sinC 
ïg3t 


+  C08C  =  m 


®         m  —  coa  t. 


(Voir  Ex.  de  Géométrie,  w  42  et  1418.) 


432.  Par  deux  pointé  AH  B  pris  êuv  une  circonférence  de  rayon 
n,  mener  à  un  autre  point  de  cette  circonférence  deux  corden  qui 
soient  dans  un  rapport  donné  m. 

Soit  C  le  point  cbercbé.  Joignons  les  points  A,  B,  C,  au  point  0,  et 
appelons  a  l'angle  des  deax  cordes. 

Soient  a;  et  t/  les  angles  au  sommet  des 
triangles  ieocàles  AOC  et  BOC.  ^ 


On  a 


donc 


AC  =  2R8in-|^     et    BC  =  2R3in-| 


.     X 
sin-j 


.J'- 


D'ailleurs  |.  _  |.  =  « 

Ces  deux  relations  déterminent  x  et  y. 


433.  Construire  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné  et  dont 
les  sommets  soient  respectivement  sur  trois  parallèles  données. 

Soit  ABC  le  triangle  cherché.  Appelons 
X  et  V  les  angles  que  forment  les  côtés  AB 
et  AC  avec  la  première  parallèle,  et  soient 
BB'=:m  et  CC'=n  le&  distances  de  la  pre- 
mière parallèle  aux  deux  autres. 


On  a    8ina(?=r—     et 


m 


donc 


sina? «1 

smy        n 

D^ailleurs      a;  + 1/  = 


Binv=-^ 

A  —  iH      8inB 
c  ~  n  '  siaC 

=  1800  — A 


Ces  deux  relations  déterminent  x  et  y. 


434.  Déterminer  le  côté  d'un  triangle  équilatéral  ayant  ses  trois 
sommets  sur  trois  circonférences  eoncentriques  de  rayons  donnés  a, 
b,  c.  Construire  le  triangle. 
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d'où 
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Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  ABC 
le  triangle  équilatéral  répondant  à  la  question. 
Joignons  les  (rois  sommets  au. centre  0  des 
circonférences.  Désignons  par  x  le  côté  in- 
connu AB  et  par  a  Tangle  OAB;  Tangle  OAG 
égalera  60»— a,  et  les  deux  triangles  OAB 
et  OAC  donneront  les  équations 

6î= a*  4-  a?»  —  2aa?  cos  a 

c«  =  a> -h  a;*  —  2aa;  cos  (60»  —  a) 

=  a*  -h  X*  —  ax  v^  sin  a  --  ox  cos  a 
aî  +  a^  —  ft' 


sin  a  =  - 


2ax 
X»  4- g' +  6*  — 2c' 
2ax/3 

Pour  éliminer  a  entre  ces  équations,  il  sufût  de  les  additionner 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  ce  qui  donne 

(x«4-a«--6*)*    ,    (x»  +  a*4-fe*  — 2c>P—  i 
4ïï5^i  '^  Wâ^ 

d'où ,  chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant, 

x^  —  (a*  +  6*  +  c*)  X»  +  tt*  +  ^*  +  c*  —  a«6*  —  a^^  —  6*cî  =  0 
Discussion,  —  La  condition  do  réalité  des  racines    B'— 4AC    se 
réduit  à  3  (2a«6»  +  2a«c*  +  26îc«  —  a*  -  6*  —  c<) 

Or  la  quantité  entre  parenthèses  peut  s'écrire 

4t«c»  —  [a*  —  2a«  (6«  +  c»)  +  (^*  +  c«)»]  =  4^«c«  -  {a«  -  6«  —  ci)* 

ou 

(a  +  6  +  c)(a  +  6-c)(a--6  +  c)(6  +  c-a)  =  i6p(p  — a)(p— 6)(p  — c) 

Pour  que  cttlo  quantité  soit  positive,  il  suflTit  que  chacune  des  lon- 
gueurs a,  6,  c,  soit  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres. 
On  a  pour  x* 


x«= 


aï  4-  6«  H-  c*±:4v/3p(p  — a)(p  — 6)(p  — c) 


H  faut  do  plus  que  les  valeurs  de  x*  soienè  positives;  or  le  calcul 
qui  précède  montre  que  celte  condition  est  reinplie.  C'est  ce  dont  on 
peut  encore  s'assurer  en  transformant  l'expression  de  x'. 

Dans  le  triangle  construit  avec  a,  b,  c,  on  a 
a«  — 6*4-c«  — 26ccosA 


et 
donc 


\ 


V^(p  — a)  (p  —  6)(p  —  c)  =  S  =-260 sin  A 


x*  =  6«4-c«  — 26ccosA=t6cv^3  sinA 

cosA±-^sin  A 


=  6«4-c» 


-2/,c[4 


]= 


=  6i4-c«  — 26cco8(A±6(y») 
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ce  qui  montre  que  x  est  le  troisième  côté  d*un  triangle  dont  deux 
côtés  sont  6  et  c  et  l'angle  compris  Ad=60».  Comme  on  peut  toujours 
appeler  a  le  plus  grand  rayon ,  A  est  plus  grand  que  Qù^  et  Tangle 
A  —  60*  est  positif.  —  Cette  remarque  suggère  la  construction  sui- 
vante : 

Conttruction,  —  D'un  point  quelconque  A  de  la  grande  circonfé- 
rence, avec  le  rayon  moyen,  on  coupe  la  petite  circonrërence  en  D. 
(Le  triangle  ODA  serait  le  triangle  des  trois  rayons,  et  l'angle  ODA 
celui  qu'on  a  appelé  A.)  Du  point  D,  avec  le  petit  rayon,  on  coufe 
la  petite  circonférence  en  C  et  C;  les  deux  valeurs  de  x  sont  AC  tt 
AC  En  effet,  dans  le  triangle  ACD,  les  côlés  DA  et  DC  sont  respec- 
tivement b  et  c,  et  l'angle  compris  a  pour  valeur  A  dt  60«.  Les  deux 
triangles  équilatéraux  s'achèvent  sans  difGcullé.  (Voir  Ex.  de  Géom., 
no  1520.) 

Pour  résoudre  le  problème  général  :  Construire  un  triangle  sem'> 
blable  à  un  triangle  donné  et  dont  tes  sommets  soient  sur  trois  cir- 
conférences concentriques,  il  suffirait  d'appliquer  au  quadrilatère 
OBAC  la  formule  obtenue  au  n<>  425.  Mais  le  calcul  est  très  laborieux, 
tandis  que  la  construction  géométrique  est  simple. 

435.  Inscrire  un  cercle  dans  un  secteur  d*angle  a  et  de  rayon  R. 

(Bacc,  Dijon,  juillet  1869.) 

On  sait  qu'il  suffit  de  mener  une  tangente  par  le  milieu  de  l'arc 
du  secteur  et  que  l'on  est  ramené  à  inscrire  un  cercle  dans  un  triangle. 
(Voir  Ex.  de  Géom.,  n»  1756.) 

Soit  X  le  rayon  du  cercle  inscrit  ;  en  joignant  le  centre  de  ce  cercle 
à  l'un  des  points  de  contact  avec  les  rayons,  on  a 


x  =  iï{  —  x)sm'Y 


Rsin-I 


d'où  jc(l +8in-2- )  =  RBin"2-     et    x= 

Si  a  =  0,       x=0,      le  secteur  se  réduit  à  une  droite. 

D 

Si  a  =60*,     a;=  -g-,    le  triangle  circonscrit  est  équilatéral. 
n 

Si  a  =  180(»,  £B  =:  -2p ,    le  rayon  cherché  atteint  sa  valeur  maximum. 


436.  Mener  un  cercle  tangent  à  une  droite  donnée  MN  et  passant 
par  deux  points  donnés  A  ei  B,  connaissant  V angle  a.  de  la  droite  AB 
avec  MN  et  les  distances  di  et  h  des  points  donnés  au  point  0  d'in- 
tersection de  ces  deux  droites.  (Bacc,  Dijon ,  juillet  1872.) 
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doù 
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Supposons  le  problème  résolu.  Joignons 
le  centre  C  au  point  A  et  au  point  de 
contact;  menons  par  le  point  A  une  parai- 
lèle  à  GT,  puis  CD  perpendiculaire  à  celte 
dernière. 

Soient  OA  =  a,  0B  =  6  et  CA  =  x. 

On  a  0T  =  ^â6 

et  œ«=CD«+ÀD' 

ou    aî*  =  (v/a6  — acosa)*  +  (asina  — o:)^ 

2ax  sin  a  =  a6  +  a*  ces*  a  —  2a  \^ab  cos  a  +  «*  sin*  a 

2j58in  a=sa  +  6  —  2  v'ôF  cosa 

aî=s  o4-^--2v^â5co8a 
2  sin  a 


Le  rayon  étant  déterminé ,  le  problème  n*ofire  plus  de  ditûculté. 

Discussion,  —  La  quantité  ^âb  pouvant  être  portée  à  droite  ou  à 
gauche  du  point  0 ,  il  y  a  deux  solutions. 

Examinons  les  cas  particuliers  de  la  question. 

4- c;  ^ L   ^^  ^  ^      a  (In:  cos  a) 

l«bia  =  o,  ona  x  =  — ^— -î- - 

sm  a 

2*  Si  Ton  a  a  =  6  et  a=90«,  les  deux  valeurs  de  x  se  réduisent 

à  a. 

3«  Si  Ton  avait  a  =  0  ou  180»,  x  serait  infini. 
4«  Si  Ton  supposait  a  =  b  et  aaO,   il  viendrait 
ofl  qpcosot) 


Les  deux  valeurs  prennent  une  forme  illusoire ,  mais  on  peut  écrire 
pour  la  !'• 


ic  =  a 


2siQ«-| 


asin-l 


et  pour  la  2* 


2  6in-|cos-| 


2  cos*  - 


=  0 


cos -s 


acos-|- 


2  sin  Y  C03  Y         sin  - 


=oc 


437.  On  donne  deux  cireonférences de  vi^n  Ktiveila  distance  d 
de  leurs  centres,  et  Von  demande  de  mener  par  le  emt^  de  simUiiude 
direcU  xtne  sécantÊ  tdU  que  le  segment  comprit  entre  las  pcinH 

Digitized  by  LjOOglC 


QUESnORS  DK  GÉOMÉTRIB  PLANE  315 


homologurs  }à  et  m  ait  une 
longueur  donnée  a. 

(Bacc.,  Dijon,  nov.  1878.) 

Soit  X  Tangle  de  cette  sé- 
cante avec  la  ligne  des  œntres. 
Si  l'on  mène  par  le  point  0' 
une  parallèle  à  cette  droite, 
Tangle  x  est  un  des  angles  du 
triangle  OEO'  dont  les  trois 
côtés  (ost  connus.  On  a 


SIB- 


X 


-V 


(R—r  +  g  — ri)(K  — r  — aH-rf) 


T=^\    Àad 

Discusêion.  —  Pour  que  cette  valeur  eoit  admissible,  il  faut  qu'elle 
«oit  :  1«  réelle;  2o  inférieure  à  1. 

La  condition  de  réalité  est  que  a  soit  compris  entre  les  deux  racioes 
a  =  d  — (R  — r)      et      a  =  d  +  (R  — r) 
«c'est-à-dire  enlre  AB  et  Cl)  ;  condition  évidente  à  priori, 
La  condition  de  grandeur  est 

(R-r)«-(a-^d)»   ^, 

îôa         ^^ 

<m  (R  — r)«— (a  +  rf)«<0 

Elle  est  toujours  satisfaite  quand  la  condition  de  réalité  est  remplie. 

438.  Mener,  par  le  sommet  A  d*un  triangle  équilatéralf  une  droite 
telle  qu'en  projetant  iur  elle  les  deux  autres  sommets,  la  somm^  des 
carrés  des  projetantes  égale  une  quantité  donnée  m>.  Quelles  valeurs 
faut-il  donner  à  m>  pour  que  le  problème  soit  possible? 

ëoit  X  Tangle  de  la  droite  avec  un  des  côtés  de  Tangle  A;  Tangle 
qu^elle  forme  avec  Tautre  est  A  —  x=60o  —  x,  et  les  projetantes 
ont  pour  valeurs    asinx    et    asin(60o  —  x)\    d'où  Téquation 

a*  sin»  X  +  a*  sin»  (60«  '-x)z=:m^ 
ou,  en  développant, 

5a*  si  n>  ac  +  3a*  cos' a; — 2a*  v^  sin  ac  cos  X = 4m* 
En  remplaçant  les  sinus  et  les  cosinus  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  la  tangente,  ob  obtient,  après  réduction, 

(t)d*  — 4m*)1g*x  — 2a«v^lgx  +  3a*  — 4m««=0 

d'où  Iff^-  <>* \^± /-  16m*  +  32a»m* -  1î^* 

o  ou  igx—  5^«.^4m> 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  m*  reste  compris 
entre  les  racines  de       16m* — 32a*m*  4-  12a* 

c'est-à-dire  entre    i  a*    et    -^  . 
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Pour  la  première,  on  a  tga;  =  — ^/J;  d*où  aî  =— 60»;  c'est  la 
bisseclrice  de  Tangle  extérieur.  La  somme  des  carréà  des  projetantes 
est  maximum. 

Pour  la  seconde,  on  a  tgaî=-4-;  d'où  a?  =  30»;  c'est  la  bis- 
sectrice intérieure.  La  somme  des  carrés  des  projetantes  a  une  valeur 
minimum. 

Plus  généralement  : 

439.  Mener,  dans  Vinlérieur  d'un  triangle  et  par  un  des  sommets  A, 
une  droite  telle  que  la  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abais- 
sées sur  cette  ligne  des  sommets  B  et  C  égale  une  quantité  donnée  m. 
Quelles  valeurs  faut-il  donner  à  m  pour  que  le  problème  soit  pos- 
sible? (Sorbonne,  18  novembre  1884.) 

Soit  X  Tangle  que  la  droite  fait  avec  le  côté  6;  Tangle  qu'elle 
forme  avec  le  côté  c  est  A— a?,  et  les  perpendiculaires  ont  pour  va- 
leurs 6sinjD      et      csin(A  — as) 
d'où  réquation         6*sin*a;-|-c*8in'(A  — a;)  =  m 
ou,  en  développant, 
(fe«^-|-c*cos*A)sin*a:4-c*sin5Acos*a;— 2c*sinAcosAsinircosx=m    (I) 

1^  Solution.  —  En  remplaçant  les  sin  et  cos  par  leurs  valeurs  en 
fonction  delà  tangente,  on  obtient,  après  réduction , 
(6*  -h  c*  cos«  A  —  m)  lg*a;  —  2  c*  6in  A  co3  A  tgo;  +  c*  sin*  A  —  m  «0 

«,  ,       ,„          c*  sin  A  cos  A  ±/  —  m*  -f-  (  6*  +  c*)  m  —  6*c*  8in*X" 
^^"      ^«^= 6*  +  c4cos»A-m 

Le  terme  en  m*  sous  le  radical  étant  négatif,  la  condition  de  pos- 
sibilité du  problème  est  que  la  valeur  de  m  soit  comprise  entre  les 
racines  du  trinôme  sous  le  radical.  On  doit  donc  avoir 


6M-  c*  ~v^M  +  c^  +  26*c»cos  2A 
2 


et  yy^  ^  fe« 4-  c* 4- y/ ^*  +  c^  T26*c* cos 2 A 


2e  Solution,  —  En  doublant  les  deux  membres  de  l'équation  (1)  et 

substituant 

2cos*xs=1 4-cos2x;    2sin*a;  =  1-~cos2a;    et    28ina?cofix=sin2j; 

on  a     c*8in2A8in2aî4-(6*  +  c*cos2A)cos2aj  =  6*4-c*— 2m 

équation  de  la  forme      asina;+  ^coBa;  =  Y 

On  r.^c«  f^         P       6*4- c«cos2A 

Un  pose  tff  ©  =  -*-= — 4 TA — ' 

^  **  *       a  r«  sin  2A 

et  l'on  déduit  la  valeur  de  x  de  la  formule 

sin  (a;  4- 9)  =  -'^  cos  9 
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c'est-à-dire  sin(5te  +  ç)= -g+^^cos? 

La  condition  de  possibilité  est  y^~«'  +  P*i  c'est-à-dire 
(6«  +  c«  — 2m)«:^c<8in«2A  +  (fc'  +  c«co8  2A)* 
ou  (6«  -f  c«  —  2w)«r^  6*  +  c*  +  26>c>co8  2A 

ou  6«4-c«  —  2m^±/6^-|-c^  +  26V  cos  2  A 

ce  qui  donne  pour  yaleurs  de  m  les  limites  précédentes. 

La  quantité  placée  sous  le  radical  peut  &e  mettre  sous  la  forme 
d^une  somme  de  deux  carrés;  en  ajoutaot  et  retranchant  2b'^c^,  il 
vient 
b»-f  çt— v^(6î—  c^)i-\- 46«cVcÔ8«Â  ^     ^  6»4- çî-f  y/(p_ca)a-f- ^^^c^côs^Â 

Le  problème  serait  identiquement  le  même  si  Ton  voulait  déter- 
miner la  position  de  la  droite  par  la  condition  que  la  somme  des 
aires  des  triangles  rectangles  formés  par  les  projetantes  égale  m*. 

On  exprimerait  la  surface  de  chaque  triangle  rectangle  à  Taide  de 

la  formule  S  =  'T-a>sin2B,  et  Ton  écrirait  que  la  somme  égale  m*. 

On  aurait  ainsi 

i  1 

-^6»8in2a5-f -T-cîsin(A— aî)=m*    ou   6*sin2x  +  c*8in2(A— aî)=4m* 

d'où  (6*  —  c*  cos  2 A  )  sin  2jd  4-  c*  sin  2 A  cos  2x  =  4m> 

de  la  forme  a  sin  a;  -|-  p  cos  a;  =  y,    etc. 

440.  Une  droite  OX  fait  des  angles  a  et  ^  avec  deux  droites  fixes 

OA  et  OB;  on  prend  OB=d,  et  Von  demande  de  déterminer  sur  OX 

MB 
une  longueur  OM  =  x  telle  que  le  rapport  -jjp-  des  distances  du 

point  M  au  point  B  et  à  la  droite  OA  égale  un  nombre  donné  m. 
Indiquer  les  conditions  de  possibilité  quand  on  fait  varier  la  direC" 
lion  de  OX.  (Poitiers,  Bacc.,  il  juillet  1884.) 

Le  triangle  0MB.  donne 

î^t  =:  cf*  4- X* — 2(ij[;  cos  p 

et  comme  MP  =  a?sina[,  la  condition 

MB  ^  ^„  MB»  _  . 
■YTK-  =  *H  OU  . —  =  m* 
MP*  MP* 

,    ,  X     «i'  +  œ*— 2<teco8fl      ^j 

OU  y  en  simplifiant, 

(1-.m»sin«a)aîî  — 2fitecospH-d«  =  0  (i) 
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Discussion.  —  La  condition  de  réalité  des  racines  est 

dicos*p  — d*(l— m*6in«a)^0    ou    m«sin*a  —  sir.i^^O 

ou  enfin  ^^^^^  W 

ein  a 

Cette  oondilion  est  suffisante.  Tout  point  situé  sur  le  prolonge- 
ment de  OX  étant  donné  par  une  valeur  négative,  on  peut  se  borner 
à  faire  varier  OX  au-dessus  de  OA. 

Abaissons  MQ  perpendiculaire  sur  OB,  et  menons  les  droites  0X| 
et  OX}  lieux  des  points  dont  le  rapport  des  distances  aux  droites  OA 
et  OB  égale  m,  (  Ex*  de  Géométrie,  n«  60.)  La  condition  (2)  revient 

à  -^^  ^  m.  A  mesure  que  OX  s*élève  au-dessus  de  OA  ;  ce  rapport, 

d^abord  très  grand,  diminue  jusqu'à  zéro,  puis  il  augmente  indéfi- 
niment; il  est  inférieur  à  m  seulement  quand  OX  se  trouve  dans 
Tangle  XfOX^.  Pour  toute  autre  position  de  OX,  le  problème  est 
impossible. 

441.  Problème  de  Pappus.  —  Par  un  point  M  pris  sur  la  bissectrice 
dPun  angle  droit  xOy,  mener  une  droite  dont  la  portion  AB  comprime 
entre  les  côtés  de  l'angle  droit  ait  une  longueur  donnée  b. 

La  solution  algébrique  de  ce  problème,  qui  eut  une  certaine  célé- 
brité chez  les  géomètres  anciens,  dépend  d*une  équation  du  qua- 
trième degré,  que  Ton  peut  facilement  ramener  au  second  degré, 
soit  par  la  manière  de  conduire  les  calculs,  soit  par  le  choix  conve- 
nable des  inconnues.  (Voir  Ex,  de  Géométrie,  n°  309.) 

On  connaît  la  construction  géométrique,  qui  est  fort  ingénieuse ,  et 
que  Ton  doit  probablement  à  Pappus  lui-même. 

La  question  peut  être  résolue  de  différentes  manières  par  la  Trigo- 
nométrie, et  traitée  avec  plus  de  simplicité  et  d'étendue.  Les  va- 
riantes qui  suivent  présentent  diverses  méthodes  de  résolution  appli- 
cables au  problème  de  PAPPUi. 

10  Soient  a  les  distances  égales  du  point  M  aux  côtés,  et  a;  Tangle 
de  la  droite  AB  avec  Ox. 


AM  =  -.^-,      BM  =  - 


sino;  cosx* 

a 


sino;        cosx 
2a  (sin  jî  4-  cosx)  =  6  sin  2a? 
Élevant  au  carré 

4a>  (  1  +  sin  2a5)  =  6>  Bin«2j5 
d'où        6'8in*2a5  — 4a*sin2je  — 4a'  =  0 

Digitized  by  LjOOglC 


OUEST10!IS  SB  GÉOMÉTRIE  FLANE 


819 


Discussion,  —  Les  racines  obtenues  sont  toujours  réelles  ;  pour 
qu'elles  puissent  représenter  un  sinus,  il  faul  que  Ton  ait 

2a»  +/4a*  +  4a«6«  i^b*;     dToix     8a*fe«^6<,     ou  enfin     2a/2";^6 

442.  2o  L'angle  xOy  étant  quelconque  et  égal  à  2ol,  mener  par  un 
point  l\  de  la  bissecirice  une  droiU  telle  que  AM  +  BM  =  6. 

Soit  d  la  distance  OM.  Prenons  pour  inconnues  MA=a;  et  MB  =  t/. 
De  la  relation  connue 

1  +  1=  IÇ^    (  Voir  le  théorème ,  no  452.) 


avec 
on  tire 


x  +  y^b 


xyz 


bd 


2  008  a 


Les  valeurs  de  ac  et  y  sont  donc  les  racines  de  Téquation 

2  cos  a 


=  0 


d*où 


^=în-H'*\A=^l^) 


Discussion.  —  Lt  condition  de  possibilité  est 


6«. 


26^ 


cos  a 


rO;      d'où      2d^b 


Celte  méthode  est  applicable  au  cas  précédent,  car  d  =  av'2;  on 
retrouve  la  condition  de  possibilité  2a\/î":^6. 


443.  3»  Etant  donné  un  angle  droit  xOy,  mener  à  une  dislance  R 
du  sommet  0  une  droite  AB  UUe  que  la  somme  OA  +  OB  égale  une 
longueur  donnée  m. 

Soit  X  Tangle  AOM. 

-B—     At     OR  ^     ^ 
008  a; 

R 


On  a      0A=- 


smx 


donc 


COSOJ  "^  MX        ^ 


ou  R(8inaj  +  cosa?)=3m8ina;co8a? 

Élevons  au  carré 
R»  (  sin*aj  +  cos»x  +  2  sîn  x  eos  a?)  =  m*  sin'o;  co8«aî 
ou 
d*où 


R«  +  R«sin2x=^'**\'^'^ 
4 


m«sin«2a;  — 4R2sin2a5  — 4R2=0 
doù         ^in?r~2R'=^v'^t^'  +  ^H»m»^2R(R4-vrKiT^) 
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Discussion,  —  Les  racines  de  celte  équation  sont  toujours  réelles  ; 
pour  qu'elles  puissent  représenter  un  sinus,  on  doit  avoir 


d'où 


2R(R  +  v^K«  +  m*)<m«     ou    v'  K«  +  m»  < 


~m — 


ou  4R*  +  4m«R«  <  m*  +  4R<  —  4m«R» 

ou  8m«R«<m*      ou  enfin      m«  — 8R*>0 

Donc  la  valeur  de  m  doit  èlre  en  dehors  des  racines  de 
tn«  — 8R«=:0     ou      m>2R/2 

444.  4»  Par  un  point  M  dont  les  dislances  attx  calés  d'un  angle 
droit  sont  a  et  b,  mener  une  droite  AB  telle  que  Von  ait 

ÂM'  +  BM*  =  m»      (Saint-Cyr,  12  juin  1885.) 

Soient     MQ  =  a    et    MP  =  6 

Prenons  pour  inconnue  Tangle  de  la 
droite  AB  avec  Ox;  Téquation  du  pro- 
blème est 

6«  a* 

Bin'o;  "*"' 


=  m* 


C0a*X 

OU    a'  sin'x  -f  6*  cos*a5  =  m*  gin»a;  cos'jj 

ou     aMgli?  +  fr«=m«siii«x  =  -:;^ii^ 

°  1  4"  *Z  '^ 

ou  enfin  a«tg*aî-f  {a«  +  6»  — tn»)  tg«aî  +  6«-0 

équation  bicarrée  dont  les  racines  sont  deux  à  deux  égales  et  de 
signes  contraires;  ce  qui  montre  (comme  on  le  voit  aussi  sur  la  figure) 
qu'à  toute  solution  AMB  coupant  xa/  à  droite  de  P,  correspond  une 
solution  A'B'M  symétrique  de  la  première  par  rapport  à  MF.  Ces  deux 
sécantes  symétriques  sont  données  par  des  angles  x  dont  les  tangentes 
sont  égales  et  de  signes  contraires. 

Discussion.  —  Posons  tg>a;=9.  11  y  a  pour  tgx  autant  de  couples 
de  valeurs  réelles  égales  et  de  eignes  contraires  que  l'équation 

aV  +  (a*  +  6«  — m«)  9  +  6«  =  0 
a  de  racines  réelles  et  positives. 
La  condition  pour  que  les  racines  de  cette  équation  soient  réelles  est 

m«  — 2(a*  +  6*)m«  +  (a»— 6«)«^0 

elle  exige  que  m*  soit  extérieur  aux  quantités  (a  — 6)*  et  (a +  6)*. 
La  condition  pour  qu'elles  soient  positives  est  que  leur  somme  soit 
positive,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

Les  sécantes  qui  corespondent  aux  valeurs  positives  de  tgx  coupent 
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l*aie  Ox  à  droite  de  P;  celles  qui  correspondent  aux  valeurs  néga- 
tives le  coupent  à  gauche.  11  est  facile  de  savoir  dans  lequel  des  angles 
aK3(/\  t/Oa;  passeront  ces  dernières.  En  effet,  il  est  clair  qu^une  de 
ces  sécantes  coupera  Taxe  Ox  à  droite  du  point  0,  au  point  0  lui- 
môme  ou  à  gauche  de  ce  point,  suivant  que  le  supplément  de  Tangle  x 
(Tangle  MA'P)  sera  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  Tangle  MOP; 
c^est-à-dire  suivant  que  Ton  aura 

9>-5i.    9  =  -5j     ou    9<-p 
Cherchons  donc  la  position  de  — ^  par  rapport  aux  racines  ç'  et  9". 
Pour   ç  =  — ^  ,   le  trinôme  en  ç  devient 
6« 


-aT(2«'  +  26*-m«) 


6> 


la  quantité  —,  eti  donc  extérieure  aux  racines,  comprise  entre  les 
racines  ou  égale  à  Tune  déciles,  suivant  que  Ton  aura 

m«>2(a«  +  6«),    m*  =  2(a«  +  6i)    ou    m«<2(a«4-6*) 
Si    m*>2(a*4-6*),    la  somme  des  racines  en  ç  est  négative, 
surpasse  nécessairement  sa  moitié,  et,  par  suite,  est  supérieure 


6» 


aux  deux  racines. 


6« 


Si  m*  =  2  (a* +  6*),  les  racines  du  trinôme  sont  1  et  —f-,  remar- 
quons que  — ^  sera  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  racine,  suivant 
que  Ton  aura  6>a  ou  6<a. 

On  peut  donc  former  le  tableau  suivant: 


NOMBBB  DK8  SOLUTIONS 


VALXni»  DB  m^ 


VALBUBS  X»  a 


dans 
xOy 


iii«>l(a«+l>«) 

(a+&)*<m«<2(a«+b*) 
m«  =  (a  +  ^)* 


2  valean  positives 

inégales, 
id. 
Id. 

3  valears  po>*itive0 

égales. 

S  val.  Imaginaires 

on  négatlTes. 


3 
2 
2  confon- 
dues 


dam 
acOy' 


lsla>b 
2 

0 
0 


paai&nt 
parO 


dans 
«♦Oy 


l8lo<bl 
0 

0 
0 
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445.  Par  un  point  P  prit  sur  le  prolongement  du  diamètre  AB, 
mener  une  sécanU  PM'M  telle  que  la  projeelion  de  la  corde  MM'  9ur 
le  diamètre  ait  une  longueur  donnée  a. 

Menons  la  tangente  PD  et  le  rayon  OD; 
Tangle  a  de  la  tangente  avec  le  diamètre 
est  déterminé,  car  dans  le  triangle  rec- 
tangle ODP  on  connaît  Thypoténose  et  an 
côté. 

Abaissons  01  perpendiculaire  sur  la  corde, 
puis  joignons  AM ,  AM'  et  OM. 
Soient  Tangle   APM  =  aî  et  MAM'  =  i/. 


(Jolgaei  OM.) 

On  a  a=MM'cosa;    et    MM'=2R8iny 

a 


d'où 

d'ailleurs        01 

d'où 


ïRco8y  =  OPcosaî    et    0P  =  - 
sinx 


cosy  = 


sina 


(1) 


(2) 


Pour  éliminer  y  entre  les  équations  (i)  et  (2),  il  suffît  de  les 
ajouter  membre  à  membre  après  les  avoir  élevées  au  carré.  On  a 
g» 
4H*C084*a; 
Mais  à  cause  de 

2  cos*  X  =  1  +  cos  2a5    et    2  sin*  x  =  i  —  cos  2jc 


-4-  -^*  ^  =  1 
•"  8in*a 


(3) 


on  peut  écrire  Téqualion  (3) 

R«  cos*  2x  -f  2R«  8in«  a  cos  2x  +  sin»  a  (2R«  —  a*)  —  R«  =  0 

Cette  équation  fait  connaître  l'angle  x, 

La  figure  montre  que  la  corde  MM'  doit  rester  comprise  entre 
0  et  2R;  il  en  est  de  même  de  sa  projection.  Pour  que  le  problème 
soit  possible  il  faut  que  Ton  ait  a<2R.  En  supposant  cette  condition 
remplie,  on  constate  facilement  que  les  racines  de  Téquation  sont  tou* 
jours  réelles  et  comprises  entre  »1  et  + 1* 

446.  Par  un  point  P  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre  d'un 
cercle  de  rayon  donné  R,  mener  une  sécante  PBC  telle  que  si  Von 
mène  Us  tangentes  BA  et  CA  aux  points  d'intersection,  l*une  des 
hauteurs  du  triangle  ABC  ail  une  longueur 
donnée. 

Soient  x  Tangle  de  la  sécante  avec  le  dia- 
mètre et  y  le  demi-angle  des  tangentes. 

Menons  les  rayons  OB  et  OC  et  la  droite  OA 
,  qui  coupe  la  sécante  en  I. 

Les  angles  OCI  et  OBI  sont  égaux  à  Tangle  y 
comme  ayant  les  côtés  perpendiculaires. 

Enfln  appelons  a  Tangle  déterminé  que 
forme  la  tangente  PD  avec  le  diamètre. 
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On  a  01  =  0Psina;=R8mj/ 

D 

donc  —r- — 8inx  =  R8iny 

ou  8iiia;  =  8inasiQt/  (1) 

1°  La  hauteur  domiée  étant  AI  =  h. 

A=AO-OI    ou    h=-J^ Rgiay="<'-"°*y' 

sin  y  *  810  y 

Mais  la  relation  (i)  donne 

sinx 

8ini/  =  — -— 

^       8in  a 

en  substituant  cette  valeur  on  a ,  pour  déterminer  x,  l'équation 

R  sin*  a;  +  A  sin  a  sin  X  «  R  sin*  a  =s  0 

d'où  8ina?  =  .^^{-./n-v^/i«  +  4Ki) 

Si  Ton  .voulait  en  particulier  que  la  hauteur  correspondant  à  la 
corde  fût  égale  au  rayon,  on  poserait  dans  Téquation  précédenle  /i==R, 
ce  qui  donnerait 

sina       2  ^        ^^    i 

Dans  ce  cas,  la  distance  01  du  centre  à  la  sécante  égale  le  côté 
du  décagone  régulier  inscrit  dans  le  cercle  donné;  OA  est  divisé  au 

point  I  en  moyenne  et  extrême  raison,  sa  longueur  égale  -^  (v^S^  + 1  ]• 

2^  La  hauteur  donnée  h'  e$t  menée  d'un  des  sommets  B  ou  C. 
On  a    h'=zBCco%y    ou    V=2Rcos«y  =  2R(l--|J~|^) 


doù  8in«x  =  — sp — 8in*a 

sinx       .  /2K  — /i' 


linx  __ .  /^ 
in  a  ""V 


8ina-"V       2K 

447.  Inscrire  un  carré  dans  un  parallélogramme. 

Soit  EPGH  le  carré  inscrit  dans  le 
parallélogramme  ABCD. 

Du  point  0 ,  centre  commun  des  deux 
figures,  menons  01  et  OK  parallèles 
au  côtés  du  parallélogramme. 

Si  Ton  représente  ces  côtés  par  2a  et 
2b,  et  leur  angle  par  a,  on  a 

OI  =  a    et    0K  =  6  a  b 
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Soient  enHn     DHO  =  x,    DGO  =  y    et    011  =  m 

Les  triangles  lOH  et  OGK  donnent 

msino;       ,     ,       msini/ 

a= — • et    0  = ^ 

8in  a  8in  a 

.,  .  a       sinx 

d  ou  -r-  =  — = 

6        siny 

D'ailleurs  oî  +  y  =  90»  +  a 

Ces  deux  relalions  détermineot  a?  et  y,  et,  par  suite,  les  sommets  du 
carré. 

On  pourrait  construire  ces  angles  comme  on  l*a  vu  précédemment 
(qo426)  ;  mais  la  constru^.lion  géométrique  du  problème  est  préféruble. 
(Voir  Exerc.  de  Géom,,  n*  K»22.) 

Discuision,  —  En  se  bornant  au  cas  où  les  sommets  du  carré  sont 
sur  les  côtés  du  parallélogramme  et  non  sur  leurs  prolongements, 
pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  1«  que  le  point  G  tombe 
entre  C  et  D,  ou,  d'après  la  construction  géométrique,  que  Ton  ait 
OG>DG  et  OG<CG.  c'est-à-dire 

!68ma>a  — 6co8a  (     a<6(6ina4-cosa)      (l) 

6sina<a +-6cosa    d'où     |     a>6(6ina  — cosa)      (2) 

Il  faut  2«  que  le  point  H  Boit  entre  A  et  D,  et  comme  ce  point  peut 
s'obtenir  par  la  môme  construction  que  le  point  G,  on  doit  avoir 

(/                     h 
6<a(8ina  +  cosa)  i     a> -> i (3) 

^    ^  '  J        -^   8ina-f  cosa  ^   ' 

(     6>a(8ina-cosa)     ou     (    «<  siH^cosâ  (^' 

Or  ces  quatre  conditions  peuvent  d'abord  se  réduire  à  deux.  En 
effet  : 

i«  Si  l'on  a  a<45o,  d'où  cosa>8in«,  les  relalions  (2)  et  (4) 
sont  toujours  satisfaites,  et  il  ne  reste  que  les  relations  (i }  et  (3); 

2«  Si  l'on  a  a>45«,  d'où  8iQx>co3a,  la  relation  évidente 
sin*  a  —  ces'  a  <  1   donne ,  en  divisant  par  sin  a  +  cos  a 

1 

sm  a  —  cos  a  <  -. —  , — 

bin  a  4*  C08  fit 

par  suite,  la  relation  (3)  entraîne  la  relation  (2). 

De  même,  8ina  +  cosa< montre  que  la  relation  (i) 

'  sin  a  —  cos  a  ^ 

entraîne  la  relation  (4). 

Ainsi  les  condition!  de  possibilité  se  réduisent  aux  relations  (1  ) 
et  (3). 

Mais  ces  relations  peuvent  8'écrîre 

sin  a  4- cos  a  > -?-    et    sin  a  +  cos  a  >  — 
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si  Ton  suppose  a>6,  la  deuxième  étant  toujours  satisfaite,  il  reste 
la  seule  condition 

sina-f  cosa>-?- 

De  plus,  on  sait  que  le  maximum  de  sina  +  cosa   est  /^;  on  a 
donc  aussi 

sina  +  cosai^V^ 
par  suite,  on  doit  avoir 


^^V^    ou    atÈib^ 


Si  Ton  avait  a=b,  la  condition  deviendrait  sina  +  cosa>i; 
elle  est  toujours  satisfaite,  par  conséquent  on  peut  toujours  inscrire 
un  carré  dans  un  losange. 

Dans  le  cas  où  a=90«,  la  condition  donne  a=b,  le  parallélo- 
gramme doit  être  un  carré.  Si  a=45o,  il  faut  alors  que  a=&v^. 

En  général  : 

448.  Inscrire  un  carré  dans  un  quadrilcUère  donné. 

Supposons  que  la  figure  ÂBCD  soit  un  quadrilatère  quelconque 
déterminé  par  les  côtés  AB  =  a,  BG  =  6,  et  par  ses  angles  A,  B,  G,  D. 
Prenons  pour  inconnues  le  côté  x  du  carré  et  Pangle  AEH  =  9. 

Les  triangles  AEH  et  BEF  donnent 

AE=  a?8'o(A  +  9)         £B—  a?co8(B  — 9) 
sinA        '  sinB 

d'où  a  =  0?  gin  (A  +  y)  sin  B  +  cos  (B  -  9)  sin  A  ,^. 

sin  A  stn  B  ^  ' 

On  obtient  de  même 

.  _     cos<psinC  +  8in(B  +  G  — 9)sinB  /«^ 

sin  B  sin  G  ^  ' 

Il  suffit  de  résoudre  ces  deux  équations  à  deux  inconnues. 

En  les  divisant  membre  à  membre,  on  élimine  x  et  Ton  a 
a  __  [sin  (A  -f  9)  ein  B  +  cos  (B  —  9)  sin  A]  sin  G 
^        [cos  9  sin  G  +  sin  (B  +  G  —  9)  sin  B]  sin  A 

Si  Ton  développe  et  que  Ton  divise  les  deux  termes  de  la  fraction 
qui  forme  le  second  membre  par    cos  9,    il  vient 

.      g  sin  A  sin  (B  -f  G)  -^  &  sin  A  sin  G  (sin  B  —  cos  B) 

^^       b  sin  B  (sin  G  cos  A  —  sin  A  sin  G)  +  a  sin  A  cos  (B  +  G) 

L*angle  9  étant  déterminé,  la  valeur  de  x  s^oblient  par  Tune  des 
deux  équations  (1)  ou  (2). 

TBiooiioiitea.  -  M.  ,.g,^^,  ,y  Uol9gle 


rxn^ 
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449.  Problèmo  d' Alkaaen  *»  —  On  donne  un  billard  circulaire  et  une 

bille  placée  en  un  point  donné  P  ;  dans  quelle  direction  faut-il  lancer 

la  bille  pour  qu'elle  repasse  au  point  de  départ  après  n  réflexions  f 

Soient  Ai  et  Â^  le  premier  et  le  dernier  point 

d'iocidence.  Les  deux  triangles  OA|P  et  OA^P 

ont  un  côté  commun ,  un  autre  côté  égal  au 

rayon;  donc  les  angles  en  P  soot  égaux  oa 

supplémentaires. 

Si  ces  angles  sont  supplémentaires,  le  point 
mobile  décrit  un  polygone  régulier  convexe 
ou  étoile  ;  si  donc  on  peut  construire  un  poly- 
gone régulier  de  n  côtés  passant  par  le  point  P, 
il  y  aura  une  solution.  11  suffit  pour  cela  que 
Papothème  de  ce  polygone  soit  inférieure  à  OP. 

Si  les  angles  en  P  sont  égaux ,  abaissons  01  perpendiculaire  sur 
AjA,  et  appelons  les  angles  AiOP  =  a;  et  AiOI  =  v,  on  a 
A,0P  =  aj-|-2y 
A30P=:x  +  4v 
et,  en  général,  A,„0P  =  a;-|-2(m-l)v 

Pour  que  A^  soit  symétrique  de  A|  par  rapport  à  OP,  il  faut  que 
l'on  ait  2iB  +  2(n-l>v  =  2lwc 

ou  x-{-(n-~i)yz=zk'K 


D^autre  part,  en  posant  OP  =  a  et  OA  =  R, 


on  a 


cosy 


donc 


cos  {X  —  y) 
05  —  î/  =a  /cic  —  ny 
a  cos  y 


H        cosni/ 

Cette  équation  détermine  Tangle  y,  et  par  suite  Tangle  x  est  déter- 
miné par  la  relation  qui  précède. 

Dans  le  cas  où  n = 2  (  Concours  général  des  colUges  de  Paris,  18tô), 
réquation  est  du  second  degré;  le  problème  peut  alors  se  traiter 
d'une  manière  élémentaire  par  le  calcul  et  par  la  Géométrie.  (Voir 
Ex,  de  Géom.f  n»  1545.) 


*  Alhazkn,  né  an  Caire  en  1088,  est  sartont  connu  comme  aitronome;  il  ett 
auteur  d'an  Traité  d'optiqut  tort  remarquable. 
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§  2.  —  Démonstrations  trigonométriques 
de  quelques  théorèmes. 


490.  Il  est  une  multitude  de  théorèmes  qui  se  déduisent  immédia- 
tement des  formules  de  la  Trigonométrie  :  quelques-uns  ont  été  si- 
gnalés dans  le  Cours  à  Toccasion  de  la  surface  d*un  triangle  (  Trig., 
n—  74  et  76)  ;  beaucoup  d*autres  dans  les  théories  précédentes  rela- 
tives aux  triangles,  aux  quadrilatères,  aux  polygones,  etc.  On  peut 
dire  que  toute  identité  trigonométrique  est  Texpression  analytique 
d'un  théorème.  Un  grand  nombre  de  propriétés  géométriques  se  dé- 
montrent avec  une  grande  facilité  au  moyen  de  la  Trigonométrie; 
on  en  a  déjà  vu  des  exemples  aux  chapitres  sur  les  projections  et 
sur  les  polygones;  ils  pourraient  être  multipliés  presque  indéûniment. 
Forcé  de  nous  restreindre,  nous  nous  bornerons  à  quelques  théo- 
rèmes de  diffférents  genres. 


401.  Dans  iout  triangle,  la  dUtance  d*un  sommet  au  point  de  con- 
cours des  haïUeurs  est  double  de  la  distance  du  côté  opposé  au  centre 
du  cercle  circonscrit,  (Ex.  de  Géom.,  n»  1120.) 

En  effet,  la  distance  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  Tun  des  côtés  a 
est  exprimée  par  R  cos  A;  celle  du  sommet  A  au  point  de  concours 
des  hauteurs  est  2RcosA  (n»  293,  32),  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème. 


452.  Si  par  un  point  fixe  P  pris  sur  la  bissectrice  (ffun  angle 
donné  0 ,  on  mène  une  IransversaXe  quelconque  AB ,  la  somme  des 
inverses  des  segments  OA  et  OB  déterminés  sur  les  côtés  de  Vangle 
est  une  quanttlé  constante. 

Soient       OA  =  a;,   OB  =  y 
OP=d    et     jO  —  oL 


Il  faut  prouver  que     1.  +  —  =  C". 


X  ^  y 


Si  Ton  écrit  que  la  somme  des  aires  des 
triangles  AOP  et  BOP  égale  celle  du 
triangle  total  AOB ,  il  vient 


eteslna-h«iV8ina  =  aJî/8in2a 
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d*où 


x-\-y  2co8g 

xy     "^      d 


^  +  7  =  -^=c... 

(Voir  Ex.  de  Géom.,  n»  280.) 

Corollaire.  —  La  somme  des  inverses  des  surfaces  des  triangles  OAP 
et  OBP  est  également  constante. 

Car  si  1*od  divise  les  deux  membres  de  la  relation  précédente 

I 
par  -x-cfsina,  il  vient 

tài  "^  ej       dnga       ^  ' 

Le  théorème  est  encore  plus  étendu  :  il  s*applique  à  toute  transver- 
sale menée  par  un  point  quelconque  P  situé  dans  rouvertare  de 
Tangle.  (Voir  Ex.  de  Géométrie,  n*»  1597*.) 

453.  Dans  tout  triangle  isocèle,  la  base  est  moyenne  proportion^ 
nelle  entre  la  somme  des  calés  égaux  et  sa  projection  sur  Vun  d'eux. 
(Ex.  de  Géom.,  n*  H67.) 

Soient  b  la  base,  a  le  côlé  et  p  la  projection  de  la  base  sur  le 
côté. 

On  a  p  =  b  cos  A 

mais  b  =  2a  cos  A 

d'où ,  multipliant  en  croix 

6«=2ap 


454.  Si  dans  un  triangle  un  angle  G  est  double  d*un  autre  A,  la 
projection  du  côté  a  sur  la  bissectrice  de 

l'angle  G  égale  ^. 

La   projection  de  a  sur  la  bissectrice 
égale  a  cos  A; 

^^       „.Aa  =-l&Âf  d'o^  c=2acosA 
smzA        einA 

Cette  valeur  est  bien  double  de  la  pro- 
jection  de  a. 


455.  Démontrer  par  la  Trigonométrie  que  la  bissectrice  d'un  angle 
d'un  triangle  divise  le  côté  opposé  en  deux  segments  proportionnels 
aux  autres  côtés. 
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Soit  le  triangle  ABC  ;  appelons  a  les  deux 
parties  de  l'angle  A ,  et  m  et  n  les  segments 
déterminés  sur  BC  par  la  bissectrice  AD. 

Les  triangles  ABD  et  ACD  donnent 

sinP  __  AB  __  AC 
sina         m~         n 

Même  dëmonsCration  pour  la  propriété  de 
la  bissectrice  extérieure. 


3Î9 


456.  Le  côté  du  décagone  éloUé  égale  la  somine  des  côtés  de  Vhexa^ 
gone  et  du  décagone  réguliers  convexes. 

En  effet,  le  côté  du  décagone  étoile  égale  la  corde  de  108«  =  2sin  54% 
c'est-à-dire  (Voir  page  43) 

|-(v^+i)    OU     i(v/5-l)-fl 

ou  2sinl8o  +  28in30«    ou    corde  36°  +  corde  60» 


AS7.    Dans  tout  triangle,  le  point  d'intersection  des  hauteurs,  le 
centre  de  gravité  et  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit sont  en  ligne  droite,  et  la  dislance 
des  deux  premiers  points  est  double  de  la 
distance  des  deux  aiUres, 

Soit  P  le  point  d^intersection  des  hauteurs, 
et  soit  0  le  centre  du  cercle  circonscrit.  Joi- 
gnons OP  qui  coupe  en  G  la  médiane  AM. 

L*angle  BOM  =  A  ;  donc  on  a 


OM  =  OBcobA  = 


_b ^^    .  AE  1   .p 


Donc    MG  =  -^  AG,    et,  par  suite,  G  est  le  centre  de  gravité. 
Or  les  triangles  semblables  AGP  et  MGO  donnent 


OG 
"ÔP 


MG__  1 
AG  ""Y 


ce  qui  démontre  le  théorème.  (Voir  Ex.  de  Géométrie,  n»  1119.) 


458.  Théorème  d'Ealer.  —  Dans  tout  triangle,  la  distance  du  centre 
du  cercle  circonscrit  au  centre  du  cercle  inscrit  est  moyenne  propor- 
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iionnelU  entre  le  rayon  du  premier  cercU  et  Veœcès  de  ce  rayon  $ur 
le  double  de  Vautre;  c^eet-à-dire  est  exprimée  par  la  relation 

Ôi»=R(R— 2r) 

En  effet,  la  perpendiculaire  OD  menée  du  centre  du  cercle  circons- 
crit sur  la  corde  BC  détermine  le  milieu  E  de 
Tare  sous-tendu;  par  suite,  AE  est  la  bissec- 
trice de  Tangle  A  et  passe  par  le  oeoire  I  da 
cercle  inscrit. 
L*angle   EIC ,    extérieur   an   triangle   AIC , 

égale     4(A  +  C);     mais  on  voit  que  Tangle 

ECI  est  formé  de  deux  angles  dont  U 

est  aussi     -^  i^  +  C)*    donc 


et  comme    AI  = 


1 


EI  =  EG  =  2Rsin-^A 
il  en  résulte  que    El  x  AI  =  2Rr. 


D'un  autre  côté ,  on  sait  que    (R  +  01)  (R  —  01)  =  El  X  AI  ; 
donc  Ri-5i«  =  2Rr;    tfoù     Ôî«=  R»-2Rr 

Si  Ton  prolongeait  la  bissectrice  de  Tangle  A  d'une  longaenr 
El'  =  El ,  le  point  Y  serait  le  centrejdu  cercle  èx-înscrit  dans  l'angle  A, 
et  Ton  trouverait  de  môme  que  ÔF*  =  R«  +  2Rr'. 

Voici,  pour  ce  second  théorème,  une  autre  démonstration  qoo  Ton 
peut ,  du  reste ,  appliquer  identiquement  au  premier. 

AatM  démonstration.  —  L'angle     rBD  =  90»— j-B, 

et    OBD^QO»— A;    donc    FBD  =90*  —  ^^ (G  —  A) ;     par  suite,  le 
triaogle  OBI'  donne 

ÔF'  =  Rî  +  BÎ'«-2R.Brsin-^(G-A) 


Mais      Bl'  =  - 


T 


cos-Tc  B 


etr'  =  4Rsin^Aco8^Bcos|-C(no290,i8) 


donc     Or«  =  R«  +  — ?^î^r28ini.Aco8  4-B-sini(G-A)l 
cosi-B  L  ^  ^  ^  J 


2Rr' 
01'*  =  R«  +  2Rr' 


(Voir  Ex.  de  Oéom,,  n©  327.) 
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459.  Lorsqu'on  joint  par  des  droUes  les  trois  sommets  d'un  triangle 
à  un  même  point,  le  produit  des  sinus  des  trois  angles  que  ces  droites 
forment  avec  les  côtés,  dans  un  même  sens  de  rotation,  égale  le  pro- 
duit des  sinus  des  trois  autres  angles. 

Soient  a,  p,  y,  les  angles  formés  par  les 
droites  menées  du  sommet  à  un  point  quel- 
conque 0,  ces  angles  étant  pris  dans  un  même 
sens  de  rotation;  et  soient  a,  p',  y',  les  trois 
autres  angles.  ^ 

Le  théorème  de  CivA*  (Oéom.,  n'»749)  donné 

aB      6C      cA  __. 
âU'  TK'  cB  ""^ 

(Voir  Ex.  de  Géom.,  n*  167.) 

Or  les  triangles  aAB  et  aAC  donnent 


aB  = 


aAsina 


d'où 
de  même 


sinB 
aB  _ 

cA 


et 

sinC 
sinB 

sin  A 


frC—  «A8in« 
sinC 
sin  a 


(i( 


sin  u 

jBinB 
sin  A 


smoc' 

sin  3 
sinfj' 

siny*" 


Multipliant  membre  à  membre , 


1  =    sin  a  sin  p  sin  y 
sin  a'  sin  p'  sin  y 


(2) 


ou  smasinpsinY  =  sinflt'8inp'sinY' 

La  réciproque  est  vraie  et  se  démontre  par  Tabsurde. 
11  en  résulte  que  l'identité  (2)  suffit  à  prouver  que  les  bissectrices 

les  médianes  et  les  hauteurs  d'un  triangle  se  coupent  au  même  point. 

En  effet  : 

1»  Si  les  droites  sont  bissectrices,  a  =  a',  p  =  P',  y  =  y'»  ^^  ^^^^ 
membres  de  l'égalité  (2)  sont  identiques. 

2»  Si  les  droites  sont  médianes,  les  premiers  membres  des  éga- 
lités (1)  étant  égaux,     -^^  =-!!-?-,  etc.,    et  les  deux  membres 
siu  a         sin  L< 

de  l'égalité  (2)  sont  égaux  à    sin  A  sin  B  sin  C. 


*  Jean  CifevA,  né  en  1660,  eat  auteur  d'un  grand  nombre  de  §avant8  onvragei 
sur  diverses  parties  des  mathématiques.  Gelnl  qu'il  publia  h  Milan,  en  1678, 
BOUS  le  titre  De  linelê  reetis  se  invicem  seeanWMB  eonstructio  statica,  renferme 
sur  les  centres  de  gravité  une  théorie  profonde  et  supérieure  à  tout  ce  qu'on 
avait  publié  Jusqu'alors. 
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3*  Si  les  droites  sont  hauteurs,  on  a  8ina=co8B,  etc.,  eC  les 
deux  membres  de  Tôgalilé  (2)  sonl  égaux  à    cos  A  cos  B  cos  C. 

Cette  même  identité  pourrait  encore  servir  à  démontrer  que  d*aalres 
droites  d'un  triangle  sont  concourantes: 

1*  Celles  qui  joignent  les  sommets  aux  points  de  contact  du  cercle 
inscrit  ; 

2o  Celles  qui  joignent  les  sommets  aux  points  de  contact  marqués 
sur  les  côtés  opposés  par  les  cercles  ex-inscrits  ; 

30  Celles  qui  joignent  les  sommets  aux  points  de  contact  de  chacuD 
des  cercles  ex-inscrits  avec  un  côté  et  le  prolongement  des  deux 
autres. 

Mais  ces  propositions  sont  une  conséquence  plus  immédiate  du 
théorème  de  Céva.  (Voir  Ex.  de  Oéom.,  n*  1242.) 

460.  S*  Von  prolonge  les  bUseclrices  intérieures  des  angles  d'un 
triangle  jusqu'à  la  rencontre  du  cercle  circonsct^t,  et  qu'on  joigne 

les  points  obtenus,  le  triangle  ainsi  formé  a  pour  surface  S'=  ^  pR , 

p  désignant  le  demi-périmètre  du  triangle  donné. 

L'angle    DAE  =  ~  A -|-CAE=^(A-hB); 

donc  Tare  DE  mesure  Tangle  au  centre  égal  à 
A  +  B;  par  suite,  le  côté 

DE  =  2RsinY(A  +  B)=2Rco8^C 
De  même      EF  =  2R  cos  ^  A 
»  et  l'angle         DEF  =  ^  (A  +  C) 

Donc  la  surface  {Trig.,  n»  76) 
S'=-^  .4R«cos^A  cos|^C.Bio~(A+C)  =  2R«co8-2-A  cos  ^  B  oos^C 

ou(V.probl.337,2«)     S' = -?g^  =  ^ ''^ 
CorolliOM.  —  Le  rapport  de  la  surface  du  triangle  obtenu  à  celle 

du  triangle  donné  'Sr^"5r 

(Concours  général,  Math,  élémentaires,  1881.) 
C'est  ce  que  Ton  trouve  en  divisant    S'=ypR    par    S  =  pR.    On 

Tobtient  également  en  divisant    S' = 2R*  cos  -^  A  cos  -^  B  cos  -g  G    par 
S=4Rrco8^Acos|-Bcos|-C.    (N»  292,  31.) 
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iM.  —  I.  Les  valeurs  précédentes  donnent  les  relations 
8in-i(A  +  B)        8mi(B-fC)        8inl-(A  +  C)         ^ 
DE  =  EF  =  0F  — âK" 

II.  On  peut  obtenir  des  relations  analogues  en  prolongeant  de  même 
les  hauteurs  jnsqu^à  la  rencontre  du  cercle  circonscrit.  Soient,  en 
effet,  AD,  BE,  CP,  les  hauteurs  ainsi  prolongées;  si  Ton  appelle  A', 
B',  G',  les  pieds  de  ces  hauteurs;  on  a 

AD  =  /i4-DA' 
Mais  les  cordes  sécantes  AD  et  BG  donnent 

DA' =-5A^^^  =  hcolgB  colg  G 

donc  AD  =  A  (1+  cotg  B  cotg  G)  =  ^<^s(B-C) 

^  *  ®    '  sinBsinG 

Déplus,  la  formule  (43)  sur  les  triangles  (n«  298,  c)  donne 

^^=_.«     =2R 

siQ  B  sin  t>        sm  A 

donc  AD=  ^co«(R-C)  ^2Rco8(B-G) 

sin  A  ^  ' 

d'où  cos(B-C)  ^   1 

ÂD  2R 

De  même  pour  BE  et  GF,  et  Ton  a 

cos(B  —  G)  _  cos(G  — A)       cos(A  — B)  _    i 
AD         BÊ         '~         gF         "~  2K 

461.  ÉlarU  donné  un  triangle  ABG  inscrit  dans  un  cercle  de 
rayon  R,  on  mine  un  diamètre  A'B'  parallèle  au  câU  AB,et,  par  ses 
extrémités,  des  cordes  A'E  et  B'D  parallèles  aux  <ieux  autres  calés 
AG  et  BG,  puis  on  joint  ED  Démontrer  que  le  quadrilatère  A'EDB' 
est  équivalent  au  triangle. 

Soit  S  la  surface  du  quadrilatère.  Menons  les 
diagonales  A'D  et  B'E  qui  se  coupent  en  1.  On 
aura 

2S  =  A'DxB'EsinI 

Or     A'D  =  2RsinB,    B'E  =  2R8inA 
et  siQl  =  sin(A-f  B)=pinG 

donc  S  =  2B<Bin  AsioBsinG 

c^est  aussi  Texpression  de  la  surface  du  triangle 
(  Trig.,  chap.  IV,  appl.  3«»  ou  probl.  337,  4<»);  donc  le  quadrilatère  et 
le  triangle  sont  équivalents. 

462.  Si  par  les  trois  sommets  d'un  triangle  on  mène  des  diamètres 
du  cercle  circonscrit  et  si  l*on  joint  les  points  de  division  que  mar- 
quent leurs  extrémités  sur  la  circonférence,  le  périmètre  de  Vhexa- 
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gone  obtenu  égale  deux  fois  la  êomme  deê  dia- 
mètres des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au 
triangle. 

Soit  p  le  demi-périmètre.  II  est  évident  que 
les  côtés  opposés  de  Thezagone  sont  égaux  ;  il 
suffit  de  chercher  la  somme  de  trois  côtés  con- 
sécutifs. 

Or  le  triangle  ABD  donne 

BD=r2Rco8D=2RcosG 
BF=2RcosA    et    AF=2RcosB 

j9  =  2R(cosA  +  co8B  +  co8C)  =  2RA+4sin^Asin~B8in^c) 

ou 

p=2(R  +  4Rsîn^A8in-^B8in-2-C^  =  2(R  +  r)  (n»  290,  iS). 

463.  Étant  donné  le  cercle  circonscril  à  un  triangle  ABC ,  si  Von 
joint  le  point  D,  milieu  de  l*arc  BAC,  aux  deux  sommets  voisins, 
le  produit  bc  des  côtés  de  l'angle  A  égale  la  différence  des  carrés  des 
côtés  de  l'angle  D. 

Soit    AD<DC.    On  a    6c=2R/i.  (Oéom.,  no270.) 
ou  6c=4R>sinBsinC 


de  même 
Donc 


(N*  298,  43.) 


On  a  aussi 


CD  = 


a 


2sin^A 


sinA 


: 2R    donne 


donc 
De  plus 


a  =  2RsinA=4Rsin^A  cos-»- A 
CD  =  2Rcos-^A 


AD=2Rsin(90<»  — -j-A— C) 

on,  à  cause  de    90»— -ç-ArsB, 

AD  =  2Rsin-^(B  — C) 
Par  suite, 

CD»-ÂD»  =  4R«[sin»-^(B  +  C)-8in«^(B-C)l=4R«8inB8inC 

donc  6c=CD'  — ÂD* 

464.  Démontrer  que  la  somme  des  diamètres  des  cercles  inscrit  et 
circonscrit  à  tout  triangle  est  égale  à 

acotgA  +  ôootgB  +  ccotgC 
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En  effet,  si  dans  cette  expression  on  remplace  les  cotg.  par  les  rap- 
ports du  COS.  au  sin.y  ou  bien  si  Ton  remplace 

a  =  2R8inA,    6  =  2R8inB,    c=s2R8inC 


il  Tient 


2R  (cos  A  4-  cos  B  -f  cos  C) 


Mais     co8A  +  cosB4-co8C  =  i+48in4-A  sin-A-B  sin^G(n»101) 
donc  l'expression  précédente  peut  s'écrire 

2(R  +  4R8in^  A  sin^B  sin-g-C) 
on  (n*  290, 18)  2(R-+-r) 


e.  —  Les  quantités  aoolgB,  6  cotg  B,  ccolgC,  expri- 
ment les  distances  respectives  des  sommets  A,  B,  C,  d*un  triangle  au 
point  de  concours  des  hauteurs  (n»  297,  6);  de  là  ce  théorème  : 

La  somme  des  dislances  des  sommets  d*un  triangle  au  point  de 
concours  des  hauteurs  est  égale  à  la  somme  des  diamètres  des  cercles 
inscrit  et  circonscrit  à  ce  triangle. 

Lorsque  le  triangle  est  rectangle,  le  point  de  concours  des  hauteurs 
étant  le  sommet  de  l'angle  droit,  le  théorème  précédent  s'énonce  ainsi  : 

La  somme  des  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  est 
égale  à  la  somme  des  diamètres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  à  ce 
triangle, 

(Voir  Ex.  de  Géom.,  n»  741.) 


465.  Trois  cercles  sont  tangents  deux  à  deux  extérieurement.  Dé- 
montrer :  1»  que  les  tangentes  communes  intérieures  concourent  au 
même  point;  2«  que  le  carré  de  la  surface  du  triangle  ayant  pour 
sommées  les  trois  centres  est  égal  à  la  somme  des  rayons  multipliée 
par  leur  produit;  3®  que  le  carré  de  la  distance  du  point  de  concours 
des  tangentes  à  l*un  qtielconqvte  de  leurs  points  de  contact  égale  le 
produit  des  rayons  divisé  par  leur  somme. 

Soient  A,  B,  C,  les  centres  des  trois 
cercles;  r^^r^,  r^,  leurs  rayons,  et  T  le 
point  d'intersection  des  tangentes  au  pre- 
mier de  ces  cercles. 

1*  On  peut  remarquer  que  le  point  T 
appartient  à  la  bissectrice  de  l'angle  A; 
pareillement  les  tangentes  au  cercle  B  se 
rencontrent  en  un  point  qui  appartient  à 
la  bissectrice  de  l'angle  B,  etc.  Or  les 
trois  bissectrices  des  angles  d'un  triangle 
concourent  au  même  point;  donc...  .  _, 
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On  peut  le  prouver  par  le  calcul.  La  distance  du  point  T  aux  points 


de  contact  est 
Mais  on  a 


doue        '•M^=^,,+':%, 

On  obtiendrait  la  même  expression  pour  la  distance  du  point  d*iii- 
tersection  de  deux  tangentes  quelconques  à  leurs  points  de  contact  ; 
donc  les  trois  tangentes  se  coupent  au  même  point. 

^expression  de  cette  distance  démontre  le  3«  du  théorème. 

2»  Les  trois  côtés  du  triangle  ABC  sont    r,  +  rj ,  r,  +  rj  et  vi  4-  r,  ; 
donc   p=ri+rt  +  rs,  p  —  a^r^,  p  — 6  =  ri,   p^c  +  r^; 
par  suite,    S2=:p(p  — a)(p  — 6)(p  — c)  =  (r, +r,  +  r3)  rir,r, 

3«  La  distance  du  poiut  de  concours  à  Tun  des  points  de  contact 
peut  encore  se  déduire  de  la  formule  précédente  ;  car  cette  distance 
n*est  autre  que  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC  ; 

or    r=^       donne  r«= P^J — 

P  n  +  rt  +  r. 


466.  Si  les  sinus  des  trois  angles  d'un  triangle  sont  en  proportion 
harmoniqtie,  il  en  est  de  même  des  différences  1  —  cos  A,  1  «-coe  B 
et    1— cosC. 

On  dit  que  trois  quantités  sont  en  proportion  harmonique ,  quand 
Texcès  de  la  première  sur  la  deuxième  est  à  Texcès  de  la  deuxième 
sur  la  troisième,  comme  la  première  est  à  la  troisième.  Tels  sont  les 

nombres  1,   -^,   -j,  qui  rappellent  les  longueurs  des  parties  d^une 

corde,  à  Taide  desquelles  on  obtient  les  notes  de  l'accord  parfait.^ 
Il  résulte  de  cette  définition  que  tes  inverses  de  trois  quantités  en 
proportion  harmonique,  sont  des  quantités  qui  sont  en  progression 
arithmétique.  Cette  propriété  peut  également  servir  de  définition. 


i^  SoltUion,  On  donne 


1^^  A — sin  B  _  sinA 

8iH~B  — BinC  """sînTr  rf^r^n]^ 
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et  il  6Q  faut  déduire 

M— cosAj  — (l  —  cosB)  _  1— cnsA 

(1  — COSBJ  — (1 — COSC)  1  —  C08  C 

^»  •>!..<>  a:«»rviA^A»»     ^os  B  —  C08  A        1  —  C08  A 
ou  plus  simplement    j-, n-=-2 Çr- 

Or  la  relation  donnée  peut  s'écrire 

28in.^(A-B)cos-^(A  +  B)        ^.^^ 

28inl(B-C)co8-^(B  +  C)  ""  ®*°^ 

et  comme f  dans  un  triangle,  la  moitié  d'un  angle  est  le  complément 
de  la  demi -somme  des  deux  autres, 

sin  -^  (  A  —  B)  sin  -i  C       28in  y  A  cos  -i  A 

sin-^CB  — G)sin-|A       28in-|Ccos  g  C 

8in^(A-B)8in-i(A  +  B)       8in«-^A 


on  enfin 


sin-^(B-.C)sin-^(U  +  C)       sin»  ^  C 

C08  B  —  COS  A  1  —  C08  A 

00»  C  —  C08  B        i  —  C08  c 


2*  SoltUion.  Si  les  sinus  des  «ngles  d*un  triangle  sont  en  propor- 
tion harmonique,  il  en  est  de  même  des  côtés  opposés;  doDc  a,  b,  c 

sont  en  proportion  harmonique,  et  — ,  -r,  --  en  progression  arith- 
métique. -  Il  faut  démontrer  que  (p-^j(p-^),  {p-cnp-<^)  ^ 

jp  — a;(j3--o)  g^jnj^çn  proportion  harmonique,  ou  les  rapports 
équivalents  que  Ton  obtient  en  multipliant  les  deux  termes  de  ces 
fractions  par  -. t-t ~rv-, r-,  c'est-à-dire   — - — ,   r-, 

— - — .    Ces  nombres  seront  en  proportion  harmonique,  si  les  in- 

yerses  -^ — —,   ^^ — ,    -^ — -  sont  en  progression  arithmétique. 

Or  ces  fractions,  diminuées  d'une  unité,  sont  ^,  ^,  ^,  et  par 
suite  de  Thypothèse,  elles  sont  en  proportion  arithmétique.  Donc... 

467.  Démonlrer  que  si  les  cotangentes  des  angles  d'un  triangle 
sont  en  progression  arithmétique,  il  en  est  de  même  des  carrés  des 
côtés. 

Supposons  que  Ton  ait    cotgA  +  cotgCBs2cotgB 
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On  peut  écrire       -^?^^  +  -^  =  ^^- 
'^  smA        sinC         smB 

donc      "°(A  +  C)^2ço«B      ^.^^      ■  7*?  ^  =. 2 co8 B 
«in  Asm  G  sinB  BioAsmC 

donc  ^^aM:C«-6«  26«  =  a»  +  c« 

oc  ac 

468.  Démontrer  que  si  kê  angles  d'un  triangle  sont  en  progression 
arithmétiqiÂe,  ainsi  que  C08éc2A,  C08éc2B,  co«éc2C,  le  cosinus  de 

la  différence  commune  des  angles  est   y -g  • 

Si  les  angles  sont  en  progression  arithmétique, 
on  a  A  +  Ca2B 

donc  3B  =  180»,    B  =  60o 

^®P^"^  'iîÏÏ2A+'imTG"=  wïï^^-^ 

Soit  X  la  différence  commune  des  angles 

A  =  60o  — a?    et    C  =  60  +  aj 

donc 

sin2A  +  8in2C  _    4  2sin(A-fC)oo8(A  — G) 4^ 

8in2A8in2C    ""  ^      ^^     lînXl20«»— 2aî}  sin  (120«  +  2aî)  "~  ^/3 

v/3cos2a?  A 


sin«120»  — sin*2aî       ^^ 
d*où 

cos2aî=|(8in«i20*--8in»2x)===^(|— l+co»«2a5)=— ^  +  ^C08«2aî 
Les  racines  de  cette  équation  du  second  degré  sont 

cos2x=1    et    cos2aî= — r 
4 

Cette  dernière  donne 

cos.a,=  ^(l-l)  =  | 

409.  Si  les  calés  d'un  triangle  sont  en  progression  arithmétique, 
démontrer:  1»  que  la  hauteur  correspondant  au  côté  moyen  et  le  rayon 
du  cercle  ex^nscrit  tangent  à  ce  même  côté,  égalent  l'un  et  Vautre 
trois  fois  le  rayon  du  cercle  inscrit;  2»  qu'on  a  en  outre  les  relations 


(a)  co8^(A  — G)=2Bin^B 
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1»  Soient  a,  h,  c  les  côtés  en  progression  arithmétique,  de  telle 
sorte  que    26  =  a  +  c. 

La  hauteur  h'  correspondant  au  côté  6  a  pour  valeur 

w ;^r^_  oôsinC        2S 

ri  =a8in  d^ r a"  -T— 

Le  rayon  du  cercle  ex-inscrit  tangent  au  même  côté  est 
^,,_^     S     ^       2S _2S 

D'autre  part,  le  rayon  du  cercle  inscrit  est 

S  _        28       _  2S 

les  deux  premières  valeurs  sont  bien  l'une  et  l'autre  triples  de  la 
troisième. 

20  (a)  Les  côtés  étant  en  progression  arithmétique,  il  en  est  de 
même  des  sinus  des  angles;  donc 

sin  A  +  siri  C =2  sin  B 

ou 

sin|(A  +  C)co8^(A  — C)=28in2Bcos^B  =  28in-|Bsing(A  +  C) 

donc  cos7r(A  — G)=a2Bin^B 

(b)  Le  premier  membre  de  la  seconde  relation  peut  s'écrire 
acos«-2-C  +  ccos«^A=-|(i  +  co8C)  +  -|(l-|-cosA) 

=  4  (a  +  c)  +  4- (acos C  +  ccos  A) 

s  6  +  -^    par  hypothèse 
36 

470.  Si  Uê  trois  calés  d'un  triangle  sont  en  progression  giomé- 
trique,  le  triangle  formé  avec  les  trois  hauteurs  est  un  triangle  sent' 
blable. 

Soient  a,  6,  e  les  trois  côtés  en  progression  géométrique,  de  sorte 
que    6*  =.  oc. 


On  a  iah=S;    d'où    h=  ^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


340  COMPLÉMENTS  DE  TRIGONOMÉTRIE 

de  même  ^'  =  ^   «^    ^"  =  ^ 

Représentons  par  A',  B',  C  les  angles  du  triangle  formé  avec  les 
trois  hauteurs.  On  a,  en  vertu  du  deuxième  théorème  des  triangles 
quelconques  (  Trig.,  n»  70) 

1,1         1 


cosA's 


2 

Tè 


"~  2â«5c 

5^5^ 

a*  —  c'^-\-ac 

556 


U  C08A^=^'+^'^"^'=C08C 

Ainsi    A'  =  C;    de  môme    C'  =  A    et    B'=B. 


471.  Étant  donné  un  triangle  et  le  cercle  qui  lui  e$t  inscrit,  on 
mène  à  ce  cercle  des  tangentes  parallèles  aux  côtés,  ce  qui  donne  trois 
nouveaux  triangles  intét*ieurs  au  premier.  Démontrer  :hque  la  somme 
des  rayons  des  cercles  inscrits  atix  triangles  intérieurs  égale  le  rayon 
du  cercle  inscrit  au  triangle  donné;  2?  que  le  produit  des  aires  des 
quatre  triangles  égale  la  huitième  puissance  de  ce  même  rayon. 

Soient  r^ ,  rj,  r^  les  rayons  des  cercles  inscrits 
respectivement  dans  tes  triangles  ADE,  BFG 
et  CHL. 

1*  Le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  donné 
ABC  est  ex -inscrit  par  rapport  aux  trois  autres 
triangles;  on  a  donc 

et  ^=:lg-^Atg|B     (n*289,12) 

donc,  en  ajoutant, 

'''"^;'"^''^=tg^AtgiB  +  tg^Btg^C  +  tgiAtgic  =  1  (n«99) 

par  suite ,  ri  +  r^  +  r^^r 

2*  Soient  Si»  S^,  Sales  surfaces  des  triangles  intérieurs,  et  S  celle 
du  triangle  donné.  ,  . 
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S  =r«cotglAcolg|Bcolg^C 
S|=r«colg^Atg^Blgic 
S,  =  r«colgiBlg-^Alg-^C 

S3  =  r«cotg-^Ctg-^Alg^B 
En  faisant  le  produit        SSiS,Sj=r» 

472.  Si  l'on  joint  les  exlrémiléê  A  et  B  du  câli  du  pentagone  ré- 
gtUier  inscrit  au  point  P  milieu  de  l'are  sous-tendu  par  l'un  des  calés 
adjacents,  la  différence  des  droites  PA  et  PB  égale  te  rayon  du  cercle, 
leur  produit  égale  le  carré  du  rayon,  et  la  somme  de  leurs  carrés  égale 
trois  fois  le  carré  du  rayon. 

L'angl6       APB  =  -5-  =  36o 


BAP=TO- 


r^    i8o 


donc 


ABP  =  :j^ii  =  i26o 


Or    AB=:2R8in36s    PB  =  2Rfein18° 
et         PA=2RBinl26»    ou    2R8iD54« 


doncl-    PA-PB  =  2R(-»^tL«  v:?--l\      ^ 

2-  PAxPB^-^'^'f^-^AM^-H^R» 

3.  PÂ«+  PB'=  4R«  [(  V^y  +  (^^y  ]  =  3R* 


473.  Si  l'on  joint  un  point  quelconque  M  d'un  cercle  aux  extré- 
mités d^un  diamètre  AB  et  à  deixx  points  fixes  C  et  D  pris  de  part 
et  d'autre  sur  son  prolongement,  le  proiuit  des  tangentes  des  angles 
AMC  et  BMD  est  constant. 

Soient  a  et  p  les  angles  considérée, 
m  et  n  les  angles  formés  par  MA  et  MB 
avec  le  diamètre.  Menons  AE  perpendi- 
culaire sur  AM. 

Le  triangle  AME  donne 

irr  AE 

tga  = 


AM 


et  le  triangle  AMB 


,„^__MB 
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tgg   _  AE  _  C\ 

tgm  """Mb  """CiT 


On  aurait  de  môme 


tRfi  _  DB 
tgn  ""  DA 


et  comme  les  angles  m  et  n  sont  complémentaires,  en  faisant  le  pro- 
duit de  ces  deux  relations,  on  a 


474.  Par  un  point  fixe  0  donné  sur  un  diamètre  AB ,  on  fnène 
une  sécante  mobile  OMM'.  Démontrer  que  le  produit  des  tangentes 
des  angles  MBA  el  M'BA  est  constant  pour  toutes  les  sécantes  tne^ 
nées  du  point  0  à  la  circonférence. 


Joignons  les  points  M  et  M'  aux  pointa 
A  etB. 

Soient  a  et  a'  les  angles  MBA  et  M'BA, 
il  faut  démontrer  que 

tgatga'  =  0« 

Abaissons  des  points  A  et  B  les  perpen- 
diculaires AP  et  BP'  sur  la  sécante. 


tga« 


AM  .  ; 

•bm'    *^«  = 


AM'. 
BM^' 


donc 


,„    .     ,      AM.AM^ 
^g°^^^=BM.BM- 


Les  triangles  MAM'  et  MBM',  qui  ont  les  angles  égaux  A  et  B, 
ont  des  surfaces  proportionnelles  aux  produits  des  côtés  qui  com- 
prennent cet  angle;  ainsi     mum/  =  ijM  BM'  '    ^^  ^^^  triangles, 

ayant  même  base  MM',  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs  AP 
et  BP,  ou,  à  cause  des  triangles  semblables  OAP  et  OBP',  comme 
OA  et  OB. 


Donc 


OA 


Remarques,  I.  Le  théorème  est  encore  vrai  à  la  limite,  quand  la 
sécante  devient  tangente ,  et  Ton  a 


'«^«=-8^ 
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tKct  = 


BM 


»«^*-=W  =  -fB- 


OC  __  CM 

"Cm -"ûr 

OG  +  CM       CM  +  Cl 


oa 


OC  +  CB  __  CB  +  CI 
oc  — CA~"  CA  — CT 


08 

15Â  = 


IB 
"AT 


donc 

II.  On  a 
donc 


.  ,  Al       OA 

t  =  -2^MCA    et    a'=^M'CA 
tg^MCA.tg-5-M'CA=0« 


475.  Par  un  point  P  de  la  ligne  des  centre»  de  deux  cercles,  on 
mène  une  sécante  rencontrant  les  deux  circonférences  en  A,  B  ;  A'  B'. 
En  ces  quatre  points,  on  mène  des  tangentes  qui  se  coupent  en  C 
et  C,  et  Con  joint  CC'.  Si  Von  appelle  a  et  ^  les  angles  que  font 
avec  la  ligne  des  centres  les  droites  APB'  et  CC',  démontrer  que 
tga  tgp  est  constant. 

Lorsque  la  sécante  tourne  au- 
tour du  point  P,  les  points  C  et 
C'  décrivent  respectivement  les 
polaires  Cl  et  C'I'  de  P  par  rap- 
port aux  cercles.  (Gëom.,n®806.) 

Joignons  OC  et  O'C,  et  soit  M 
le  point  où  la  droite  CC  coupe 
la  ligne  des  centres. 

L'angle  OCl=OPA=a  comme 
ayant  les  côtés  perpendiculaires. 

On  a       CItga  =  OI 
et  MltgpsCI 

et,  en  multipliant  ces  deux  relations ,  il  vient 

MItgatgp  =  OI 
De  même  MI'  Ig  a  tg  p  =  OT 

si  i*on  ajoute,  en  remarquant  que    IM  +  MI'=ir,    il  vient 

Le  aeeond  membre  ne  renferme  que  des  constantes;  donc 
tgatgP  =  C»* 

de  plus ,  comme    MI s=  ^„^t„a  >    ^®  P^^'^^  ^  ^^  ^^^* 


tg«tgP' 
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Si  Ton  écrit    OP:=a    et    PO' =  6,    les  rayons  des  deux  cercles 
étant  B  et  r,  on  a 


tgatgp: 


476 


6Rt-f- ar« 
'  a6(a  +  6)  — 6K«  — or» 

PappM*.  —  Le  produit  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  quelconque  d'une  circon- 
férence sur  deux  côlés  opposés  d'tm  quadri- 
latère inscrit  égale  le  produit  des  perpendicu- 
laires abaissées  du  même  point  sur  les  deux 
autres  côtés. 

Soit  le  quadrilatère  inscrit  ABCD ,  et  soient 
N,  F,  Q,  R  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d*un  point  quelconque  M  de  la  cir- 
conférence sur  les  quatre  côtéB. 
Les  angles  C  et  BAQ  sont  égaux  comme 
suppléments  de  Tangle  A;  les  angles  BAM  =  BCM  =  a  ont  même 
mesure,  donc  MCD  =  MAQ  =  p. 

Or  on  a  MN  =  AM8ino    et    MP=CM8inp 

MQ=AM8inp    et    MB  =  CMsina 

donc  MN.MP  =  MQ.MB  =  AM.CMsina8iap 

(Voir  Ex.  de  Oéom.,  n«*  121/i  et  suivants.)  Le  théorème  qui  suit  est 
un  cas  particulier  du  théorème  de  Pappus;  la  démonstration  est  abso- 
lument semblable.  {Ex.  de  Oéom.,  n«  86.) 

477.  La  perpendiculaire  MP  =  a  abaissée  d*un  point  d'une  circon- 
férence sur  une  corde  AB  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  per^ 
pendiculaires  MQ  =  b  et  MR  =  c  abaissées  du  même  point  sur  les 
tangentes  aux  extrémités  de  la  corde. 

Menons   MA=me(MB=:n 

^  soitrangle   MAB=.\:BR=a 

étrangle      MAG=MBA  =  p 

Les  triangles  MPA  et  MPB  donnent 

a=msina    et    a  =  n  sin^ 

les  triangles  AQM  et  BRM  donnent 

6  =  m  sin  p    et    c  =  n  sin  a 


*  Pappus,  mathématicien  d'Alexandrie,  vivait  vers  la  fin  du  ir*  flèele  de 
rère  chrétienne  ;  Il  eit  connu  par  son  oavrage  Intitulé  OoUeetUms  mathima- 
tiqueê,  en  huit  livres,  dont  six  ont  été  publiée  on  1668.  O^eet  un  recueil  parti- 
culièrement précieux  par  les  fragments  d'auteurs  perdus  qui  s'y  trouvent  con- 
servés. La  théorie  des  transversales  doit  à  Pappus  plusieurs  théorèmes  remar- 
quables. 
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Le  produit  des  deux  premières  relations  est 

o^ssmnsinasinp 

celui  des  deux  autres  relations  est 

bc  =  mn  sin  a  sin  p 

donc  a<  =3  6c 

On  peut  remarquer  que  le  triangle  ABC  est  isocèle;  le  cercle  donné 
passe  par  les  extrémités  de  la  base  et  par  le  point  de  rencontre  des 
bissectrices;  il  fait  partie  du  lieu  géoméirique deê  poinU  teU  que  leur 
dislance  à  la  base  dlun  triangle  isocèle  est  moyenne  proportionnelle 
entre  leurs  distances  aux  deux  côtés, 

478.  Lorsqu'un  carré  est  ctreottacrtl  à  un  cercle,  la  somme  des 
carrés  des  tangentes  des  angles  sous  lesquels 
on  voit,  d'un  point  quelconque  de  la  circon- 
férence, les  deux  dictgonales  du  carré,  est 
constante  et  égale  à  8.  (Concours  général, 
1864.) 

Soit  le  carré  ABCD  circonscrit  au  cercle  0. 

Joignons  un  point  quelconque  M  de  la  cir- 
conf  Tence  aux  quatre  sommets,  et  abaissons 
de  ce  point  les  perpendiculaires  Ml  =  a  et 
MH  =3  b  sur  les  diagonales. 

On  a  tgAMC=tg(AMlH-CMI)=:  i^^^l^^^ 

en  posant  pour  abréger  AMI  =  a  et  CMI  =  p. 

Al       AO-OI       Kv/g~6 
Or  ^g«  =  -Mr=       Ml       =—5— 

donc  tgAMC=^,^^,_.^^^,  = ^— 

De  même  tgBMD=-^^ 

d*où  tg*  AMC  +  tg«  BMD  =  ^^^'^^')  =  8 

Cherchons  msinlenant  quelle  doit  être  la  position  du  point  M  pour 
que  la  somme  des  tangentes  des  angles  sous  lesquels  on  voit  de  ce 
point  les  diagonales  soit  minimum. 

Appelons  les  langenles  variables  x  et  y.  Nous  aurons  à  résoudre 
les  équations 

a;'î  +  v«=8 
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Remplaçons  dans  la  première  y«  par  sa  valeur  (m  —  x)^  tirée  de  U 
deuxième;  il  vient 

a?«  +  (m— a?)î  =  8 

ou  2a;*— 2maî4-m*— 8  =  0 

d'où  a>=  ">±V^6^^* 

La  valeur  de  m  doit  rester  comprise  entre  les  racines  de  m> — 16=0, 
c'est-à-dire  entre  +4  et  —4. 

Le  minimum  —4  répond  à  aj=y  =  — 2.  Par  suite,  la  tangente 
de  l'angle  supplémentaire  est  2;  c'est  celle  du  plus  grand  des  angles 
aigus  d'un  triangle  rectangle  dont  un  côté  de  l'angle  droit  est  double 
de  l'autre. 

Donc  le  point  cherché  est  l'un  de»  pointé  de  contact  du  cercle  ei  du 
carré  circonscrit. 

479.  Les  diagonales  2a  et  2b  d'un  losange  sont  vues  sous  deê  angle» 
a  et  p  d'un  point  éloigné  du  centre  d'une  dislance  o.  Démontrer  que 
l'on  a  la  relation 

6«(a«  — c«)«tg«a  +  a«(6«  — c«)«tg«p=4a«6M 

Soit  le  losange  ABCD,  et  soit  le  point  P  d'où 

les  diagonales   AC  et  BD  sont  vues  sous  des 

angles  a  et  p. 
^{  Faisons  AP  =  d,  CP  =  d'  et  l'angle  POC  =  ç. 

^^  '^        On  a        4a«= d«  4-  d'2— 2c/d'  cos  a 

et  d«-|-rf'«  =  2a«H-2c« 

ajoutant  2dd  cos  a  +  2c*—  2at 

d'où  dd'  =  ^^^^   . 

cos  a 

D'autre  part,  en  égalant  deux  expressions  de  la 
surface  du  triangle  APC,  on  a 


oc  sin  <p  =3 -^  cU' sin  a 


ou,  en  remplaçant  dd!  par  la  valeur  précédente, 

c«— g»    . 

d'où  ginç=.£Î^^tga  (1) 

De  môme,  en  appelant  <p'  l'angle  POB,  on  aurait 
.     ,      c*  — 6*  ,    ^ 
"°^="~263~^«P 
ou,  puisque   9'= 90»— 9, 

c«  — 6» 
^®^=nB5?~^fi^^  (2) 
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Si  Ton  ajoute  (i)  et  (2)  après  les  avoir  ëleyëes  au  carré,  on  a, 
après  réduction, 

6«(a«  —  c«)ng«  a  +  a«(6»  —  c«)ng«  p  =  4a«6«c« 


480.  Démontrer  que  U  produit  des  rayons  vecteurs  menés  à  un 
point  qiielconque  d*w^  ellipse,  multiplié  par  le  carré  du  cosinus  de 
l'angle  que  la  normale  en  ce  point  fait  avec  Vundes  rayons  vecteurs, 
égaû  le  carré  de  la  moitié  du  petit  axe,  (Sorbonne,  16  juillet  i881.) 

Soient  r  et  r'  les  rayons  yecteurs  du  point  M , 
a  les  angles  de  la  normale  avec  les  rayons 
vecteurs  et  p  les  angles  de  ces  rayons  avec  la 
tangente. 

On  peut  écrire 

rr^  cos*  a  =  r  cos  a .  /  cos  a 
ou    rr'cos*a  =  rsinp.r'sinp=FD.F'D' 
or  on  sait  que    FD .  F'D'  =  6» 
En  effet,  FD"=.rD 

mais  dans  le  cercle  principal  on  a 

I-'^D.  FD  =  (a  +  c)  (a  —  c)  =  a*  — c«=:  6* 
Donc  rr'co8*a  =  6* 


...  6- 


481 .  Démontrer  que  dans  une  elUpse  :  i<»  le  produit  des  tangentes 
des  demi-angles  des  raijons  vecteurs  avec  la  droite  qui  joint  les  foyers; 
2o  le  produit  des  distances  des  foyers  à  une  tangente,  et  3<»  la  pro- 
jection de  ta  normale  sur  les  rayons  vecteurs,  sont  des  quantités 
constantes.  Appliquer  ces  propriétés  à  r  hyperbole,  avec  les  modificor 
tions  convenables. 

Au  lieu  d'employer  les  notations  habituelles,  désignons  par  A  un 
point  quelconque  de  la  courbe ,  et  par  B  et  C  les  foyers. 

lo  Dans  le  cas  de  l'ellipse,  le  triangle  ABC  a  une  base  a  constante, 
ainsi  que  la  somme  b  +  c  des  deux  autres  côtés. 

Or  on  a  io      tg-^  B  tg~  C=  £=iL  =  C»- 

29  Les  distances  des  foyers  à  une  tangente  étant 


6C08-S-A 
1 


et    ccosiK-A 


leur  produit        ^cooi^i^  A=p(p— a)  =  C** 
3»  Les  projections  de  la  normale  a  sur  les  rayons  vecteurs  sont 


acosi 


1 
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mais  a  est  la  bissectrice  de  TaDgle  intérieur  A;  on  a  donc 

4 

«-— TTqrF—    (^^  306.73) 


et,  par  suite,  les  projections  sont 

2o  Dans  le  cas  de  Thyperbole,   a  et  6  — c  sont  des  quantités 
constantes;  or 

lo  Le  quotient  des  tangentes  dos  demi-angles  des  rayons  Tectears 
ayec  Taxe  transverse 

2»  Les  distances  des  foyers  à  une  normale  étant 
ftsin-n-A    et    csin-^A 

leur  produit    6c8in*-i  Ae«(p  — 6)(p  — c)  =  C»« 

3*  Les  projections  de  la  normale  sur  les  rayons  Tecteurs  sont 

a'  sin  y  A 

et  comme  a  est  la  bissectrice  de  Tangle  extérieur  A,  ces  projections 
sont 

b—c  6— c 


§  3.  —  Lie«x  géométriques. 


^  482.  La  recherche  d*un  lieu  géométrique  est  souvent  une  question 
laborieuse  quand  on  ne  yeut  employer  que  les  ressources  de  la  Géo- 
mélrie  :  le  plus  souvent  le  procédé  suivi  n^est  qu'une  sorte  de  tâton- 
nement après  lequel  il  reste  encore  une  démonstration  à  trouver. 
En  oulre,  les  figures  planes  que  Ton  peut  obtenir  sont  à  peu  près 
exclusivement  des  droites  ou  des  cercles,  et  parfois  une  conique  ou 
quelque  courbe  usuelle. 
On  peut  donner  en  Trigonométrie  une  méthode  générale  pour  ob- 


Digitized  by  LjOOglC 


QUESTMNS  DB  GÉOMÉTRIE  PLANS  349 

teoir  sans  hésitation  ud  très  grand  nombre  de  lieux  géométriques 
et  pour  construire  un  lieu  représenté  par  une  fonction  trigonomé- 
Irique. 

Cette  mélbode,  désignée  en  Géométrie  analytique  sous  le  nom  de 
coordonnées  polaires,  est  indiquée  dans  la  Géométrie  au  n»  878.  — 
Nous  allons  présenter  les  notions  les  plus  nécessaires  de  cette  théorie, 
et  en  montrer  par  quelques  exemples  les  innombrables  applications. 


483.  Représentation  du  point.  ^  Pour  déterminer  la  position  d'un 
point  sur  un  plan,  on  le  rapporte  à  un  axe  et 

à  un  point  fixe  pris  sur  cet  axe.  Le  point  M , 
par  exemple,  sera  déterminé  par  sa  distance 
au  point  fixe  0  et  Tangle  que  OM  fait  avec 
Taxe. 

Le  point  0  s'appelle  le  pâle.  Taxe  XX'  est 
Vaa^  polaire,  le  rayon  OM  est  le  rayon  vec- 
teur, que  Ton  désigne  par  p,  et  Tangle  MOX 
se  désigne  par  a>;  p  et  ta  sont  les  coordonnées 
du  point  M. 

Le  rayon  vecteur  peut  varier  de  —  cXD  à  -j-  oC  ;  il  peut  être  porté 
d'un  côté  ou  de  l'autre  du  pôle ,  selon  qu'il  est  positif  ou  négatif. 
L*angle  polaire  (•>  peut  également  varier  jusqu'à  Tinfini;  il  est  positif 
quand  le  rayon  se  meut  dans  le  sens  de  la  flèche,  et  négatif  dans  le 
cas  contraire,  comme  on  Ta  vu  au  commencement  du  Cours. 

Un  lieu  géométrique  est  déterminé  par  une  équation  entre  p  et  co; 
(ù  eèt  la  variable  indépendante  et  p  la  fonction.  Cette  équation  s^ex- 
prime  symboliquement  par 

/•(p,ai)=0    ou    p  =  fM 

suivant  qu'elle  est  implicite  ou  explicite,  c^esl-à-dîre  résolue  ou  non 
par  rapport  à  la  fonction. 

484.  Equation  de  la  droite,  —  En  abaissant  du  pôle  une  perpendi- 
culaire sur  une  droite  donnée,  cette  droite  sera 

déterminée  de  position  par  la  connaissance  de  sa 
dislance  ON=p  au  pôle  et  de  Tangle  a  que  fait 
cette  perpendiculaire  avec  Taxe. 

En  appelant  p  et  co  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  M  do  la  droite,  on  a 

ON  =  p  cos  (ci)  — a)  =  p 
d'où  p  = 


cos  (  (I)  —  a  ) 


Si  la  droite  passe  par  le  pôle,  elle  aura  pour  équation  œ  =  a  ;  Taxe 
polaire  a  pour  équation  a)=0. 
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En  développant  le  déDomiDatear  de  Téqualion  d^une  droite  quel- 
conque, on  obtient  une  expression  de  la  forme 

^ ^C        

P      B  C08  (o  +Asin  (o 

Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  représente  une 
droite;  car,  en  chassant  le  dénominateur,  il  vient 

Ap  sin  0)  +  Bp  cos  Cl)  =  C    ou    Ay  +  BaB  =  C 

équation  d*une  droite.  [Algèbre,  n«  436.) 


485.  Diêtance  de  deux  points.  —  La  distance  de  deux  points  8*ex- 
prime  à  Taide  du  théorème  de  Carnot  sur  les 
triangles. 

Soient  p  et  co  les  coordonnées  d'un  point  M, 
p'  et  tù'  les  coordonnées  d'un  autre  point  M\ 

La  distance  MM'  s'exprime  par  la  formule 

mm"'*  =  8«=  p«  +  p'>  —  2pp' cos  (a>  —  «') 

L'équation  générale  du  cercle  en  est  une  consé- 
quence. 


486.  Equation  du  cercle,  —  Si  Ton  appelle  p  et  o  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  du  cercle,  et  que  l'on  désigne  par  d  et  a  les  . 
coordonnées  connues  du  centre,  on  aura  pour  l'équation  générale 
d'un  cercle  de  rayon  r 

r*=  p« -f  d«  — 2rfp  cos  ((0  —  o) 


Si  le  cercle  passe  par  le  pôle,  d=r,  et  l'équation  devient 
r« = r*  +  p«  —  2rp  cos  (  «o  —  o  ) 
ou  p«  — 2rpcos(a)  — a)=0 

ou  enfin  p  =  2rco8((D  — a) 

équation  que  l'on  peut  écrire  d'après  la  seule  inspection  de  la  figure, 
le  triangle  OMN  étant  rectangle. 
Si  le  cercle  est  tangent  au  pôle  à  l'axe  polaire,  son  équation  est 
p=s2rsin(ù 
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EdAd  ,  si  Taxe  polaire  passe  par  le  centre ,  on  a 

p  =  2r  C08  a> 
Si  le  centre  était  au  pôle,  le  rayon  vecteur  ayant  une  longueur 
constante,  il  suffirait  d'écrire    p  =  r. 

487.  Equation  polaire  de  l* ellipse.  —  En  prenant  pour  axe  polaire 
le  grand  axe  de  l'ellipse  et  pour  pôle  le  foyer  F  de  gauche,  on  a  par 
définition  p'  =  2a  —  p 

donc  p'*  =  4a*  -h  p*  —  4ap 

or  le  triangle  FM  F'  donne 

p't  =  p«  4-  4c«  —  4cp  cos  w 
donc         a*  —  c*=p(a  —  ccosb)) 

tfoù  p ^-*- 

^      a — ccosco 

En  posant  p- 

cette  équation  devient,  après  avoir  divisé  tous  les  termes  par  a, 

P  = 


.^    et    e  =  ± 
a  a 


P 
i  —  «  ces  W 


Réciproquement,  cette  équation  représente  une  ellipse  ;  pour  le 
prouver,  il  suffit  de  donner  i  b»  des  valeurs  croissabtes  et  de  déter- 
miner les  valeurs  correspondantes  de  p  : 

pour   (0  =  0,    oo8ti)  =  l    et  la  valeur  de    p  =  -^^^=a  +  c 

iù  croissant,  le  dénominateur  augmente,  p  décroît 

pour   w=  90»,    co8b>=0 

pour   w  =  180,   cosciî=— i  p=  ^_  .  1  =a— c 


et    p  =  — 


a'^  —  c'^ 


"        a-hc 

488.  Equation  de  V hyperbole.  —  En  prenant  pour  axe  polaire  Taxe 
transverse  et  pour  pôle  le  foyer  F'  do  droite  et  répétant  le  calcul 
précédent,  on  retrouve  la  même  équation.  La  seule  différence  entxe 
îee  courbes  qu'elles  représentent,  c'est  quW  a  dans  Tellipse  e<l, 
et  dans  l'hyperbole  c>l. 

489.  Equation  de  la  parabole.  —  Le  pôle  étant  au  foyer,  on  a 

P  =  ®  +  ^- 
mais  FP    ou    œ— -E-  =  pco8(D 

En  éliminant  x  entre  ces  deux  relations,  il 
P- 


vient 


,_ P 


1  —  cos  u> 

Ainsi  les  équations  polaires  des  trois  courbes 
du  second  degré  sont  de  la  même  forme;  dans 
la  parabole  e=si. 


Digitized  by  VnOOglC 


352 


COMPLÉMENTS  DE  TRIGONOMiiTBlB 


Reoherohe  des  équationi  polaires  de  quelques  oo«rl>es. 

490.  1«  cissoîde  de  DiocLÊB  *.  —  Étant  donnés  un  cercU,  un 
diamètre  AB,  une  tangente  BC  à  l'extrémité  de  ce  diamèlre;  du 
point  A  on  mène  une  sécante  mobile  AE  sur  Uigtielle  on  porie,  à 
partir  du  point  A,  une  longueur  AM  égale  à  la  portion  DE  de  U 
sécante  comprise  entre  le  cercle  et  la  tangente;  trouver  t'éçtiotien 
du  lieu  que  décrit  le  point  M. 

PrenoDS  le  point  A  pour  pôle,  et  le  diamètre  AB 
pour  axe  polaire. 

En  appelant  a  le  diamètre  du  cercle,  p  et  w  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe, 
on  a 


AE  =  -'?-, 


ADs:aC08tt> 


p  =  DE  =  AE-AD  = 


aco9{d  = 

i(ù  cosm 

Ainsi  la  courbe  cherchée,  inventée  par  Dioclës 
pour  résoudre  le  problème  de  la  recherche  de  deux 
moyennes  proportionnelles,  a  pour  équation 
osin*fi) 

"  C08  Ci> 


491.  2o  strophoide.  —  Un  angle  droit  yox  et  un  point  fixe  A  sur 
un  de  ses  calés  étant  donnés,  on  mène  par  te  point  fixe  une  droite 
quelconque  AD  qui  rencontre  en  D  le  côté  oy  et  l'on  porte  sur  cette 
droite,  de  part  et  d'autre  du  point  D,  des  longueurs  DM  et  DN  égales 
à  OD.  Quelle  est  l'équation  du  lieu  des  points  M  c<  N  ? 

Prenons  le  point  A  pour  pôle  et  AX  pour  axe 
polaire;  désignons  par  a  la  distance  donnée  OA. 

Les  coordonnées  polaires  des  points  M  et  N  étant 
p  et  Cl),  on  a 

p  =  AD±:DM=ADdbDO 


AD=--»- 

COS(i> 


et 


zhaigtù 


DO  =  alg<o 
_  o(1  ±:sinft>) 


^        COS  u>  **  C08  ta 

Cette  courbe  s*appelle  strophoxde. 


*  Diooii»,  géomètre  greo,  Ti7ait  an  yp  dèole.  La  plus  oonnne  de  aet  déeoa- 
Tortes  est  la  solution  du  fameux  problème  do  deux  moyennes  proportioDDdtot 
entre  deux  droites  données  au  moyen  d'une  courbe  qu'on  appela  plus  tard  ef«- 
soïdê,  et  que  Newton  apprit  k  tracer  d'un  trait  continu.  On  prend  pour  cela 
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492.  Si,  au  lieu  de  porter  sur  AD  la  longueur  variable  OD,  on 
portait  de  part  el  d'aulre  du  point  D  une  longueur  comtanle 
OM  =  DN  =  6,  le  lieu  des  points  M  et  N  serait  une  autre  courbe 
connve  sous  le  nom  de  ConohoTde  de  NiCOMÈOE. 

Elle  alTecte  trois  formes  différentes,  suivant  que  la  constante  b  est 
inférieure,  égale  ou  supérieure  à  AO. 

Son  équation  est  extrêmement  simple,  car  on  a 

p  =  AD=fc6 
or  AD=--^L- 


donc 


Cette  courbe  a  été  inventée  par  Nicomède,  géomètre  grec  (150  av. 
J.-C),  pour  résoudre  mécaniquement  le  problème  de  la  duplication 
du  cube  ou  des  deux  moyennes  proportionnelles  et  celui  de  la  tri- 
section de  Tangle. 

493.  3»»  Limaçon  de  PASCAL*.  —  Par  un  point  A  pris  sur  un  cercle, 
j>n  mène  une  sécante  quelconque  AD  sur  laquelle,  à  partir  du  point  D 
où  elle  rencontre  le  cercle,  on  porte  de  part  et 
d'autre  des  longueurs  constantes  DM,DN.(}t4«/^e 
têt  l'équation  du  lieu  des  points  M  e/  N  ? 

Considérons  seulement  le  cas  où  la  longueur 
constante  a  est  plus  petite  que  le  diamètre  b  du 
cercle. 

Prenons  A  pour  pôle  et  le  diamètre  pour 
axe  polaire. 

On  a      p  =  ADit:a  =  6cosa>it:a 


mie  éqnerre  dont  un  eôté  peut  être  indéftnl  et  l'aatre  est  égal  au  diamètre  AB  ; 
en  eon  mlliea,  oe  o6té  porte  une  pointe  à  tracer.  On  folt  glisser  Fon  extrémité 
Ib  long  d'une  règle  GH  perpendlcolaire  au  milieu  de  AB,  tandis  que  l'autre 
eftté  pivote  autour  du  point  fixe  E  tel  que  AB  =  AG.  La  pointe  à  tracer  décrit 
)*  courbe. 

KawTOH,  oé  à  Woolsthope,  en  1643,  mort  en  1737.  Ba  réputation  commença 
par  la  publication  de  son  ArUh^nétique  universeUs,  Son  Traité  d'optique,  ses 
Prinbkpes  maihématiqv£s  de  philosopha  naturelle,  où  il  dévoila  pour  la  première 
fols  le  principe  de  la  gravltat4on  universelle  (1687),  achevèrent  de  l'immorta- 
liser et  lui  valurent  dans  les  sdences  une  renommée  que  nul  n'obtint  Jamais. 

*  Pascal,  géomètre,  philosophe  et  écrivain,  né  à  Glennont-Ferrand  en  1633, 
mort  à  Paris  en  1663,  donna  dès  l'Age  le  plus  tendre  des  preuves  d'un  esprit 
extraordinaire.  Ploslenrs  de  ses  écrits  doivent  à  son  incurie  de  ne  pas  lui  snr- 
Tlvre;  parmi  ceux  qui  nous  restent,  il  faut  olter  VBêêoi  sur  les  ixmiques,  lo 
Trianffle  ariihmiUiius,  rétnde  des  ProprOtés  de  la  eyeUOde,  etc. 
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494.  4«  BoMoe  à  4  branches.  —  Etant  données  deux  droUes  rec- 
tangulaires OX  et  OY  sur  lesquelles  glissent  les  extrémités  cTune 

droite  PQ  de  longueur  constante,  du  point  O  on 
abaisse  une  perpendiculaire  OM  sur  cette  droite. 
Quelle  est  l'équation  du  lieu  du  point  M? 

DésignoDS  la   longueur  constante    PQ   par  2a. 
Prenons  le  point  0  pour  pôle  et  OX  pour  axe 
polaire. 
Dans  les  triangles  rectangles  OMP  et  OPQ,  on  a 

p  =  OPcos<ii    et    0P  =  2a8iûa> 

donc  p  =  2a  sin  (D  cos  (i> 

ou  p  =  asin2(i) 

495.  ^^  Spirale  d^ÀRCHiMÈDB*.  —  Celte  courbe,  étudiée  en  Géo- 
métrie, n<»  877,  est  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  un  point 
fixe  (pôle)  sont  proportionnelles  aux  angles  que  forment  ces  diS" 
tances  avec  une  droite  fixe  (Taxe  polaire). 

Elle  a  pour  équation    p  =  aa).    (Voir  Géom.,  n*  879.) 
La  propriété  caractéristique  de  cette  courbe  est  que  la  sous-normale 
est  constante  et  égale  «u  paramètre  a.  (Voir  Géom.,  n»  881.) 

496.  11  exite  encore  d'autres  spirales;  ce  sont  la  spirale  hyperbo-* 
lique  et  la  spirale  logarithmique. 

La  spirale  hyperbolique  est  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à 
un  point  fixe  sont  inversement  proportionnelles  aux  angles  qu*em^ 
forment  avec  une  droite  fisse. 

Son  équation  est    p==-^.    La  sous-tangente  est  constante. 

La  spirale  logarithmique  est  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à 
un  point  fixe  croissent  en  progression  géométrique  quand  les  angles 


*  ÂJtcRoskDVf  le  plus  grand  géomètre  de  l'antiquité,  né  à  Syracaro  Tsn  287 
av.  J.-C,  mort  en  312.  Jeune  encore,  II  se  rendit  à  Alexandrie  pour  suivre  les  leçons 
d'Euclide.  Il  a  enrichi  la  science  d'une  foule  de  découTertes  et  d'inventions  pré- 
oienaes.  (Test  lui  qui  le  premier  a  déterminé  le  rapport  approché  de  la  dreon- 
férence  à  son  dlamôtre,  la  quadrature  de  la  parabole,  les  propriétés  des  spirales, 
etc.  Lors  du  siège  de  Syracuse  par  les  Romains,  il  dirigea  la  défense,  et  pendant 
trois  ans  sa  science  tint  en  échec  l'armée  de  Marcellus.  Son  génie  ne  put  cepen- 
dant sauver  sa  patrie,  et  les  Romains  s'emparèrent  de  la  ville  par  surpilae. 
Ârchimède  était  alors  si  absorbé  dans  la  recherche  d'un  problème  de  géométrie, 
qu'il  n'eut  aucune  connaissance  de  ce  qui  se  pa«iait.  Un  soldat  l'ayant  sommé 
de  le  suivre,  Archimède  lui  demanda  le  temps  de  finir  son  opération,  mais  le 
soldat,  impatienté,  le  perça  de  son  épée. 

Bdcudi,  célèbre  géomètre,  se  forma  &  l'école  de  Platon.  A  la  demande  de 
Ptolémée  l*',  il  quitta  la  Grèce,  b4  patrie,  pour  ouvrir  à  Alexandrie  une  école 
de  mathématiques.  Parmi  les  ouvrages  qui  nous  sont  parvenus,  il  faut  citer  ses 
ÈlémantB  dâ  Géométrie,  dont  treise  Uvres  ont  été  conservés.  Quatre  livrea  sor 
les  sectUms  «miqwa  et  trois  sur  les  porismea  ont  été  totalement  perdus. 
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qu'elles  formenl  avec  une  droite  fixe  croissent  en  progression  aritk- 
métique. 

Elle  a  pour  équation  p=e"'^  ou  p  =  a«**^.  L'élude  complète 
des  propriétés  des  spirales  sort  des  éléments. 

497.  Conttmotion  d'an  lien  représenté  par  nne  fonction  trigonométri^pi*. 

—  Les  exemples  qui  précèdent  montrent  qu*il  est  facile  d^obtenir  Té- 
quation  de  certains  lieux  géométriques  en  coordonnées  polaires. 
Cette  équation  trouvée,  il  est  nécessaire  de  savoir  tracer  la  figure 
qu*elle  représente.  Pour  y  parvenir,  on  peut  se  conformer  aux  indi- 
cations suivantes  : 

i«  L'inspection  de  Téquation  permet  de  reconnaître  si  elle  repré- 
sente une  droite  ou  un  cercle;  dans  ces  deux  cas,  elle  donne  en  m6me 
temps  tous  les  éléments  nécessaires  pour  le  tracé  du  lieu.  11  en  est  en- 
core de  même  lorsque  Téquation  représente  une  conique;  c*est  Texcen- 

2 
tricité  e  qui  en  détermine  la  nature.  Ainsi,  Téquation  P  =  ttet^^ — 

représente  une  hyperbole,  parce  que  e=3,  quantité  plus  grande 
que  1.  Pour  avoir  les  axes,  il  suffit  de  résoudre 

p  =  J^  =  2    et    e=4=3 
^       a  a 

d*où  6«  =  2a,    c  =  3a    ou    c«  =  9a« 

et  comme  t^^h^^a^ 

\  .       t/2 

OD  en  tire  ^~T    ®*    """IT 

o 
De  môme,  Féquation    pss-,-^ représente  une  parabole  dont 

le  paramètre    p  =  2^ 

Pour  reconnaître  la  nature  d'une  conique,  il  est  parfois  nécessaire 
de  transformer  quelque  peu  Téqualion  qui  la  représente,  afin  que  le 
terme  constant  du  dénominateur  soit  égal  à  1.  Ainsi,  étant  donné 

réquation    p  = ,    on    divise   préalablement   les   deux 

^  "^       ces  a  —  ces  (D  '  ^ 

termes  de  la  fraction  qui  constitue  le  second  membre  par  cosa;  on 
voit  alors  que  e  =  — ~  >  1 ,  et  Ton  conclut  que  l'équation  re- 
présente une  hyperbole. 

2»  Si  réquation  à  construire  ne  se  rapporte  pas  à  un  type  connu, 
il  faut  donner  à  <•)  des  valeurs  successives  et  en  déduire  les  valeurs 
correspondantes  de  p  ;  on  a  ainsi  les  coordonnées  de  différents  points 
que  Ton  réunit  par  un  trait  continu.  Si  Téquation  est  de  la  forme 
p  =  /•(  w  )  +  constante ,  il  faut  d*abord  tracer  le  cercle  p  =  constante 
et  porter  sur  les  rayons  vecteurs  en  deçà  ou  au  delà  du  cercle,  suivant 
le  signe,  une  valeur  égale  à  celle  que  prend  /*(&>)  pour  la  valeur  de 
(o  considérée. 

Digitized  by  LjOOglC 


356  COMPLÉMBKTS  DE  TRIGONOMéTRlB 

Il  en  est  de  même  quand  le  second  membre  de  réqaation  p  =  /*(  c# } 
n*a  qu*un  terme  :  on  construit  préalablement  le  cercle  trigonomé— 

trique.  Par  exemple,    p  =  tgo),    p  =  sin2<i>,    p  =  cos-^,    etc.  Lea 

exemples  qui  vont  suivre  éclaireront  ces  indications  générales. 

3<»  11  importe  d*examiner  si  la  courbe  a  des  axes  de  symétrie,  parce 
que,  dans  ce  cas,  on  restreint  les  limites  entre  lesquelles  il  faut  faire 
varier  o).  Or,  1*  une  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  po- 
laire, lorsque  son  équation  n'est  pas  modifiée  par  le  changement  de 
a>  en  — o>,  ou  par  les  changements  simultanés  de  p  en  — p  et  de  « 
en  7c— a>.  Par  exemple,  quand  Téquation  ne  renferme  que  cos  tù,  2»  Une 
courbe  est  symétrique  par  rapport  à  la  perpendiculaire  menée  par  le 
pôle  à  Taxe  polaire,  quand  elle  n*est  pas  modifiée  par  le  changement 
de  (D  en  tc^w,  ou  par  les  changements  simultanés  de  p  en  — p  et 
de  a>  en  27c  —  a>;  par  exemple,  quand  elle  ne  renferme  que  sin  w. 

4*  Si  pour  une  certaine  valeur  a>  =  a,  p  devient  nul,  la  courbe 
est  tangente  au  pôle  à  la  droite  a>  =  a.  Si  à  une  valeur  de  &>  cor- 
respondent deux  valeurs  de  p  égales  et  de  signes  contraires,  le  pôle 
est  un  centre.  11  en  est  de  même  quand  Téquation  ne  change  pas , 
en  remplaçant  <a  par  tù  +  iz.  Enfin,  si  pour  des  valeurs  de  a>,  p  de- 
vient infini,  il  convient  d'examiner  si  la  courbe  a  des  (uymp(ote$;  leur 
tracé  aide  singulièrement  à  celui  de  la  courbe. 

498.  Dm  asymptotM.  —  Si  deux  courbes  ont  deux  branches  infinies 
qui  vont  en  se  rapprochant  sans  jamais  se  rencontrer,  ces  courbée 
sont  asymptotes  Tune  de  Tautre.  Dans  les  éléments,  on  ne  s'occupe 
que  des  asymptotes  rectilignes;  ce  sont  des  droUe$  qui  s'approchent 
indéfiniment  d'une  courbe  sans  pouvoir  l'atteindre. 

i^       Soit  M  un  point  d'une  branche  de  courbe 

ayant  AL  pour  asymptote.  Remarquons  que  la 

droite  menée  par  le  pôle  parallèlement  à  cette 

asymptote  est  la  limite  des  rayons  vecteurs  OM, 

quand  le  point  M  s'éloigne  indéfiniment  sur  la 

courbe.  A  la  limite,  la  perpendiculaire  MP 

abaissée  du  point  M  sur  la  direction  asympto- 

lique  égale  OE.  Appelons  5  cette  distance, 

p  le  rayon  vecteur  OM,  et  a,  a ,  a",  ...  les  va- 

( Joignez  MP.)  jeurs  finies  de  l'amplitude  a>  qui  rendent  le 

rayon  vecteur  infini.  Les  directions  des  asymptotes  seront  a,  a',  a",  ... 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  déterminer  leur  distance  au  pôle. 

Or  MP  =  psin((i)  — a) 

donc,  en  passant  à  la  limite, 

d  =  lim.  psin((i>  —  a)    pour    a>  =  a 
Cette  limite  peut  se  mettre  sous  une  forme  très  simple,  car  on  peut 

écrire  a  =  lim.psin(a>  — tt)==lim.  »»p(^"-«) 
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rinverse  —  est  une  fonction  de  cd,  que  Ton  peut  déduire  de  Téquation 
de  la  courbe;  si  on  la  désigne  par  ^(a>),  on  aura 

et  pour  avoir  la  vraie  valeur  b>  =  a,  on  prend,  d'après  la  règle  do 
THopiTAL,  le  quotient  des  dérivées,  ce  qui  donne 

0  = jn — r ou    S  =  ±  -pT — - 

499.  Règle  pratiqtAe.  1°  Chercher  les  valeurs  spéciales  de  a>,  telles 
que  a,  a',  ...,  qui  rendent  p  infini.  2»  Adopter  une  de  ces  valeurs, 

a  par  exemple,  et  chercher  la  dérivée  de  (— ),  considérée  comme 

fonction  de  o>,  en  y  remplaçant  ta  par  a.  3»  Prendre  Tinverse  de 
cette  dérivée,  et  on  a  S. 

500.  Ordinairement,  la  valeur  de  p  se  présente  sous  la  forme  ps^^^; 
le  dénominateur  8*annulant  pour   a>  =  a   tandis  que  le  numérateur 

reste  fini,  la  dérivée  de  —  se  réduit  à   C)°^l  pour  u  =  a.  On  a  donc 

p  r(a)  ^ 

5=-Li^,  c'est-à-dire  que  la  dislance  polaire  de  Tasymptote  égale 


U  numérateur  de  la  fonction,  divisé  par  la  dérivée  du  dénominateur 
où  l'on  remplace  o>  par  oc. 


Représentation  graphique  de  quelques  équations  polaires. 


501.  1**  Construire  la  courbe  représentée  par  Véquation    p 

L'équation  reste  la  même  quand  on  change  a>  en  —  (i>  et  en 
donc  Taxe  polaire  et  la  perpendiculaire  à  celte  droite  menée  par 
sont  des  axes  de  symétrie.  11  suffit  de  donner  à  a> 
des  valeurs  croissantes  de  0  à  90o. 

Pour   a>=0,    p=:0;   la  courbe  est  tangente  au 
pôle  à  Taxe  polaire. 

Cl)  croissant,  il  en  est  de  même  de  p. 

Pour  o)=30»,    p  =  -— - 

»  10  =  45»,    p  =  1 

m  w  =  90«,    p  =  00 

c'est  une  direction  asymplotique,  et  la  valeur  cor- 
respondante 2  =  1. 


=  tgw. 

ir  —  w; 
le  polo 
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S02.  2«  Construire  la  courbe  qui  a  pour  équation    p  =  cos  -^ . 

Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  é 
Faxe  polaire. 
Pour    w=0,  p  =  l 

(a  croissant,    p  décroît 


P  =  ^v/5 


Pour    «i>=60>, 

(ù  croissant,    p  décroît 

10  =  180-,        p=0 

la  courbe  est  tangente  au  pôle  à  Taxe  polaire.  Il  y  a  symétrie  par 
rapport  à  la  perpendiculaire  à  Taxe  polaire. 


803.  3»  Construire  l'équation    p  : 


'\^ 


Le  radical  ayant  un  double  signe,  à 
chaque  valeur  de  ta  correspondent  deux  va- 
leurs de  p  égales  el  de  signes  contraires. 
Le  pôle  est  un  centre. 

Pour    <i)=0,    p=0. 
une  tangente. 

tù  croissant, 
aj=:90<», 


L*axe  polaire  est 


p  croît 
p  =  1 


o>  croissant,    p  croît 
a)  =  180«,       .  p  =  oC 

direction  asymptolique  à  laquelle  correspond    8=0;    Taxe  polaire 
est  asymptote. 

ISM,  ^^  Construire  V équation  p  =  l±:v^i  —  sinu).   (École  Centrale, 
examens  oraux,  1867.) 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  la  perpendiculaire  à  Taxe 
polaire  menée  par  le  pôle.  p  =  1  est  un 
cercle  auxiliaire;  les  valeurs  du  radical 
se  portent  sur  les  rayons  à  partir  de  ce 
cercle.  Ces  valeurs  sont  : 

ci)  =  0,    croissant,    30«,    90» 

p  =  l,    décroît,    -2-/2,      0 

Si  (i>  est  négatif,  p  croît 

Pour    0)  =  — 90o,    p  =  /5 
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505.  La  méthode  de  recherche  des  lieux  géométriques  par  l^emploi 
des  coordonnées  polaires  est  très  simple,  mais  elle  suppose  une  cer^ 
taine  habitude.  C'est  pourquoi  nous  ne  remploierons  que  dans  un 
petit  nombre  de  questions ,  soit  dans  des  cas  extrêmement  faciles,  soit 
quand  il  deviendra  indispensable  d*y  recourir. 

Exemples  de  reoherohe  des  Ueiuc  géométrique*. 

506.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  M,  tels  que  si  l'on  mène 
de  chacun  d'eux  la  tangente  Ml  à  une  circonférence  ayant  le  point  0 
pour  centre,  Vangle  OMT  soit  égal  a  30«?  (Sorbonne,  26  juillet  1880.) 

On  a  immédiatement       B  =  OM  sin  30« 

d'où  0M  =  2R 

Le  lieu  est  une  circooférence  ayant  le  point  0  pour  centre  et  un 
rayon  double  de  celui  de  la  circonférence  donnée. 
En  général,  a  étant  l'angle  donné,  on  a 
R==OMsina 

d'où  0M  =  -^ 

Bina 

507.  Quel  est  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'un  cercle  qui  partent 
d'un  même  point  de  la  drconférencef 

Si  l'on  prend  ce  point  pour  pôle ,  le  cercle  aura  pour  équation 
p  =  2rcos(a)  — a) 

Les  rayons  vecteurs  des  points  milieux  des  cordes  ont  une  valeur 
moitié  de  celle  des  rayons  vecteurs  des  points  du  cercle;  donc  l'équa- 
tion du  lieu  est 

p  =  rcos((i)  — a) 

c'est  un  cercle  dont  le  diamètre  est  le  rayon  r  du  cercle  donné.  (Voir 
Exerc.  de  Qéom,,  n»  80.) 

508.  Quel  est  le  lieu  du  sommet  A  d'un  triangle  dont  la  base  BG  =«  a 
est  constante,  et  dont  la  surface  égale  ceUe  du  triangle  équilatéral 
construit  sur  le  côté  variable  AG  =  b? 

En  prenant  la  base  pour  axe  polaire  et  le  point  G  pour  pôle,  les 
coordonnées  du  point  A  sont  h  et  G. 

La  surface  du  triangle  est  -n^  a6  sin  G ,  sa  valeur  doit  être  égale  à 
^V^;   donc 

6  =  -K-av^BinG 

C'est  l'équation  d'un  cercle  tangent  au  pôle  à  l'axe  polaire  et  dont 
le  diamètre  égale   -7  ay/S. 
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509.  Par  un  point  fixe  0,  on  mène  à  un  cercle  de$  eécanles  OPP' 
et  Von  prend,  à  partir  de  ce  point,  la  moyenne  arithmétique  OM 
entre  U$  distances  OP  et  OP'.  Quel  est  le  lieu  du  point  M? 

En  prenant  le  point  0  pour  pôle  et  la  droite  OC=:d  qui  joint  ce 
point  au  centre  pour  axe  polaire,  Téquation 
du  cercle  est 

p*  +  d*  —  2dp  C08  »  =  r* 

ou  p«  — 2dpc08a)4-cP— r*=0 

Les  racines  de  cette  équation  sont  OP  et  OP'; 

donc         -i(OP  +  OP')=dco8<o 

donc  OM  ou       pesdcosoi 

Le  lieu  cherché  est  donc  le  cercle  décrit  sur  OC  comme  diamètre 
(ce  que  Ton  voit  immédiatement  par  la  Géométrie,  Tangle  OMC 
étant  droit). 

Remarque.  Les  racines  OP  et  OP'  peuvent  devenir  imaginaires, 
mais  p  resle  réel  pour  toute  valeur  de  co. 

510.  On  donne  deux  parallèles;  par  un  point  0  de  la  première 
on  mène  une  sécante  quelconque  OB  jusqu'à  la  rencontre  de  Ut 
deuxième  parallèle;  on  élève  ensuite  BC  perpendiculaire  à  OB.  Au 
point  G,  oti  ^  perpendiculaire  rencontre  la  première  parallèle,  on 
fait  un  angle  OGM  double  de  BOC,  et  du  point  fixe  0  on  abaisse  OM 
perpendiculaire  sur  CM.  Trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  M. 
(  Goncours  général.  ) 

Srit  a  la  dislance  des  parallèles;  désignons 
par  a  Tangle  de  la  sécante  avec  la  première 
parallèle. 

Ou  a  0M  =  0Csin2a 

OB 


0G  =  - 


et    OB: 


donc 


0C  =  - 


sina 
2a 


par  suite, 


Bin  acosa 
0M  =  2a 


8m2a 


Le  lieu  cherché  est  donc  le  cercle  décrit  du  point  0  avec  un  rayon 
double  de  la  distance  des  parallèles. 


511.  Un  triangle  ABC  de  grandeur  variable  se  meut  autour  d'un 
de  ses  sommets  fixe  A,  de  telle  sorte  qu'en  demeurant  toujours  Mm- 
blable  à  lui-même,  le  sommet  B  reste  sur  une  droite  donnée  BL. 
Trouver  le  lieu  décHl  par  le  troisième  fommet  C. 
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Prenons  le  sommet  fixe  pour  pôle,  et  pour  axe  polaire  la  perpendi- 
culaire AL=d  menée  de  ce  point  à  la  droite 
donnée.  Appelons  p  et  a>  les  coordonnées  du 
sommet  C. 

Le  triangle  ABC  demeurant  semblable  à 

lui-même,  le  rapport  -j^  de  deux  côtés  reste 

constant;  soit  m  ce  rapport. 
On  a  dans  le  triangle  ABL 

AL  =  ABcos(a>  — A) 
qu'on  peut  écrire 

d=m.ACcos(«— A) 

ou  encore     —  =  pco8(»  —  A) 
fîi      "^       ^  ' 

Celte  relation  détermine  pour  le  lieu  cherché  une  droite  située  à  une 

dislance  p  =  —   du  point  A,  et  faisant  avec  la  ligne  donnée  BL 

un  angle  égal  à  A.  (Voir  Exerc,  de  Qéom,,  n*  1125.) 

512.  Elant  donné  un  losange  ABCD  fomU  de  deux  triangles  équi- 
latéraux,  par  un  sommet  D,  on  mène  une  transversale  mobile  qui 
coupe  les  côtés  de  VangU  opposé  KenZet  F,  puw  on  tire  les  droites 
BE  et  CF.  Chercher  le  lieu  du  point  M  de  rencontre  de  ces  droites 
(  Concours  général ,  1866.) 

Soit  a  le  côté  du  losange.  Appelons  x  Tangle 
ADF,  y  rangle  BCF  et  z  Tangle  CBE. 
On  a  dans  les  triangles  BDF  et  BCF 

BF~  <»8in(g  — 30*)  __       asiny 

sin(a?-h30»)         8in(60o  — y) 


d'où 


d'où 


siny         ^  sin(jg  — 30») 
sin(eO»  — y)         sin(a;  +  30) 

«g  30»       _    tgg? 
Ig(a0o  — y)       tgJU» 


tg(30-y)  = 


1 
3tga? 


On  trouvera  de  même,  à  Taide  des  triangles  BCC  et  CDE, 

1 


donc 


tg(30>-»)=. 
30»  — y  =  «  — 30»     01 


3tga? 

y  +  «  =  60» 

Donc  Tangle  M  =  120»  et  le  point  M  appartient  à  la  circonférence 
circonscrite  à  ABC. 


513.  Trouver  le  lieu  du  sommet  A  d'un  triangle  dont  la  base  BC 
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est  fixe  et  dans  lequel  !<>  le  produit  tg  -s-  B  tg  -^j-  C  est  consiani;  2*  U 

i  i 

quotient  de  ig-^B  par  ig-^C  est  constant, 

!•  Soit  m  le  produit  constant. 

On  a       ig^Big^C=^^  =  m;     d'où    P=  j~; 
a  +  b  +  c  _      g      _  64-c 

^"  — 2 T^^-JTUi: 

d'où  6  +  c=a|±^  =C'o. 

Ainsi,  la  somme  des  distances  du  sommet  A  aux  deux  points  fixes 
B  et  G  est  constante;  le  lieu  de  ce  sommet  est  donc  une  ellipse  ayant 

B  et  G  pour  foyers  et  dont  le  grand  axe  est    a  .  2]      • 

Le  produit  m  ne  peut  être  négatif,  à  cauie  de  la  relation  p  =   _^    ; 

il  ne  peut  être  plus  grand  que  i  ;  donc  le  grand  axe  sera  toujours 
supérieur  à  la  dislance  focale  et  Tellipse  toujours  possible. 

2»  Si  Ton  a  — ^ —  =  J2^=  m 


on  en  déduit 


^=m-i       et       -p^  =  m  +  1 


d'où  p  —  6  = 


b  —  e  a 


m  — 1        m-hl 

d'où  6~c  =  a^7|  =  G'*. 

m  +  1 

Dans  ce  cas,  la  différence  des  distances  du  sommet  A  aux  deux 
points  fixes  B  et  G  est  constante;  le  lieu  de  ce  sommet  est  une  hyper- 
bole ayant  B  et  G  pour  foyers  et  dont  Taxe  transyerse  est  a  ^TI'* 

51/i.  Trouver  le  lieu  du  sommet  A  d*un  triangle  dont  la  base  BC 
est  fixe  et  dans  lequel  on  a 

cos  A  =  tn  cos  B  cos  G. 
!  \'  La  relation  donnée  peut  s'écrire 

—  cos  (  B  +  G  )  =  m  cos  B  cos  G 
ou,  en  développant  et  réduisant, 

sin  B  sin  G  =  ( m  4- 1  )  cos  B  cos  G 
ou  ^tgBtgC  =  m  +  l 
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donc 


AH« 


BtixCH  -*^  +  * 


Décrivons  sur  BC  une  demi -circonférence  qui  rencontre  AH  en  A'; 
comme  on  a    BHXCH  =  A'H*,    la  relation  précédente  revient  à 

-^ML=ni-f1      ou     -^  =  /;ïrfT=Cf. 
A'H«  ÂTT 

AH 

Le  rapport  j-rrr  étant  constant  et  le  point  A'  décrivant  la  circon- 
férence BC,  le  lieu  du  point  A  est  une  eUipse  ayant  BC  pour  l'un 
des  axes. 

L'autre  axe  x  se  détermine  facilement,  car  on  doit  avoir 

-jSr=/m+T;      donc     aî  =  BC/m"+T 

515.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  un  point  quelconque  M  d'une  droite 
dont  deux  pointa  donné»  A  et  B  glissent  sur  deux  droites  rectan- 
gulaires fixes  Ox  el  Oy  f 

Appelons  a  el  6  les  distances  du  point  M  aux 
deux  points  A  et  B. 

Soient  as  et  y  les  coordonnées  du  point  M  par 
rapport  aux  droites  rectangulaires  prises  pour 
axes,  et  9  Tangle  variable  de  la  droite  AB 
avec  Ox, 

On  a      a=acos9    et    ysfrsinç 

X 

008©  =  —- 


d'où 


sinç: 


ï 


Si  Ton  additionne  ces  deux  équations  après  les  avoir  élevées  au  carré, 
Tangle  9  sera  éliminé,  et  Ton  aura 

a*  ^  6«       ^ 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  et  &, 
comme  on  Ta  vu  en  Géométrie  (n»  643). 
ÉteDdons  cette  question  à  la  Géométrie  dans  Tespace. 


516.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  un  point  M  d*une  droite  dont  trois 
points  donnés  A,  B,  G  glissent  sur  trois  plans  rectangulaires  fixes  f 
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Soit  la  droite  ABC  qui  se  meut  de  ma- 
nière que  le  point  A  reste  dans  le  plan  ys, 
le  point  B  dèns  le  plan  xz  et  le  point  C 
dans  le  plan  xy. 

Appelons  a,b,c  les  distances  respectives 
du  point  M  aux  trois  points  A,  B,  C,  et 
a,  ^,  y  les  angles  de  la  droite  avec  les 
axes. 

Soient  x,  y,9\GB  coordonnées  du  point  M. 
"\c.  Si  Ton  projette  les  longueurs  a,  b,  e  res- 
pectivement sur  les  axes,  on  aura,  comme 
précédemment, 

a?  =  acosa,      î/  =  6cosp      et     x  =  cco8y 

X 

cos  a  =  -— 


/Çk 


cos 


p=f 


C08Y=  ^ 

En  ajoutant  ces  équations  après  les  avoir  élevées  au  carré,  on  a 

Le  lieu  cherché  est  un  ellipsoïde  dont  les  demi -axes  sont  a,  6,c. 
(Oéom.,  859.) 

517.  Cherchons  encore  le  lieu  décrit  par  un  point  M  d'une  droite 
dont  deux  poind  donnés  A  et  B  glissent  sur  deux  droites  fixes  D  et 
D'  non  situés  dans  le  même  plan. 

Soit  00'  la  plus  courte  dislance  des  droites 
directrices.  Celle  ligne  a  une  longueur  constante 
et  elle  est  la  projection  de  AB  dont  la  longueur 
est  aussi  constante;  par  conséquent,  Tangle  de 
AB  avec  00'  est  lui-même  constant. 

Projetons  M  en  m.  La  longueur  Om  sera 
constante;  donc  le  point  m  est  fixe.  Si  par  ce 
point  on  mène  des  parallèles  mfi  et  ml'  aux 
droites  D  et  D',  le  plan  de  ces  lignes  sera  per« 
pendiculaire  sur  00'. 
Enan  si  Ton  projette  les  points  A  et  B  sur  ce  plan,  en  a,  b,  la 
droite  AB  fait  avec  le  plan  des  parallèles  un  angle  constant,  complé- 
mentaire de  celui  quVlle  fait  avec  00';  sa  projection  ab  est  doac 
constante  et  elle  passe  évidemment  par  le  point  M.  Donc  le  lieu 
cherché  est  celui  que  décrit  un  point  M  d*une  droite  ah  de  longueur 
constante  dont  les  extrémités  glissent  sur  les  deux  côtés  d*un  angle, 
et  Ton  sait  [Exerc.  de  Géom.,  n«  2160,  coroll.)  que  ce  lieu  est  une 
ellipse, 
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518.  Par  deux  points  fixes  A  el  B  pris  sur  deux  droites  rectangu- 
laires, on  mène  des  perpendiculaires  à  une  sécante  mobile  OC  paS' 
êant  par  le  sommet  de  l'angle  droit.  Quel  est  !•  le  lieu  du  point  M 
milieu  de  PQ,  dislance  des  pieds  des  perpendiculaires;  2«  le  lieu  du 

point  M  tel  que  Von  ait    OM*  =  OP.OQ?     (École  polytechnique, 
i847eH849.) 

Soient  OA  =  a,  0B  =  6. 

Prenons  le  point  0  pour  pôle  et  OA  pour 
axe  polaire;  en  désignant  par  p  et  (d  les 
coordonnées  du  point  M ,  on  a 

OQ  =  a  cos  w 
et  OP=68inw 

Donc  io  OM  ou  p=:  ^^^"  +  ^^''°^ 
équation  d'un  cercle. 
En  effet,  on  peut  écrire     2p  =  a  ( cos  w  +  — -  sin  co  ) 


ou,  en  posant  —  =  tga 

2p  =  a(cosw-f  ■^^5JLgina>)  = 
^         ^  cosa  ' 


ou  enfin 


cosa 
a 


COSQC 

cos((D  — a) 


{ cos  M  cos  a  +  sin  w  sin  a  )  = 


2<>  OM'      ou      p*=a6sina>co8(i> 

Ce  sont  les  deux  cercles  ayant  pour  équations 

p  :=  a  sin  (i>      et     p  ==  6  cos  &> 
leurs  diamètres  sont    a  et  6. 


519.  On  donne  le  foyer  el  la  directrice  d'une  ellipse  d'excentricité 
variable.  Par  le  foyet^,  on  mène  une  droite  dont  l'angle  avec  la  direc- 
trice a  pour  sinus  l'excentricité.  Quel  est  le  lieu  des  points  d'intersec- 
iion  de  celte  droite  avec  l'ellipse  variable?  Construction  de  ce  lieu. 
(Ecole  centrale,  2«  session  de  1867.) 

Prenons  le  foyer  donné  F  pour  pôle,  et  la 
perpendiculaire  FD  =  d  menée  de  ce  point 
à  la  directrice  pour  axe  polaire. 

L'équation  de  Tellipse  est  p  =  i  .   ^ 

et  celle  de  PL  est 


Or       p  = 


6« 


et 


donc    6>=cd    et 


6« 
a 


p  =  ^d  =  ed 

'^       a 
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Eu  remplaçant  p  par  ed  et  e  par  coso»,  oo  a  pour  le  iiea  cherché 

d  C08  (I) 

P  '^  1  -f  cos«<ô 

Construisons  le  lieu  représenté  par  cette  équation  ;  il  est  symétrique 

par  rapport  à  Taxe  polaire  : 

pour      w  =  0,        a>=30<»,  to)  =  45<»,        a>  =  60,        œ  =  90» 

d  2v/3"  .  /2  .  d 

on  a      p^-g-,     p  =  — ^~rf,    p  =  -^a*    P^y»        P=" 

C'est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  -^  ;  le  pôle  est  sur  la  courbe. 

520w  Owe/  ««f  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  le  même 
sommet  Â  et  un  point  commun  M  ? 

Prenons  le  sommet  A  pour  pôle  et  la  droite 
AM  =  a  pour  axe  polaire. 

Si  Ton  mène  par  le  point  A  une  droite  quel- 
conque AP,  on  pourra  considérer  cette  ligne 
comme  l'axe  d'une  des  paraboles  ;  pour  trouver 
— — ^**      le  foyer  correspondant,  abaissons  MP  perpen- 
diculaire sur  l'axe,  prenons  AP'i  =  AP,   la 
droite  P|M  sera  la  tangente  en  M  ;  donc  AT 
perpendiculaire  à  AP  est  la  tangente  au  som- 
met, et  T  est  la  projection  tlu  foyer  sur  PiM, 
par  suite  F  est  le  foyer  cherché. 
En  appelant  p  et  (d  les  coordonnées  du  point  F,  on  a 
MP*     bu      v*  =  2paî  =  4p.PA 
Or                        MP  =  asin(i>      et      PA  =  acosa) 
donc                                a*sinS(i>  =  4pacosfa> 
a     sin^t 

^        X  *    COS  fa 


ou 


C'est  une  dssouie. 


Direction  asymplotique  pour  a)=90«  et  distance  polaire  8  =  -r* 

521.  Quel  est  le  lieu  des  sommets  des  hyperboles  qui  ont  un  foyer 
commun  F  et  une  asymptote  commune  DD*? 

Prenons  le  foyer  pour  pôle  et  la  perpendicu- 
laire menée  de  ce  point  sur  l'asymptote  pour  axe 
polaire. 

Si  par  le  point  F  on  mène  une  droite  quel- 
conque FD'y  celte  ligne  peut  être  considérée  comme 
l'axe  transverse  d'une  des  hyperboles;  on  aura  le 
sommet  correspondant  en  portant  DD'  de  D' en  A. 

En  appelant  p  et  a>  les  coordonnées  du  point  A, 
on  a 

p=:AF  =  FD'-DD' 
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Mais  on  sait  que  la  perpendiculaire  FD  menée  du  foyer  sur  Ta- 
symptote  égale  Taxe  imaginaire  6;  de  plus, 

^        et    DD'=6tgw 


FD'= 


donc 


COS(i> 


-  6  tg  CA.    C'est  une  $lrophoïde. 
Direction  asymplotique    6)  =  90«»;    distance  polaire    «  =—26. 

522.  ÉianI  donné  un  cercle  et  un  point  fL^  Â ,  on  abaiêse  de  ce 
point  une  perpendiculaire  sur  toutes  les  lan^ntes  au  cercle;  quel  est 
le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires  9 

Supposons  le  point  A  exlérieur  au  cercle 
donné  B. 

Soit  CM  une  tangente  quelconque  et  AM  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  la 
tangente. 

En  appelant  a  le  rayon  du  cercle,  b  la  dis- 
tance  AB,  et  p  et  &>  les  coordonnées  du  point 
M,  on  a 

AD  =  ABco8(ii 

mais  AD  =  AM  — DM  =  p  — a 

donc  p  =  a -f- 6  coso). 

Ce  lieu  est  un  limaçon;  ce  que  Ton  reconnaît  sans  peine,  car 
l'angle  D  étant  droit,  le  lieu  du  point  D  est  le  cercle  décrit  sur  AB 
comme  diamètre.  On  obtient  donc  le  point  M  en  prolongeant  AD 
d'une  quantité  constante  DM=:a.  (No  493.) 

En  général,  si  au  lieu  d*un  cercle  on  donne  une  courbe  quel- 
conque, et  que  d'un  point  Ûxe  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
toutes  les  tangentes  à  cette  courbe,  le  lieu  des  pieds  est  une  courbe 
qu'on  nomme  podaire.  Le  limaçon  est  la  podaire  du  cercle. 

523.  Quel  est  le  lieu  du  milieu  de  la  portion  de  tangente  à  un  cercle 
de  rayon  a  comprise  entre  deux  diamètres  rectangulaires  f 

Prenons  le  point  0  pour  pôle  et  Tun  des 
diamètres  OA  pour  axe  polaire. 

Soient  p  et  (o  les  coordonnées  d'un  point  M 
du  lieu.  Le  triangle  rectangle  MON  donne 

a=  p  sin  OMN  =  p  sin  0MB 

mais  0MB  exlérieur  au  triangle  isocèle  OMA 
égale  2(1);  donc 

a  =  p  sin  2a> 


d'où 


p—.    ■   n- •       Courbe  symétrique 

par  rapport  aux  deux  diamètres. 
11  y  a  quatre  asymptotes       $^=db- 


a 


C  Venet  le  njon  ON  mi  point 
d«  oonUot  do  AB  «too  U 
o«r«l4j.) 
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524.  On  a  deux  cerclée  égaux  tangente  en  un  point  A  :  fi  Von  fait 
rouler  Vun  d'eux  sur  Vautre  $ans  glieêement,  quel  sera  le  lieu  décrit 
par  le  point  A  ? 

Soit  M  le  point  de  contact  des  deux  cercles 
à  un  instant  quelconque.  Appelons  p  et  a>  les 
coordonnées  du  point  mobile  A'. 
La  ligne  des  centres  est  parallèle  à  AA';  donc 


r^ie 


mais 


AMI  =  -|-0  = 
AI  =  AMsin|- 


1 


et     p=2Al 


donc     p  =  4rsin*-S-    ou    p=2r(l— cosw) 

Cette  courbe  est  une  épicycloïde,  cas  particulier  du  limaçon.  (Voir 
Oéom.,  m  892.) 

Au  lieu  de  deux  cercles,  si  Ton  prenait  deux  paraboles  égales  tan- 
gentes en  leur  sommet,  le  lieu  décrit  par  le  sommet  de  Tune  roulant 

sur  l'autre  serait  une  ciseoïde  ayant  pour  équation   p  =P  -^-^  • 


§  4.  »  Problèmes  de  Géométrie  plane. 


525.  On  donne  deux  circonférences  sécantes  dont  les  rayons  sont 
R  et  T  et  la  distance  des  centres  d.  Calculer  la  corde  commune,  (Sor- 
bonne,  !•'  mai  1883.) 

Soit  2x  la  corde,  et  oc  Tangle  de  R  avec  la  ligne  des  centres. 
»=Rsina;  or  r«=R«  +  rf*  — 2dRcosa,  d*où  cos ot  = -5!:^^ti?! 
Cette  valeur,  substituée  dans  la  relation  précédente,  donne 


526«  Deux  cercles  de  rayon  a  et  b  se  coupent  sous  un  angle  a. 
Calculer  la  longueur  de  leur  corde  com- 
mune. 

Soient  A  et  B  les  centres  des  deux  cercles 
et  C  Tun  de  leurs  points  communs.  L'angle 
des  deux  cercles  est  celui  que  forment  leurs 
tangentes  en  ce  point.  Donc  l'angle  ACB, 
dont  les  côtés  sont  perpendiculaires  à  ceux 
de  Tangle  o,  égale  ic  — a. 

Or        AB«  =  a«+6«--2a6co8(ic  — a)=a«  +  6«H-2a6cosa 
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Si  Ton  désigne  par  x  la  corde  commune,  la  surface  du  triangle 
ABC  sera  ^  x  AB;  or  celte  surface  égale  aussi  ^  afcsin  ACB; 
_      2a6sinACB  _  2a6sin« 


donc 


"AB' 


'  v'a»  -h  6*  +  2  a6  cos  a 


527.  Les  langenles  communes  intérieures  à  deux  cercles  de  rayons 
R  et  r  se  coupent  à  angle  droit.  Calculer  la  surface  du  triangle  formé 
par  ces  lignes  et  la  tangente  commune 
extérieure. 

Les  deux  cercles  donnés  sont  ex-inscrits 
au  triangle  rectangle  ABC; 

donc    R=p  — 6    et    rz=:p~~c    (n*  286.) 

Or  on  a      S  =  (p  — 6)  (p^c) 

donc  S  =  Rr 

528.  Étant  donné  un  cercle  de  rayon  ï{  et  un  point  A  à  une  dis- 
tance d  du  centre,  mener  par  le  point  A  une  sécante  telle  que  la 
somme  des  carrés  des  segments  compris  entre  ce  point  et  les  points 
d*tntersection  avec  la  circonférence  soit  égale  à  un  carré  donné  m*. 
(Saint-Cyr,  1882.) 

Soit  a  Tangle  de  la  sécante  avec  AO. 
Dans  les  triangles  AOB  et  AOC  on  a 

R«=SB*  +  d«  — 2AB.dcosa 

R«  =  ÂG*  +  d«  — 2AC.rfcosa 


ajoutant    2Rs=m*-f2d«— 2(AB  +  AC)dcosa 

Or    AI  =  -^(AB-f  AC)  =  dcosa;    d*où    ABH-AC  =  2</cosa. 

Cette  valeur,  substituée  dans  la  relation  précédente,  donne 
2R«  =  m*-f  2ûP  — 4d«cos«a 

d'où  2cos*a  =  iî^i±^F^ 

m«  — 2R« 


ou 


cos2a  =  2cos*a  — 1  =  - 


■^s»" 


Discussion,  Pour  que  Pangle  2a  existe,  il  faut  que  le  carré  de  son 
cosinus  soit  plus  petit  que  1 ,  ce  qui  donne 

(m«  — 2R«)«-4d«<0 
ou  [m«-2(R»  — d«)][m«  — 2(R«  +  d')]<0 

Donc  m*  doit  être  compris  entre  les  deux  limites 
2(R«-d«)    et    2(R«+rf«) 
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529.  La  $urface  d'un  rectangle  est  p ,  elle  devient  q  quand  PtMngle 
des  diagonales  devient  double  sans  que  ces  diagonales  ehangetU  de 
longueur.  Trouver  la  longueur  des  diagonales  et  l'angle  qu'elles  for^ 
ment.  (Bacc.  Caen,  1879.) 

Soit  X  la  longueur  commune  des  diagonales  et  a  leur  angle. 
La  surface  est  -^  x*  sin  a = p 

4 

L'angle  devenant  double,  la  surface  est  4-a;*sin2a 
ou  a;*8inacoso(  =  9 

En  divisant  cette  seconde  équation  par  la  première,  on  obtient 


d'Où  «„„=0_^=v^i^: 


La  première  devient    ag»=    .^    = 


4p« 


sina       /4p«  —  g* 


d*où  x=  ^     ^P 


530.  En  suivant  le  périmètre  d'un  quadrilatère  ABCD  on  a  divisé 

les  qucUre  côtés  dans  un  même  rapport  donné  ^  et  l'on  a  joint  Us 

points  de  division  consécutifs.  Calculer  la  surface  du  quadrilatère 
obtenu,  en  fonction  de  la  surface  S  du  quadrilatère  donné. 

AE  __  _m  _  BF 
KH         n        TU 

^-â  =       ^_  _    et     ^^  --      ^ 
ÀB       m'-^-n  'ÏÏU'^m  +  n 

surf.  EBF  =  -^  EB .  BF  sin  B  = 

-T2m-hw^^'^^^^^ 
c'est-à-dire 

surf.  EBF  =  .   ^T>,u  surf.  ABC 
Do  même  surf.  DGH  =  ,    ^^   ,  surf.  ADC 

Donc  EBF  4-  DGH  =  >    ^^  ,,  S 

{m  +  n}* 

Pareillement  AEH  -f  CFG = 


{m  +  n)*  ^ 
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Donc  la  somme  des  4  triangles  est  ,_  ,  ^.à  S 

parsuite.       surf.EFGH  =  (l-^,^)s=^^±^  S 

531.  On  donne  les  deux  boêes  m  et  n  d'un  trapèze,  sa  hatUeur  h  et 
l'angle  A  que  forment  les  prolongements  des  côtés  non  parallèles. 
Calculer  la  longueur  de  ces  côtés. 

Application.  m  =  5,  n  =  2,  /i=v/3  et  A  =  60*.  (Sorbonne, 
18  juillet  1879.) 

Les  inconnues  sont  deux  côtés  d'un  triangle  dans  lequel  on  a  la  base 
m  — n  =  a,raDgle  au  sommet  A  et  la  hauteur  h.  (V.  le  probl.  492.  ) 

On  a  2S  =  a/i  =  bc  sin  A  ;      d'où      bc  =  -£—^ 

D'ailleurs     a»  =  6«  +  c*  — 26cco8A  =  (6  +  o)*  — 26c(l +cosA) 

4  ah  cos*  -^  A  m 

d'où        26c(l-l-co8A)= 1 1 =2a/icotg2  A 

2sin  2  Acos  2"  A. 

Donc  a«=(6-f  c)*  — 2a/icotg^  A 

d'où  (6-l-c)«=:=a«4-2a/icotglA 

(6  — c)»  =  a«--2a/itgiA 


d'où        6  =  i^Y/a«  +  2a/»colgiA+t/a«  — 2a/itg-|-A) 
c  =  ^  (Y/a«  +  2a/*colg|A- y/a»- 2aA Ig i  a) 

Application.  La  valeur  du  l»**  radical  est  Sy/îT,  celle  du  2«  est/S; 
donc  6  =  2v/3'  et  o  =  v/3r,  le  triangle  est  rectangle. 

532.  Calculer  la  hauteur  h  d'un  Irapète,  connaissant  les  b  ises 
a  et  b  et  tes  diagonales  a  et  ^.  (Sorbonne,  31  mars  1881.) 

Les  expressions  du  double  de  la  surface  donnent 

{a-{-b)h  =  a^Binl  c.      ^    ^^l> 

^ft  /  ""••  y 

d'où  h=    -T-.-sinl  (1)  /     ..'jf. 

Or  les  triangles  semblables  AIB  et  CID  donnent 
lA  _  IB  _  o 
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d»où  JA_  =  _«      ;         donc         IA=-^ 

a         a  +  6  '  o-Fo 

De  môme  ib  =  -^ 

Mais  le  triangle  AIB  donne 

a«=ÏÂ*  +  ÎB*-.2IA .  IBcos  1 

d'où        coBl=î«±5Ç^-l£±S?  ^««-t-p«--(a.4-6)« 

(a +  6)»" 
d'ailleurs   sin I = v'I— co8M  =  ^^ y'4^?^  —  [««  +  pi  —  (a  +  6 )«]* = 

=  -glp-  /(a4-p  +  a  +  6){a  +  p^a-6)(a  +  6  +  a-p)(a  +  6-a+?) 

Donc 

/i=^^A__  v/(a4-p+a+6J  (a+p-a-6)  (a+ft4-a-.p)(a+6+§-«l 

533.  Calculer  les  diagonales  d*un  trapèse,  connaissant  les  bases 
Si  el  h  et  les  côtés  non  parallèles  c  et  d.  (Bacc.  Dijon,  avril  1883.) 

(  Figure  précédente.) 

Soient    AC  =  c,    BDsei. 

Si  Ton  suppose  une  parallèle  DE  au  côté  AC,  on  aura  BE=:a— 6| 
et  le  triangle  DAE  donnera 

a*  =  6>  +  c*  — 26c  COS9 
mais  DDE  donne 

d*=(a— 6)«  +  c'— 2(a  — 6)cco8ç 
En  éliminant  cosç  entre  ces  deux  relations,  il  vient 

a  —  0 


d'où  -w..  .   ac«-6d« 


-\A+^ 


V 


L'autre  diagonale  peut  s'écrire  immédiatement  par  le  changement  de 
notation  des  côtés  non  parallèles 


,=y/;^T^Ep- 


Ce  résultat  a  été  précédemment  obtenu  par  un  procédé  différant 
(n<»339,  form.  32). 
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On  peut  eneore  se  proposer  de  calculer  la  longueur  l  de  la  droite 
'qui  joint  le$  milieux  de$  deux  bcuee. 

La  Géométrie  donne  (Th.  d'Euler,  Ex,  de  Géom,,  n«  1205.) 

al  4.  pi  4-  c«  +  d« = a«  4-  6«  4-  4i« 
d'où  4(*«=a«+p*  +  <î«  +  rf*  — a«-6« 

MaU  a«4-P*  =  c«  +  rf*4-2a6        (n«»338,31) 

donc  4ii  =  2(c«  +  rf«)  — (a  — 6)« 

ou  encore  4/«=2(a«  + P*)— (a  +  6)«;      d*où,      elc. 

Remctrque,  Dans  le  cas  où  les  diagonales  seraient  rectangulaires, 
on  conclut  de  la  2*  des  formules  (35),  n»  339,  que  a*  =  p*  =  (a  +  6)«; 
alors  la  formule  précédente  donne 

!_  a  +  b 

Donc,  quand  la  diagonales  d'un  trapèse  sont  rectangulaireé ,  le$ 
droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  égalent  la  demi- 
somme  des  hases, 

534.  Un  quadrilaière  est  inscrit  dans  un  demi-cercle;  former  té- 
quation  qui  donne  le  diamètre  1,  connaissant  les  trois  autres  côtés 
a,  b  et  c. 

On  a     BD'=ic>  — c«  =  a«  +  6«  — 2a6cosC 

=  a«4-6«  +  2a6co8A 

=  a*  +  6«  +  2a6.^  «  -.  « 

x 

d'où  »«— (a«  +  6*  +  c«)x  — 2a6c  =  0 

Cetle  équation  n^est  plus  que  du  second  degré,  quand  deux  quel- 
conques des  trois  côlés  a,  b,  c  devienuent  égaux.  Par  exemple,  si 
a  =  6,  le  trinôme  a:'  — (2a«-|-c«)aî  — 2a*c  s'annule  pour  x^  —  c; 
donc  réquation  trouvée  peut  s^écrire 

{x  +  c)  (x«  — «c  — 2a«)=0 

Ce  résultat  peut  se  constater  directement  par  une  autre  méthode. 

Ona  a  +  p  +  Y=^ 

donc 
sina=C08(p  +  T)  =  C08pC0SY— sinpsiny    (1) 


Bina  = 

'  i    1  y 

a 
cos 

,    siDY 

r  ~~-  1 
C^ 

x 

C08Y  = 

\'/ 

r 

Or 

B 

A 

d'où 

P=y/n 

"6i" 

5î' 
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En  substituaDt  ces  valeurs  dans  la  relation  (1) ,  il  vient 

a>  X*  le* 

ou  (aaî  +  6c)«=(>«— 6>)(aî«  — c«) 

Orsi  1<»  c  =  6,  on  a    (aaîH-6«)«=:(aî«  — 6î)« 
ou  x«  — aaî  — 26«  =  0 

si  20  c  =  a,  on  a    a^ (x -{■  h)*  =  (x -{- b)  {x  —  b) (œ^ -- à^) 
ou  a«aî-f  a«6  =  a;3  — 6x«  — û«a7  +  a«6,  et  divisant  par  x 

X*— 6x  — 2a«  =  0 
si  30  a =6,    on  trouve  de  même 

a;*  — ex  — 2a*  =  0 


535.  Une  tangente  en  un  point  M  d*une  parabole  fait  un  angle  a 
avec  k  rayon  vecteur.  Déterminer,  en  fonction  du  paramHre  etde'x: 
1«  la  longueur  de  la  normale,  2<»  la  longueur  de  Vordonnée,  3*  la 
dislance  du  pied  de  l'ordonnée  au  sommet,  4»  le  rayon  vecteur, 
(Bacc.  Poitiers,  1882.) 

1«  Dans  le  triangle  MPN  on  a 
PN  =  MNsina,    et  comme  PN=p 

MN=    .^- 
sina 

2*  Le  même  triangle  donne 

MP  =  PNcotga 

ou  MP=--E- 

Iga 

3*   L'équation  de  la  courbe   y*  =  2px 
donne  x=  |--;    à  cause  de  la  valeur  de  t/  =  MP,  on  a 


AP—    -''-- 
^^-~  2tg«a 


4«  Dans  le  triangle  TMN ,  on  a    sin  a 
d'où 
donc  MF 


MN 


TN=2p 


^  2  8ina 


2  sins  a 


536.  Du  sommet  A  d'une  parabole,  on  mène  une  perpendiculaire 
AB  =  a  sur  la  directrice,  et  par  U  pied  B  une  sécante  BMM',  faisant 
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avec  AB  un  angle  a.  Calculer  le$  dittances  BM  = 
point  B  aujc  points  dHnter$eclion  de  la  sécante 
avec  la  parabole,  Disctission, 

{Sorbonne.  8  juillet  4884.) 

Si  Ton  joint  le  point  M  au  foyer,  la  ligue  MF 
égale  BP  par  définition;  donc  MF  =  rco8a. 

De  plus  BF=2a. 
Mais  le  triangle  BMF  donne 

MF»     ou     r*co8*a  =  r«  +  4a*— 4arcosa 

ou  sin*ar*  —  4aco8or-|-4a*=0 

Le  calcul  de  r'  conduit  à  la  même  équation. 
On  en  tire 


375 
r  et  BM'=r'  du 


2a  C08  g  ±  v/4a*  C08«  g  —  4a«  sin^  g  _  2a  (  cp8  g  zt  y/çôs  2lcy 


8m»g 


siPot 


Disciusion.  La  condition  de  réalité  des  racines  est  co8  2g^0 

c^esl-  à-dire  g  ^  45« 

Si  Ton  a     a<4S«,  l'équation  a  ses  racines  réelles  et  positives,  la 
sécante  coupe  la  courbe  en  deux  points. 

Si  Ton  a     a  =  45%    r=r'=2av^,  la  droite  BM  est  tangente  à  la 
parabole. 

Si  Ton  a    g>45«,    les  racines  sont  imaginaires;  la  droite  ne  ren- 
contre plus  la  courbe. 


537.  Des  foyers  d'une  ellipse  définie  par  son  *grand  axe  2a  et  sa 
distance  focale  2c,  on  abaisse  des  perpendiculaires  FP,  F'P'«t*r  une 
sécante  qui  rencontre  le  grand  axe  au  delà  des  foyers.  On  demande 
de  calculer  les  rayons  vecteurs  du  point  d*intersection  M  situé  entre 
P  et  P'  et  Vangle  de  ces  rayons  vecteurs ,  en  supposant  connues  les 
perpendiculaires  FP  =  f.  F'P'=e  et  leur  dislance  PP'=d. 

Soient  as  et  y  les  rayons  vecteurs, 
Qt  et  p  les  angles  de  ces  rayons  avec  la 
sécante. 

On  a    aî  =  -.— 
smg 

<*«plu8         MP  =  ecolga 

et  MP=^cotgp 


''    '^=iîfe 


Donc 


X_- 


2a 


sm  g       sin  ^ 
ecotgg  +  /'colgp  =  d 
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En  ajoutant  et  retranchant,  il  vient 

2a  +  d=ecotg-|-4-/*colg|-  (3) 

2a-d=elg-|.+/-tg-|-  (4) 

d^où  Ton  déduit,  en  éliminant  tg -ë-   et   cotg-£- 

^2a  +  d-ecolg|-^(2a-d-etg.|-)=/^ 

ou      «(2a  +  d)tg-|-+e(2a-rf)cotg-^  =4a«— d«  +  c« -/^ 

équation  de  la  forme      atgx  +  6cotga;=:c 

On  peut  la  ramener  à  la  forme  a8ina;  +  6cosx=c  (n»135),  et 
Ton  a  réquation 

(4a*— rf»  +  «*— /^)  sin  a  +  2^cos  a =4ae 

EopoMut  «g9=  4<,i_ff  e'-/^  «'> 

on  en  déduit  sin (a  +  9)  =  ^ sin  9  (6) 

Les  deux  formules  (5)  et  (6)  résolvent  le  problème,  car  la  position 
du  point  M  est  déterminée  par  Tangle  a.  D'ailleurs  cet  angle  étant 
connu,  on  a 

sinp  =  -5-X«i?-«~ 
^      2a  sin  a  —  c 

puis  x=-4 —         et         y=    /  ^ 

■^  Bina  ^       8inp 

Enfin  l'angle   M  =  i80  — a  — p. 

L^opération  serait  la  même  si  Ton  demandait  les  rayons  vecteurs 
du  second  point  d'intersection  ;  il  sufûrait  d'écrire  que  la  différence 
des  distances  M'P  et  M'P  égale  d. 

Si  la  sécante  coupait  le  grand  axe  entre  les  foyers,  le  calcul  serait 
encore  identique;  enfin  il  en  serait  de  môme  si  la  différence  des 
rayons  vecteurs  était  2a.  Ce  calcul  donne  donc  la  solution  du  pro- 
blème général  :  Trouver  les  points  d'intersection  d'une  droite  avec  une 
ellipse  ou  une  hyperbole. 

Dans  le  cas  où  Ton  proposerait  de  déterminer  les  points  où  une 
ellipse  est  rencontrée  par  une  sécante  issue  d'un  point  I  du  grand 
axe  sous  un  angle  connu,  on  déterminerait  d'abord  les  quantités 
d,  e,  f;  la  première  est  la  projection  de  la  dislance  focale  2c  sous 
l'angle  connu ,  et  les  deux  autres  un  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle 
rectangle  dont  on  a  l'hypoténuse  et  un  angle  aigu. 
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§  5.  —  Questions  qui  demandent  des  sommations 
de  séries. 

538.  Si  en  parcourant  le  périmèlre  d'un  polygone  régulier  dan» 
un  $en$  délernniné,  on  joint  par  une  droite  chaque  tommet  à  celui 
qui  le  suit  de  deux  rang»,  ce»  droite»  déterminent  pcir  leur»  tntertec- 
tion»  un  »econd  polygone  eemblabU  au  premier.  De  ce  second  poly- 
gone, on  déduit  un  troisième  par  une  conetrtxtion  analogue,  et  ain»i 
de  »uite.  Calculer  la  »omme  de»  »urfaoe»  de»  n  premier»  polygone», 
connai»»ant  l'angle  au  centre  et  la  eurface  du  premier. 

Soient  Pi,  Pj,  P3,...  P»  les  surfaces  des  divers  polygones, 

«"ij  ♦•»i  **8.—  **»   leurs  apothèmes,  R  le  rayon  du  pre- 
mier, a  Tangle  au  centre  de  tous  ces  polygones. 

On  a 


donc 


v,= 

'4  «  " 

=  Rcoj 

'|. 

r,=Rcosa 

V, 

cos«a 

d'où 

p,= 

C08*  a 

=  P«  C08.| 

de  sorte  que  Taire  d'un  quelconque  des  polygones  égale  celle  du  pré- 

cos^g 
cèdent  multipliée  par        ,  «.  =  ?•    On  a  donc 

A 
Pl  =  Pi 

P8  =  PlP» 
P«-=P,P-1 

En  désignant  la  somme  cherchée  par  S,  on  a 

S  =  Pi(l  +  P  +  P*  +  ...4-p»-*) 
Les  termes  entre  parenthèses  forment  une  progression  géométrique 

cos^g 
de  n  termes  dont  la  raison  est  p=       ,  a  ;  elle  est  décroissante,  car 

le  polygone  doit  avoir  plus  de  quatre  côtés,  et  alors  on  a  a<90« 
et  co8*a<co8«  ^    ou    p<i.  La  somme  des  termes  est  -P  ^|- 

A-  —  4  A        fin  C08««5-— COS«»a 

donc    S=Pi-^  =  P,^ri4^^P,  ^ 


"^         *   ^-P  '      *  cos*<»-*)|^(co8t|~co8«a]i 
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Si  le  nombre  des  termes  de  la  progression  augmente  indéfiniment, 
la  somme  des  aires  tend  vers 

4  cos»-| 


539.  Un  polygone  de  n  calés  inscrit  dans  un  cercle  est  tel  que  set 
calés  soustendenl  des  arcs  dont  les  valeurs  sont  a,  2a,  3a,...  na. 
Calculer  le  rapport  de  la  surface  de  ce  polygone  à  celle  du  polygone 
régulier  inscrit  du  même  nombre  de  côtés. 

En  joignant  le  centre  du  cercle  à  tous  les  sommets,  on  forme  n 
triangles,  de  sorte  que  Taire  du  polygone  donné  est 

-2"  (sin  a  +  sin  2a  H-  sin  3x  -f ...  -h  sin  na) 

.     n  4- 1        .     na 

^- —. 

sm^ 

Mais  a  -h  2a  4-  3a  +  . ..  +  na  =  2« 

c'esi-à-dire  n(n  +  1)flt^^^ 


par  suite, 


(n  +  ija.  _   27r 
2  n" 


Or  la  surrace  du  polygone  régulier  de  n  côtés  est 
Donc  le  rapport  de  la  première  surface  à  la  seconde  est 


nsin-^ 


540.  Étant  donné  un  polygone  régulier  de  n  côtés  et  deux  points 
quelconques  situés  dans  son  plan,  on  mène  par  l'un  de  ces  points 
des  parallèles  à  tous  les  côtés,  et  de  l'autre  point  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire sur  chacune  de  ces  parallèles.  Calculer  la  somme  des 
perpendiculaires. 

Soit  d  la  distance  des  deux  points.  Si  Ton  appelle  «  Tangle  formé 
par  la  ligne  d  avec  la  perpendiculaire  la  plus  voisine,  on  aura  pour 
oette  première  perpendiculaire:    dsina. 
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La  2»  sera  rfsin^a-t-— V  ou,  en  posant  p  =  — , 

rf8in(a  +  P) 
La  3"  sera  d  sin  (  a  4-  2p  ) 

et  ainsi  de  suite. 
Donc  la  somme  cherchée  est 

S  =  d>  I  sin« a  +  sin» (a  +  P)  +  sin» (a  +  2p) ...   | 

le  nombre  des  termes  entre  parenthèses  étant  n. 
Celte  somme  peut  encore  s'écrire 

S=aJ^|    1— cos«a  +  l-cos*(a  +  p)  +  l--co8«(a  +  2p)  +  ...     | 

et  comme  la  somme  des  cosinus  entre  parenthèses  est  nulle  (n»  57), 

il  reste  S=-î^ 

541.  Des  pierres  en  nombre  n  sont  régulièrement  dispoêées  $ur  une 
circonférence;  on  demande  de  comparer  le  chemin  qu'il  y  aurait  à 
parcourir  pour  les  rassembler ,  soit  au  centre,  soit  vers  l'une  d'entre 
eltes.  Prouver  que  si  le  nojnbre  des  pierres  croit  indéfiniment,  le 
rapport  cherché  devient  égal  à  celui  de  n  à  h, 

Lorsqu^on  rassemble  les  pierres  au  centre,  chacune  est  transportée 
,  à  une  distance  égale  au  rayon  R  ;  donc  le  chemin  peut  être  représenté 
par  nR.  Lorsqu'on  les  porte  vers  Tune  d'entre  elles»  le  chemin  est 
représenté  par  la  somme  des  droites  menées  d*un  sommet  d'un  poly- 
gone régulier  à  tous  les  autres  sommets.  La  somme  de  ces  droites 
est 

S=2R  (sin  a  +  ain  2a  +  sin3a  +  ...  +  sinna) 

2R  sinf  «  +  -^^  a)  sin  ^-        2R  sin  !i+l  a 

=  ^ î^ ^ 1 ^  =  = =2Rcolg^ 

sin|-  8in-|- 

Le  rapport  cherché  est  donc 


2Rcolg-| 
Pour  trouver  la  limite  de  ce  rapport,  on  récrit   -?- 


1^ 


dont  la  limite  est-^. 

(On  se  rappelle  en  effet  que  ^^^=  "°^  .^^^^  i  produit  dont 

Cl  a         coo  a 

^a  limite  est  1.) 
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542.  Si  Von  fait  rouler  sur  une  droite  un  polygone  régulter  de  n 
côtés,  quel  sera  le  chemin  parcouru  par  chaque  sommet  pendant  une 
révolution  complète  du  polygone?  Calculer  la  somme  des  aires  de» 
secteurs. 

Soit  R  le  rayoQ  du  cercle  circonscrit  au  polygone,  et  soit  -^  =  p. 

Le  chemin  cherché  se  compose  d^une  série  d'arcs  dont  la  valeur 
est  2p  et  dont  les  rayons  sont  les  dislances  d*un  sommet  à  tous  les 
autres,  c*est-à-dire    2R8in^,    2R8in2p,    2Rsin3p... 
Donc  1<>  le  chemin  demandé  est 


-^^  .  2R (sin  p  +  sin 2p  +  sin 3p  + ...  4-  sin n] 


n  +  1 


u       1C  sin(p-h.VLp)sinf         ^  sin  -,- 

=  ^.Rpcotg|^=-g^lcotg^ 

^  La  somme  des  aires  des  secteurs  est 

-j^ .  4R«  (sin«  p  +  sin«2p  + ...  +  sin* nf)  p 

JL    r>..  (._oo«[2P  +  (n-i)g]sinnp)       ^^,^   ^^tR« 
sm  p  )       90        *^       90 

543.  Etant  donnés  un  polygone  régulier  d'un  nombre  pair  2n  de 
côtés  et  une  circonférence  concentrique,  on  demande  de  trouver  une 
relation  entre  les  tangentes  des  angles  sous  lesquels,  d'un  point  de 
la  circonférence,  on  voit  les  diagonales  qui  passent  par  le  centre. 
(  Concours.  ) 

Soient  M  un  point  de  la  circonférence  donnée 
de  centre  0   et  de  rayon   R,   et  AiB|=2a 
Tune  des  diagonales.  Dc^igito:.s  par  «i  Tangle 
AiM|Bi  et  par  p  Tangle  A|OM. 
On  a  la  formule  connue  (93,  n«  314) 

.  2aR8in8  ... 

Or  les  autres  diagonales  telles  que  A,6|,...  A^Bm  font  a?ec  le 
rayon  OM  des  angles 


p.=  p  +  (n-1)4 


n 
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Si  Ton  désigne  par  ot,!  «df*  «n  les  angles  sous  lesquels  ces  dia- 
gonales sont  vues  du  point  M,  on  aura  une  série  d'équations  se  dé- 
duisant de  (1)  par  le  changement  de  ai  en  a^,  «3...,  et  de  ^  en 

En  les  ajoutant,  après  les  avoir  élevées  au  carré,  il  viendra 

+  Bin«[p+(»-l)^]  } 

Mais  la  quantité  entre  accolades  se  réduit  à  -^  ;  donc 

•g»  ».  +  «g»  «,  + ...  +  lg«  a.  = -j^^ 

Remarqua,  Dans  le  cas  de  n  =  2,  la  relation  se  réduit  à 

lg«a,  +  tg*ût,  =  — ^^^5!_ 
igai-riga«       («î«K«)« 

ce  que  Ton  peut  établir  directement  sans  difficulté. 

Si  de  plus,  M  décrit  la  circonférence  circonscrite  au  carré  de  côté 

AtBi,    R  =  -^   et  l'on  trouve  la  relation 

tg*«i  +  tg«a,  =  8 
déjà  obtenue  au  problème  478. 

544.  Un  polygone  régulier  de  2n  côlês  est  circonscinl  à  un  cercle  de 
rayon  R  ;  si,  de  Vun  des  points  de  contact,  on  abaiêse  des  perpendi' 
culaires  sur  tous  les  côtés,  quelle  sera  la  somme  des  carrés  de  ces 
perpendiculaires  ? 

Soient  A,  B,  C,...  les  points  de  contact,  P  celui 
d'où  partent  les  perpendiculaires  pi,  p^»-*  abais- 
sées respectivement  sur  les  côtés  tangents  en  ces 
points. 

Écrivons  BAP  =  a,  CAP  =  p,...  et  désignons 
par  S  la  somme  cherchée. 

On  a 
Pi  =  2R 

p,  =  BP  sin  a  =  2R  8in«  a  =  2R  8in«  (^  -  ^^^  =  2R  co8« -^ 
7^3  =  CP  dn  p  =  2R  sin«  p  =  2R  sin*  (-^  -  |î-)  =  2R  co8« -^ 

Donc      S  -  4R«=8R«  (cos*  -^  +  cos*  -^E  4-  ...  +  cos*  -^) 
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Or  en  élerant  au  carré  la  relation     2coB*a=l +  coB2a    el  ai 
remplaçant  cos*  2a  par  — "^  ^  ^  ,  on  a 

8  cos*  a  =  3  +  4  C08  2a  +  cos4a 
Si  Ton  substitue  dans  tous  les  termes  cette  valeur  de  cos*  a,  il  Tient 

S=4R«  +  R«  [3114-4  (cos  -^  +  cos-^  +  ...  4-  co8-î~)  + 


co4f+(n-l)^]rin|- 


Mais  la  1'*  somme 

cos-^4-cos— 4-.^- 

2n 

la  2«  somme  cos  —  4-  cos  —  4-  ..  =0 

n  n 

donc  S=3nR« 

545.  Un  polygone  régulier  de  n  calés  ayant  été  diviêé  en  triangles 
par  des  diagonales  issues  d'un  même  sommet,  on  demande  de  cal- 
culer la  somme  des  rayons  des  cercles  inscrits  dîans  tous  ces  triangks 
et  la  somme  des  surfaces  de  ces  cercles. 

Soit  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  polygone  donné.  ÂppeloDS 
A,  B,  C...  les  divers  sommets,  ai,  a^,  a^^  a,^..,  les  côtés  égaux 
comptés  à  partir  du  sommet  par  lequel  on  a  mené  les  diagonales. 
Considérons  le  triangle  qui  a  pour  base  a^.  L'angle  au  sommet  a  pour 

valeur  -^  =  ^,  les  deux  angles  à  la  base  sont  m^  et  ic  — (m4-l)p. 

Si  Ton  représente  par  r^  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  ce  triaDgle, 
on  a 

«=r„[cotg^î^(:?^+l)i  +cotg-^] 

donc         r,„  cos  -|-  =  a  cos  — -J—  ?  sin  ^^ 

Or  le  nombre  des  cercles  étant  n  — 2,  on  obtiendra  !•  la  somme  des 
rayons  en  additionnant  les  différentes  valeurs  que  prend  Texpression 


2cos|^ 


^(si„l^ti.p-sin|-) 
osl   ^  2  2/ 

quand  on  donne  à  m  les  valeurs  1 ,  2,  3...,  n  — 2. 
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D'après  la  formule  (n^  57)  cette  somme  est 

2cos-|    I  «in-P-  ^    j 


2C08- 

a 


2C08- 

Mais    a  =  2R8iD^;    donc  la  somme  précédente  peut  s^écrire 

sin  -Z-  C08  -|-  cos  -Ê- 

ou  2R  —  2Rn  sin»  -|-  =  2R  A  -  n  sin»  -^) 

2»  L^aire  du  m«  cercle  est 

c*esl-à-dire 

ou 

^-^^^  [l  -  cos  (2m  + 1  )  p  -  4  8in -?^ti  p  sin  |- +  2  8iQ« -f] 
z 

Il  faut,  comme  précédemment,  faire  la  somme  des  valeurs  que  prend 
celle  formule,  quand  on  donne  à  m  les  valeurs  i,  2,  3...,  n  — 2.  On 
obtient  ainsi 

-î£!^(  (n-2)fl  +  2sin»i-^  -  cosC3p  +  (n^3)p]sin(n-2)p 
8coa«  1-  I  ^  '-^  /  sin  p 

sin  ^  ' 
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iza* 


ou 


ou 


^[(n-2)(4+2nBin«-|.)-2cosp] 
^(n-4  +  2n8m«-|-) 


8C08«  . 


8C08« 

SubsUluant     a=s2R8inp,      d'où 

C08«  -|-  C08«  -|- 

il  vient,  pour  la  somme  cherchée, 

Remarque,  On  peut  se  proposer  de  chercher  la  limite  ver$  laquelle 
tend  la  somme  de$  rayons  de  ces  cercles,  lorsque  le  nombre  des  côtés 
croit  indéfiniment. 

En  appelant  S  la  somme  des  rayons,  on  a  trouvé 

S  =  2r(i  — nsin»-^) 

si  Ton  multiplie  et  divise  le  second  terme  de  la  parenthèse  par 
on  aura 


m'- 


2n        4n  l       TT        / 
"2ïr   / 

Sous  cette  forme,  on  voit  que,  si  n  augmente  indéfiniment,  le  second 
membre  tend  vers  zéro  ; 

donc  lira,  n  sin*  -^  =  0 

par  suite,  lim.  S  =  2R 
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QUESTIONS  DE   GÉOMÉTKIE  DANS  l'eSPACE 


§  1.  —  Détermination  d'angles  et  de  droites. 


546.  Étant  données  Us  trois  faces  d'un  angle  trièdre,  calculer  le 
dièdre  de  deux  faces. 

Soient  a,  p,  y  les  faces  du  trièdre,  SA  le  dièdre 
à  mesurer  et  BAC  sou  angle  plan. 

Prenons  SA  pour  unité.  Les  triangles  SBC  et  ABC 
donnent 

BC»=SB*+SG*  — 23B.SCcosa 

et  BC*  =  ÂB»H-AC»  — 2AB.ACcosA 

Soustrayons  ces  deux  égalités;  en  remarquant  que 

SB*  — Xb*=1    et  que    SG*--ÂG*  =  1,    on  a 

AB.ACcosA  =  SB.SCcosa  — 1 

Or  AB  =  tgY  =  -^^,         AC  =  tgp  =  -«|^^J- 

»  '       cos  Y  *  **  '^      cos  p 

SB  =  6écY=— ^    et    SC  =  sécB=— ^^- 
'       cosy  ^      cosp 

.  sin  fisinyocsA  _       cosa cos  p  cos  y 

C08  [i  C08  Y  cos  p  cos  y        cos  p  cos  y 

ou  sin  p  sin  y  cos  A  =  cos  «  —  cos  p  cos  y 

d'où  cos  A  =  *^-^-?^  7-  cos  pçosx, 

sm  psmy 


En  posant    a-|-p-|-y=3  2f>,    cette  formule  peut  s'écrire 
sin  ^  A -y-     ^i^^y.^f 


ou 


cos\a==^^^^^.^^'^P^^ 


sin  p  sin  y 


ou,enlesdivi8anl,    tg  4-  A  =  i/^-'"  ^P- ^.^^  ^''T^ 
'     b^  y        sin;;sin(p  — a) 
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Bomarqae.  —  Si  A  =  90«,  on  a  cosa  =  co8 ^coB y;  c'est  la  re- 
lation qui  existe  entre  les  angles  que  les  traces  d'un  plan  font  entre 
elles  et  avec  la  ligne  de  terre,  en  Géométrie  descriptive.  (Voir  la  noie, 
no  652.) 

547.  Hôte.  —  On  pourrait  résoudre  d'une  manière  analogue  tous 
les  autres  cas  de  Tangle  trièdre,  bien  que  cette  résolution  appartienne 
plutôt  à  la  Trigonométrie  sphérique.  Si  Ton  suppose,  en  effet,  que  du 
sommet  d*un  trièdre  on  décrit  une  sphère  de  rayon  arbitraire,  les 
faces  du  trièdre  déterminent  sur  la  surface  de  celte  sphère  un  triangle 
sphérique  dont  les  côtés  et  les  angles  mesurent  respectivement  les 
faces  et  les  dièdres  du  trièdre  proposé.  De  sorte  que  toute  relation 
entre  les  éléments  du  triangle  sphérique  exprime  également  une  pro- 
priété du  trièdre  au  centre. 

Le  principe  suivant  peut  être  employé  avec  avantage  dans  la  réso- 
lution de  Tangle  trièdre. 

Dans  tout  trièdre,  les  siniis  des  faces  sont  inversement  propor^ 
tionnels  aux  sintu  des  angles  que  font  avec  ces  faces  les  arêtes  op- 
posées. 

Soient  (fig.  précédente)    SA  =  a,    SB  =  6,    SC  =  c. 

Dans  le  triangle  BAC,  si  Ton  mène  les  hauteurs  CD  et  DE,  on  a 

AB.CD  =  AC.BE 

or  AB  =  atgy    et    CD  =  csin(c,  y)  =  — ^sin(c,  v) 

COS  p 

donc  AB.CD  =  a».ltt«5^AlI 

COS^ 

de  même  AC.BE  =  a«.i«l5!2ii.lI 

COS  Y 

En  égalant  ces  deux  valeurs,  il  vient,  après  réduction, 
sin  Y  sin  (c,  y)  =  sin  p  sin (6,  p) 
on  trouverait  de  même 

8inasin(a,a)s=8inpsin(6,  p) 
donc  sm a sin  {a, a)  =  8in  p 8in(6,  p)  =  sin ysin (c,  y) 

Ainsi,  en  multipliant  le 'sinus  de  chaque  face  par  le  sinus  de  son 
inclinaison  sur  Tarête  opposée,  on  obtient  trois  produits  égaux.  Ce 
produit  constant  de  deux  sinus  est  nécessairement  compris  entre  --1 
et  + 1  ;  c'est  pourquoi  on  l'a  désigné  sous  le  nom  de  sinus  du  trièdre 
(no39t).  On  le  représente  par  A.  (Staudt,  journal  de  Crelle.) 

Le  sinus  d'un  trièdre  peut  encore  s'exprimer  de  plusieurs  autres 
manières;  par  exemple,  la  démonstrafion  qui  termine  le  n»  391  prouve 
que  le  sinus  d'un  trièdre  égale  le  produit  des  sinus  de  deux  faces  par 
le  sinus  du  dièdre  compris.  On  p:ut  donc  écrire 

A  =  sin  a  sin  p  sin  (  a ,  p )  =  sin  a  sin  Y  sin  (a ,  Y )  =  sin  p  sin  Y  fin  (  p ,  y) 
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et  Ton  en  conclut 

sina      sin  p      BÏny 

8iû(fJ,Y)  ■"  8in(a,Y)  ~~  fein(a»P) 
Donc,  dans  un  Irièdre,  le$  sinus  des  faces  sont  proportionnels  aux 
sinus  des  dièdres  opposés, 

548.  La  hauteur  d'une  pyramide  hexagonale  régulière  est  égale  au 
calé  a  de  la  base.  Calculer  le  cosinus  de  Vangle  de  deux  faces  laté" 
raies  (adjacentes.  (Sorbonne,  22  juillet  1879.) 

Si  Ton  mène  par  ÂG  un  plan  perpendiculaire 
à  SB ,  Tangle  cherché  sera 

AMC  =  aî 

On  a  SB.AM  =  AB.SI 


or     SB  =  av^    et    SI=VsÔ*+ 01»  =  |  v^7 
a\/ï 


d'où 


AM  =  CM=: 


2/2 


Le  triangle  AMC  donne 

ÂC*=ÂM*  +  CM*— 2AM.CMco8aî 

=  2ÂM*(t-co6a;) 


d'où 


=  —a^{l  —  cosoî) 

7        7  S 

3  = -T^  — -^  C08 a?    et    cosx  =  — y 


Plus  généralement,  le  côté  de  la  base  étant  di  et  la  hauteur  h, 
exprimer  au  moyen  de  Si  et  de  h  le  cosinus  de  Vangle  de  deux  faces 
latérales  adjacentes,  (Sorbonne,  13  juillet  1881.) 

Le  triangle  AMC  donne 

Xc*  =  2ÂM*  —  2ÂM*  C08  X 
or  AC  =  a\^ 

on  calcule  AM  comme  précédemment 

ÂB'xSÎ*        a«(4/i*  +  3a«) 
Bs«        ^     /.(/i«  +  a«) 
d*où 

eo8aî=  *2AM*~AC«  __  —^f'-fat]-"^  3aH-2/i» 

2AM*  a«r4/i«-f-3a«)         "       3ai  +  4A>' 

4(A»4-a*) 
Si  ron  fait  /i=a  dans  celte  formule,  on  retrouve  le  résultat  pré- 
cédent. 
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549.  Un  prisme  droit  a  pour  base  un  carré  ÂBCD  de  côté  a;  par 
le  sommet  A  on  mène,  dans  le  plan  de  la  base,  une  perpendiculaire 
AM  à  la  diagonale  AC ,  et  par  la  droite  AM  on  fait  passer  un  plan 
qui  rencontre  toutes  les  faces  latérales  du  prisme.  Calculer  l'angle  x 
que  doit  faire  ce  plan  sécant  avec  le  plan  de  la  base  pour  qtte  la 
partie  du  prisme  comprise  entre  ces  deux  plans  ait  un  volume 
donné  V.  (Bacc.,  Dijon,  juillet  1875.) 

Soit  E  le  point  où  le  plan  sécant  rencontre 
Taréte  latérale  opposée  au  sommet  A.  Si  Ton 
joint  AE,  celle  droite  sera  perpendiculaire 
à  AM  en  vertu  du  théorème  des  trois  perpen- 
diculaires; donc  Tangle  cherché  est  GÂB=x. 

Or  le  solide  compris  entre  la  base  et  le  plan 
sécant  est  évidemment  la  moitié  du  prisme 
droit  ayant  pour  base  le  carré  de  côté  a^  et 
pour  hauteur  CE;  donc 

a«.CE  __v 
"     2  ^ 

ou,  en  remplaçant  CE  par  sa  valeur    a^igx, 

aV2 


d'où 


■  igx  =  y 
t  x  =  -^^ 


550.  Un  rectangle  ABCD  dont  les  dimensions  sont  AB=a  et  BC=b 
tourne  autour  d'une  droite  xy  menée  extérieurement  par  le  sommet  A 
et  située  dans  le  plan  de  la  figure.  Déterminer  l'angle  a  que  doit  faire 
le  côté  AB  avec  xy,  pour  que  le  volume  engendré  ait  une  valeur 
donnée  V.  (Bacc,  Dijon,  avril  1881.) 

Désignons  par  m  Tangle  BAC. 
^  Le  théorème  de  Guldin  donne 

V  =  a6x27iOE 

=»a6X7cv^a»  +  6*sin(m-fa) 

V 

donc        sin(m  +  a)  =  — ,  /-o-,  .V 
nabya^  4-  6> 

Cette  formule  fait  connaître  Tangle  m  +  a , 
et  comme  tgm  =  --,  on  en  conclut  la  va- 
leur de  a. 


551.  Bemarqne.  —  Si  Ton  voulait  déterminer  a  par  la  condition  que 
le  volume  engendré  fût  le  plus  grand  possible,  il  faudrait  chercher 
la  valeur  de  a,  qui  rend  maximum  Texpression  du  volume. 
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Or  V  =  C'»X8in(m  +  a) 

le  volume  sera  maximum  avec    8in(m  +  a),    c'est-à-dire  pour 

Bin(m  +  a)  =  1;    d*où    w  +  «  =  i 

ce  qui  détermine  la  valeur  de  a.  Dans  ce  cas,  la  droite  xy  est  per- 
pendiculaire à  la  diagonale,  et  le  volume  maximum  est 


552.  Dans  un  demi-cercU  de  diamètre  AB  =  2R,  déterminer  un 
are  BC  tel  que  si  Von  fait  tourner  la  figure  autour  du  rayon  OE 
perpendiculaire  à  AB,  la  surface  de  la  zone  engendrée  par  BG  égale 
la  surface  de  sa  base  supérieure. 

Soit  X  Tangle  au  centre  ayant  BC  pour  mesure. 

On  a  2icR< sin  0?  =  7cR> cos  x    ou    2sina;  =  C03a; 


d'où 


tga?  =  4 


-=-v/î 


553.  On  donne  une  circonférence  et  un  diamètre  AB  =  2R  ;  mener 
par  le  point  A  une  corde  AC  telle  que  si  la  figure  tourne  autour 
de  AB,  la  %one  engendrée  par  l*arc  A  G  soil  à  la  surface  latérale  du 

cône  engendré  par  la  corde  AG  dans  un  rapport  donné   — .    (Sor- 


bonne,  12  mai 

Cherchons  l'angle  a  que  forme  AC  avec  le 
diamètre. 
Oo  a  pour  la  surface  de  la  zone    271R.AP 

et  pour  celle  du  cône  icCP.AG 

Or      CP  =  AG8ina,    AP  =  ACco8a 
et  AC  =  2Rco8a 

d*où  CP  =  2Rsinaco8a    et    AP=2Rcos*a 


donc 


i 


sma 


=  —    ou    sma=- 


La  condition  de  possibilité  du  problème  est  n<;,m.  Pour  cons- 
truire Tangle  a,  on  mène  à  AB  une  parallèle  à  une  dislance  égale 
à  n,  et  du  point  A,  avec  un  rayon  égal  à  m^  on  coupe  cette  paral- 
lèle en  D ,  puis  on  trace  ADC. 


554.  Les  données  étant  les  mêmes  que  dans  le  problème  précédent, 
déte}'Tniner  AG  par  la  condition  que  la  surface  latérale  du  cane  en- 
gendré par  cette  corde  égale  la  zone  engendrée  par  Varc  BC.  (Paris, 
certificat  de  PEnseignement  spécial,  7  août  ^^^')^^,^^^^^^ooqY(Z 
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!'•  Solution,  —,  La  surface  du  cône  est  n.CP.  AG  et  celle  de  la 
zone  2icR.BP. 

Or 

AC  =  2Rco8a,  CP=2R8inacosa     et     BP  =  BC  sin  a  =  2R  sin*  « 

donc  4iiR*co8*a8ina  =  4itR*8ia*a 

ou  co8*a  =  8ina 

c'esl-à-dire  1  —  sin*  a  =  sin  a 

d'où  6in*a  +  8ina  — 1  =  0,    8in«=  ""    ^J^  ■ 

On  a  supprimé  la  solution    a=0. 

2*  Solution.  —  La  surface  du  cône  peut  encore  s'écrire  2w.0!.AP 
el  celle  de  la  zone  nBC*« 
Or  OI  =  -|bC 

donc  ii.BC.AP  =  «BC*    ou    AP  =  BC 

Mais  AP  =  2Rco8«a    et    BC  =  2R8ina 

donc  C08*a=8ina,    etc. 

Consti^clion,  —  Pour  tracer  la  corde,  il  suffît  de  prendre  EF  égal 
au  côté  du  décagone,  de  joindre  OE  et  de  mener  par  le  point  A  une 
parallèle  à  OE. 

En  calculant  AP,  on  verrait  que  le  point  P  divise  le  diamètre  en 
moyenne  et  extrême  raison,  ce  qui  simplifie  la  construction. 

555.  Dans  un  demi -cercle  de  rayon  R  on  mène  deux  cordes  BA 
et  BG  aux  extrémités  du  diamètre  AC ,  et  Von  fait  tourner  ta  figure 
autour  de  ce  diamètre.  Calculer  Vangle  a  que  la  corde  AB  doit  faire 
avec  le  diamètre,  pour  que  i"*  le  volume  engendré  par  le  segment  A  MB 

soit  les   -j^    de  la  sphère  engendrée  par  le  demi-cercle;  2*  le  volume 

engendré  par  le  segment  AMB  égale  9  fois  le  volume  engendré  par  BNC. 
(Sorbonne,  16  juillet  1874  et  1879). 

i»  Le  volume  engendré  par  AMB  est 
V  =  ^7iÂB*.AD 

il  égale  Jê'^'^^^ 

donc  2ÂB*.AD=9R« 

Or  AB  =  2Rco8a    et    AD  =  ABcosa  =  2Rcos*a 

donc  4R«  C08*  a .  2R  cos*  a = 9R» 
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d'où 
donc 


d*où 

par  suite 
donc 


C08*a  = 


9 


ces*  a  =  -T^    et    C08  a  =  -^ 


a  =  30«» 

Vol.  AMB  =  4R«  C08*  a .  2R  c08«  a 
Vol.  BNC  =4R«  sin»  a  .2R  Bin*a 
1 


tg^«=^ 


tga  = 


3 


a  =  30» 


556.  Une  droite  MN  est  perpendiculaire,  au  point  M,  à  un  plan  P  ; 
d'un  point  A  de  ce  plan,  d'où  la  perpendiculaire  est  vue  sous  un 
angle  a,  on  mène  une  droite  AB  =  a  dans  le  plan  P  el  faisant 
avec  MN  un  angle  9;  la  perpendiculaire  MN  est  alors  vue  du  point  B 
sous  un  angle  p.  Cela  posé,  on  demande  de  calculer  la  longueur 
de  MN  en  fonlion  des  données  a,  p,  9  «/  a.  Indiquer  le  moyen  de 
choisir  entre  les  deux  solulions  que  l'on  trouve.  (  Saint- Cyr,  1874.) 

Voici  d'abord  le  sens  géométrique  du  pro- 
blème ;  Vk. 

Les  droites  telles  que  BN,  faisant  avec  le 
plan  P  un  angle  fi,  sont  les  génératrices  d^un 
cône  de  sommet  B  dont  Taxe  est  perpendicu- 
laire au  plan  P. 

Les  données  A,  a,  9  et  a  déterminent  une 
droite  qui  rencontre  généralement  le  cône  en 
deux  points  N  et  N'. 

Les  solutions  cherchées  sont  précisément  les  dislances  de  ces 
points  N  et  N'  au  plan  P. 

Dès  lors,  on  peut  déjà  prévoir  les  résultats  de  la  discussion.  En 
désignant  par  y  Tangle  du  plan  ABN  avec  le  plan  P,  le  plan 
ABN  coupera  le  cône  suivant  deux  génératrices,  si  Ton  a  Y>p; 
il  lui  sera  tangent  si  y  =  ^  >  ^^  i^  "^  ^®  rencontrera  qu*au  sommet 
si  r<^P*  Bans  le  l*"^  cas,  la  droite  AN  coupera  les  deux  génératrices 
au-dessus  du  plan  P,  ou  sera  parallèle  à  Tune  d'elles,  ou  les  coupera 
toutes  deuï  au-dessous  du  plan  P.  —  Dans  le  2*  cas,  AN  coupera 
la  génératrice  de  contact  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  P,  ou  bien 
elle  lui  sera  parallèle.  —  Enfin,  dans  le  3*  cas,  il  n'y  aura  pas  de 
rencontre. 

Cherchons  Péquation  du  problème. 

Soit  MN  =  aî 

on,       BM  =  a,cotgp  =  ^.    AM  =  xcotg.=^g(^ 
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et  BM*  =  ÂM*  +  ÂB*  — 2AB.AMC089 

ac*  x*      ,     ,      20X008  0 

tg'-p-=-îgî^+'»* — tgii- 

d'où    (lg*p  — tg«a)a5*  — 2aco8?lgatjç«p.x  +  aîlg*alg*p  =  0 

Condition  de  poisibiliU,  —  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il 
suffit  que  les  racines  de  celte  équation  soient  réelles,  car  la  droite  MN 
pouvant  rencontrer  la  nappe  inférieure  du  cône,  les  racines  négatives 
sont  acceptables.  La  condition  de  possibilité  est  donc 

Bi  — 4AC^0 

c'est-  à-dire    a»  tg«  a  tg*  p  (  cos*  9  tg*  p  —  tg*  p  -f  Ig*  a )  ^  0 

ou  simplement  -^"T —  Ig*  P  —  0 

Or  on  peut  remarquer  que  -.^*   exprime  la  tangente  de  Tangle  y; 

la  condition  de  possibilité  se  réduit  donc  à 
lg»Y-tg«p^O 

elle  exige  que  tgy  soit  extérieure  aux  racines  ±tgP;  c'est-à-dire 
que  Y  soit  compris  entre  p  et  480«  — p. 

Examen  des  différents  cas  résultant  deç  signes  des  racines.  —  Les 
deux  nappes  du  cône  étant  symétriques  par  rapport  au  plan  P,  il 
suffit  de  faire  varier  a  et  p  entre  0  et  9(>>;  les  valeurs  de  y  seront 
restreintes  entre  les  mêmes  limites. 

Le  cône  étant  également  symétrique  par  rapport  au  plan  méri- 
dien  ABO,  il  suffira  de  faire  varier  9  entre  0  et  180». 

Or,  le  produit  des  racines  étant 

VV'  —  g'tg«atg»p 
•"  tg«>-tg«a 

les  racines  seront  de  même  signe  ou  de  signes  contraires,  suivant 
qu'on  aura 

tg«p-tg«a^O 

c'est-à-dire    a<p    ou    a>p. 

La  somme  des  racines  étant 

x'  4-x"=.^  c^s^  tça  lg«J 
^  lg«p-tg»a 

la  plus  grande  en  valeur  absolue  sera  du  signe  de    -.  ,i?^?-r— . 

^  tg«  p  —  tg«  a 

On  peut  donc  présenter  le  tableau  suivant. 
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v'cm:  —  Y>  p.  Deux  racines  réelles  inégales,  (Deux  solutions 
distinctes.  ) 

L'hypothèse  principale  y  >  p  ou  Ig a >  sin  ç  Ig  p  permet  de  faire 
trois  hypothèses  secondaires  sur  a  et  p. 

lo    a  <  p.    Les  deux  racines  sont  de  même  signe. 
On  a    sin  9  <  1  ;    donc    9  =/=  90». 

Si    <p  <90,    les  deux  racines  sont  positives;  N  et  N'  sont  au-dessus 
du  plan  P. 
Si    9  >  90,    elles  sont  négatives  ;  N  et  N'  sont  au-dessous  du  plan  P. 

2o    a  =  p.    Vune  des  racines  est  infinie,  La  droite  MN  est  paral- 
lèle à  Tune  des  génératrices  déterminées  par  le  plan  ABN. 
On  a  toujours    sin  9  <  i ,    d*où    9  =/=  90°. 
Si    9<90o,    la  racine  est  positive. 
Si    9>90»,    elle  est  négative. 

3«  a  >  p.    Les  deux  racines  sont  de  signes  contraires. 

Si  9<90>,    la  plus  petite  racine  en  valeur  absolue  est  positive. 

Si  9>90»,    la  plus  grande  est  positive. 

Si  9=90»,    les  valeurs  absolues  sont  égales. 

%•  Cas.  —    r  =  P*    Deux  racines  réelles  et  égales,  (Deiix  solutions 
confondues.) 
L'hypothèse    y  =  P    ou    tga  =  sin9tgp    entraîne    a  =  p. 
Si    9  <  90»,    les  racines  sont  positives. 
Si    9>90»,    elles  sont  négatives. 
Si    9 = 90»,    alors  a  =  p ,  elles  sont  infinies. 

$•  Cas.  —    Y<P'    ^^  radnês'sont  imaginaires. 


§  2.  —  Détermination  de  surfaces  ou  de  volumes. 

557.  Soit  ABC  tin  triangle  dont  on  donne  la  base  BC  =  a  et  la 
liauleur  correspondante  h.  Du  sommet  A  on  mène  à  cette  hauteur, 
mais  dans  l'espace,  une  perpendiculaire  quelconque  sur  laquelle  on 
prend  deux  points  à  volonté,  Ë  et  F.  Sachant  que  la  droite  EF=:d 
fait  un  angle  oc  avec  le  plan  du  triangle,  on  demande  le  volume  du 
tétraèdre  BCEF.  (Bacc,  Dijon,  juillet  1880.) 

Soient  «  et  /*  les  projections  des  points  E,  F 
sur  le  plan  du  triangle. 

Le  volume  cherché  sera 

V  =  |a/iX-i(Fr-E«) 

i  1 

=  -g-  "'^  X  "T  (  Af  sin  a  —  AE  sin  a) 

=  -g-  adh  sio  a 
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558.  On  donne  la  iurfact  S  d'un  parallélogramme  et  le$  volumes  V 
et  V  qu'il  engendre  en  tournant  successivement  autour  de  ses  côtés. 
On  demande  de  calculer  les  côtés  de  ce  parallélogramtne  et  de  déter- 
miner les  limites  de  S  pour  que  le  problème  soit  possible  lorsqu'on 
donne  V  et  V.  (Sorbonne,  24  juillet  1884.  ) 

Soient  x  et  i/  les  côtés  du  parallélogramme  et  a  l'angle  aigu  quMU 
forment.  Désignons  par  h  la  hauteur  correspondante  au  côté  x. 
Le  théorème  de  Guldin  donne 

V  =  SXic^  =  itSî/8ina 

de  même  V'=i7Sa?8ina 

Mais  on  sait  que        S = ;Kt/  sin  a 

En  divisant  cette  dernière  relation  successivement  par  les  deux  pré- 
cédentes, on  a 

>     d'où     < 

Si  l'on  porte  les  valeurs  de  x  et  de  y  dans  l'expression  de  la  surface, 
on  obtient 

VV 

Pour  que  cette  valeur  soit  admissible,  il  faut  qu'elle  ne  scit  pas  su- 
périeure à  1  ;  donc  on  doit  avoir 


d'où  S^ 


v'? 


559.  On  a  un  triangle  rectangle  isocèle  BAC  de  côté  a  ;  par  le 

sommet  C  d'un  angle  aigu,  on  mène  une  droite  CD  formant  avee  AC 

un  angle  a.  Calculer  en  fonction  de  a  et  de  a  le 

^  volume  engendré  par  ce  triangle  tournant  autour 

A  de  CD.  (Bacc,  Nancy,  26  juillet  1884.) 

/  \\  Le  volume  cherché 

^^n  V=:4asurf.AB 

— ^ *H Or  surf.AB  =  7ra[AD  +  (BI  +  AD)] 

mais         AD  =  asina    et    Blaacosa 
donc 

8urf.AB  =  ica[asina  +  a(sina  +  cosa)]  =  wa«(2sina  +  008a) 

<**où  V  =  ^ica»(2sina  +  cosa) 
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560.  Dartê  un  triangle  rectangle  on  connaît  le$  deux  côtés  h  et  o  de 
l'angle  droit  et  l'angle  a  que  forme  le  côté  b  avec  un  axe  Ax  mené 
par  le  sommet  de  Vangle  droit.  Calculer  le  volume  engendré  par  U 
triangle  tournant  autour  de  l'axe.  (Bacc,  Lyon,  noTombre  1«79.) 

Le  volume  cherché 


V  = 


-,y  h  X  Burf.  a 


Or 


ah  =  bc;    d'où    /i  =  -^ 


d'ailleurs  surf.  a=na{b8ina-\-cco%a) 


donc 


V  =  -j  7r6c(6sin  a  -h  c  cos  a) 


561.  Dans  un  triangle  on  connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris. 
Trouver  l'expression  du  volume  engendré  par  le  triangle  tournant 
autour  d'un  des  côtés  donnés,  (Bacc.,  Poitiers,  1879.) 

Soient  donnés  a,  6  et  C.  Appelons  h  et  h'  les 
hauteurs  correspondant  aux  côtés  6  et  a.  Si  le 
triangle  tourne  autour  de  a,  le  volume  engendré 
sera 


Or 
et  à  cause  de 

Donc 


V=^AX8urf.6 

/i=a8inG    et    surf.  6  =  ic6/i' 

V  =  6sinC 

surf,  b  =  7i6*  sin  C 

V=^ita6«sin«C 


Le  théorème  de  Guldin*  donne 


V=  ^a6sinCx2it-^ 
=  -j  iMb  sin  C  X  6  sin  C 
=  -^  Tzab*  sin*  C 


*  OtTLDiN,  né  &  Saint-Gall  en  1677,  mort  à  Graetz  en  1643,  abjon  le  protes- 
Untlsme  dans  leqael  il  avait  été  élevé  et  entra  dans  la  Compagnie  de  Jésas. 
On  doit  considérer  comme  nne  des  plus  belles  conceptions  géométriques  la 
liaison  qa*il  établit  entre  les  figures ,  leur  centre  de  gravité  et  les  solides  on 
Borfaoes  qu'elles  engendrent  en  tournant  autour  d'un  axe.  Le  P.  Guldin  a 
expliqué  sa  méthode  dans  un  ouvrage  publié  en  163»,  et  dans  lequel  il  ne  réussit 
toutefois  qu'imparfaitement  à  généraliser  ses  théorèmes. 
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562.  Dans  un  triangle  ABC,  VangU  A  =  30o  ei  les  côlés  adjacents 
ont  1"».  Calculer  1«  la  surface  engendrée  par  le  côté  opposé  à  l'angle  A 
quand  ce  triangle  tourne  autour  d'une  pci'pcndicutaire  à  Vun  des 
côtés  égaux  menée  par  le  sommet  A,  «<  2o  te  volume  engendré  par  ce 
triangle,  (Bacc.,  Toulouse,  1879.) 

!•  La  surface  engendrée  par  le  côté  a  est 

Or  /t  =  co3i5o=^'^  +  ^     (page  44) 


et 


/i'  =  8in30«=i 


donc  S  =  2nhh'  =  -J  (v^  +  }/2) 

2o  Le  volume  y  =  ^hx  surf,  a 

donc  V  =  ^(/6  +  v/2)-f  (v^  +  /2) 

ou  V=-^(2  +  v/3) 

Le  théorème  de  Guldin  donne  également 
V  ===  I  gin  30» X 271 X  |- C0SM50  =  i  i:  C08«  1 5»  =  :^  (2  4- 4/3) 

S63.  Datis  un  demi-cercle  de  rayon  R  on  connaît  les  angles  a  et  ^ 

que  font  deux  rayons  OXet  OB  avec  le  diamètre.  Calculer  le  volume 

engendré  par  le  segment  AMB  quand  la  figure 

j. Vj  tourne  atUour  du  diamètre,  (Bacc,  kyon,  no- 

j^/'^X>^^^      vembre  1879.) 

7    ^^  V    v/^N  Le  volume  cherché  est 

"   o        *  V=^^ÂB».a6 

o 

1  i 

or    a6=:aO  +  60  =  R(co8a  +  cosp)  =  2Rcos-^(a4-P)co8  2(a  — W 

Si  l'on  mène  BB'  parallèle  au  diamètre,  l'angle  inscrit  ABB'  est 
moitié  de  AOB';  il  égale  donc    ^  (a  — ^). 

Mais  AB  =  -  '*^ 


C08|-(a  — p) 


donc 


V=  y  « ^^ =  47iR«cos3  l  (a-f-  {i)cos4  (a-p) 

6      cos4(a~p)       ^  2  2 
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564.  Dans  une  iphère  de  rayon  donné  B  on  mène  un  plan  sécant, 
et  sur  la  section  on  construit  un  cône  circonscrit  à  la  sphère  et  un 
autre  ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère.  Quelle  doit  être  la 
distance  de  ce  plan  au  centre  pour  que  la  tomme  des  volumes  des  deux 
cônes  égale  m  fois  le  volume  de  la  sphère  f  (Sorbonne,  17  juillet  1882.  ) 

Soit  X  le  demi -angle  au  sommet  du  cône  cir- 
conscrit. 

La  distance  cherchée    OD  =  R  sin  x. 
Mais  la  somme  des  volumes  des  cônes  est 

ItiAD'.OC 

D 

et  comme   AD«=Rco8x   et  OC  =  --t— - 


on  a 


iicR»cos«x. -3-  =  4  iw*R' 
o  sm  X       6 


ou  cos*  xsssAm  sin  x 

ou  sin*  a  +  4m  sin  05  —  i  =  0 

d'où  8inaî=  — 2m±:v/4m*  +  l 

La  racine  négative  est  à  rejeter;  Tautre  convient  toujours.  La  dis- 
tance cherchée  est  donc 

0D  =  R(v/4m«  +  l— 2m) 

WtMiTipin  ^  Si  Ton  se  proposait  de  mener  le  plan  sécant  par  un 
point  extérieur  P  et  de  calculer  Tangle  que  devrait  faire  ce  plan  sé- 
cant avec  le  plan  diamétral  mené  par  le  môme  point ,  il  suffirait  de 
remplacer  dans  Téquation  finale  sin  os  par  sa  valeur  tirée  de  la  rela- 
tion sin  X  sin  a = sin  1/  [n*  446),  y  étant  Tangle  cherché  et  a  le 
demi-angle  des  tangentes  menées  par  le  point  P;  on  obtiendrait 

sin*  y  +  4msin  a  sin  y  —  sin*  a  =  0 

d'où  8ini/=s8ina(v^4m*  +  i  —2m) 


865.  Les  données  étant  ceUes  du  problème  précédent,  queUe  doit 
éirt  la  distance  du  plan  sécant  au  centre  pour  que  le  volume  du 
eâne  eirconserit  égale  m  fois  te  volume  du  segmsnt  sphérique  qu*il 
enveloppe  9 

Le  volume  du  cône  est      ^irAD*.GD 
or  AD  =  Rco8ar,    GD^ACcosâs 


et  à  cause  de    AC  =  Rcotgica= 


Rcoso) 


Binx 
Donc  le  volume  du  cône  circonscrit  est 

TnooMOKiimii.  —  M. 


CD  = 


Rcos*a; 


smo; 
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Le  volume  du  segment  sphérique  donné  par  la  formule  {Qiom., 
^^'"^•)  -lirA«(3R-A) 

est 
^  ^  Rt  (1  «.  sin  jc)«  [3R  —  R  (1  —  Bin  x)]  =  *-  icR»  (1  —  sin  a?)»  (2  +  sin  x) 

Donc  -^2^  =  m(l  — Binx)«(2  +  8ina?) 

Ojp  C08*x  =  1— 8in«aî=r(l — ainaî)  (1 +  Binaî) 

d'où  C08*a;  =  (l— 8ina;)*(i +8ina?)' 

donc»  en  supprimant  la  solution    8in»=l,    d'où    âcsOO», 

(i  4- sin  œ)*  =  m  sin  0?  (2 -h  sin  x) 
d'où  (w  —  l)sin*aj  +  2  (wi  — 4)^na5  — 1=0 

Le  dernier  terme  étant  négatif,  les  racines  sont  réelles  (on  sup- 
pose  m>l). 

sin  03= — / ^ 

m— 1 

Diseuiêion,  —  La  racine  négative ,  étant  en  valeur  absolue  plus 
grande  que  1 ,  ne  peut  représenter  un  sinus  ;  elle  est  à  rejeter.  Pour 
que  la  racine  positive  soit  inférieure  à  i ,  il  faut  que  le  i^'  nombre 
de  l'équation  soit  positif  pour  x  =  i;  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

3m  — 4>0;      d'où      m^4 

Si    na  =  ^-,        sinœ=1,    a?=90«»,    OD  =  R, 

le  plan  sécant  devient  tangent. 
Pour    m  =  2,    8ina8  =  — 1 -hv'i,    0D  =  R(/2  — 1). 
m  peut  croître  indéfiniment. 


m  — 1 

566.  8i  l'on  demandait  que  le  cône  circonscrit  fût  égal  à  m  fois  le 
volume  du  segment  sphérique  opposé,  le  calcul  ne  diflérerait  du  pré- 
cédent que  par  un  changement  de  signe.  La  hauteur  du  segment 
étant  alors 

R(l-f-8ina?) 

le  volume  serait       ^«R«(l -f-Binaj)«(2  — sin») 
et  Ton  aurait  l'équation 

(1  —sin  xj»-"  m  sin  05  (2  — sin  a?) 
ou  (m-f  t)8iQ»a5  — 2(m-f-l)sina?-f-l=0 
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La  plus  grande  racine  est  à  rejeter;  on  a 

On  trouve  comme  précédemment  pour  condition    m>0,    etc. 

567.  On  donne  un  demi-cercle  de  diamètre  AB  =  2R  el  un  point  C 
divisant  ce  diamètre  en  deux  segments  a  e(  b  ;  on  mène  les  tangentes 
en  A  et  en  B,  et  l'on  se  propose  de  mener  une  troisième  tangente  DE 
telle  qu'en  faisant  tourner  la  figure  autour  du  diamètre  le  volume 
engendré  par  te  triangle  DCE  égale  m  fois 

4 

un  volume  donné     tv-  tcR*.  d^ 

Soit    ADE  =  2a    Tangle  cherché. 

En  posant  AD  =  a5,  BE  =  v,  le  volume 
engendré  par  la  révolution  du  triangle  se 
oompose  du  tronc  de  cône  engendré  par  le 
trapèze  ABED ,  diminué  des  deux  cônes  en- 
gendrés par  les  triangles  CAD  et  CEE;  il 
égale  donc 


V=iic[(2R  — a)aîi-|-(2R-6)i/*  +  2Raîv]  =  -jic(6a;«-foy*+2RBt/) 
Or  aî  =  Rcotga    et    i/  =  Rtga 

par  suite,  Téquation  du  problème  est 

6  cotg«  a -h  a  lg«  a -h  2R =mR 

On  pourrait  la  ramener  à  la  forme  asina;  +  ^cosa:=c  par  la 
méthode  indiquée  au  n»  135,  après  avoir  préalablement  remplacé 

tg*a    par    tg-^  ;    mais  il  est  plus  simple  de  résoudre  directement 
en  écrivant 

.^+alg«a-|-2R-mR  =  0 
ou  otg*a  +  R(2  — mR)tg«a-|-6  =  0 

Discussion,  —  a  et  6  étant  positifs,  les  quatre  racines  seront 
réelles  si  Ton  a  (2— m)*^4afe  et  2— m<0.  Pour  que  la 
première  condition  soit  remplie,  il  faut  que  m  soit  extérieur  aux 
racines  de  m*— 4m  +  4  —  4a6=0,  c'est-à-dire  m>2  +  2v'â6; 
alors  la  deuxième  condition  se  trouve  également  remplie.  Les  quatre 
valeurs  de  tga  sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires; 
mais  si  Ton  ne  considère  que  le  demi- cercle  proposé,  les  racines 
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négatives  sont  à  rejeter  et  le  problème  a  seulement  deux  solutions , 
ce  que  Ton  pouvait  facilement  prévoir,  la  tangente  DE  pouvant 
être  inclinée  sur  A6  dans  un  sens  ou  dans  le  sens  opposé. 

Si  m  a  sa  valeur  minimum    2  +  2/a6  ,    on  a 


^^•«=V/-a- 


Si  Ton  a,  de  plus,    a=6,    tga  =  l;    la  tangente  DE  est  alors 
parallèle  à  ÂB,    m=^i    et 

f?68.  On  donne  une  demi -circonférence  de  rayon  R;  à  partir  de 
Vextrémité  M  du  diamètre  MN  on  prend  tes  arcs  MA  =  a,  MB  =  b, 
on  joint  les  points  A  et  B  au  centre  0  et  l'on  fait  tourner  le  secteur 
AOB  autour  de  MN.  Calculer  la  surface  totale  du  secteur  sphérique 
engendré,  et  rendre  Vexpression  obtenue  calculable  par  logarUhmm. 
.    (  Brevet  de  renseignement  spécial ,  Nancy,  1878.) 

Menons,  des  points  A  et  B,  des  perpendicu- 
laires sur  le  diamètre.  La  surface  cherchée  S 
se  compose  de  la  surface  conique  engendrée  par 
nrif     OA,  de  la  surface  conique  engendrée  par  OB  et 
de  la  zone  engendrée  par  AB. 

Or  surf  OA  =  kAA'X  AO  =  ttR»  sin  a 

surf  OB  =  TiBB' X  BO  =  7cR«  sin  6 

surfAB  =  2TcR  XA'B' 
mais  A'B'  =  R(cosa  — cos6) 

donc  8urfAB  =  2iiR*(coso  — cos6) 

et  Ton  a  pour  surface  cherchée 

S= kR»  (sin  a -f  sin  t  +  2  cosa — 2  cos  6) 

C'est  celte  formule  qu'il  faut  rendre  calculable  par  logarithmes;  on 
peut  y  parvenir  par  diverses  méthodes. 

i^*  Méthode.  On  a 

sin  a  +  sin  6  =  2 sin -ô-  (a-|-6)coS"ç-  (a  — 6) 

i  1 

et  2co8a  — 2co86  =  48in  Y(û  +  ^)8iD"îr(«  — ^) 

donc 

S  =  icR«X2sin*-(a  +  fc)[cos-^(a-6)-|-28ini(a-6)] 
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Mais 

cos-i-(a-6)  +  2BiDl(a~6)  =  cos^(a-6)[i  +  2lg^(a-6)] 

=co8^-(a-6)(l+tg»ç) 

=  co«|-(a— 6)8ec^9=cos^(a-6).-^^l— 
par  conséquent, 

f  Kéiliode.  Après  avoir  transformé  la  somme  sina  +  sinô  et  la 
différence  2cosa  — 2cob&,  on  peut  écrire 

S=icR«  [2Bin^  (a  +  6)cos-2-  (a— 6)  +48ln  -^  (a  +  6)sini  (a— 6)] 

„  ^        1  i  r       2sin  j^(a+6)sini(a— 6)^ 

=2irR»sini(a+6)cos|(a-6)ri4-— -^ J- ^^1 

■-       sin^(a  +  6)cos|-(a— 6)J 

=  2itR«8in|-(a  +  6)cosi(a-6)[l4-2tg|.(a-6)] 
et  en  posant  2tg^(a  — 6)  =  tgîç 

S=2icR«sin|-(a  +  6)co8-|-(a  — 6)  (l  +  tg'ç). 
^"  S  =  ^8in^(a4-6)cos^(a-6) 

memarqae.  Si  Ton  voulait  vérifier  Pexactilude  de  cette  formule  dans 
le  cas  particulier  où  Ton  a  a  =  180«  et  6  =  0,  c'est-à-dire  où  l'on 

doit  trouver  S=4itRs,  on  obtiendrait  par  substitution  8  =  5-.  Cette 

indétermination  apparente  tient  à  la  présence  d'un  facteur  commun 
qu'il  faut  faire  disparaître. 
Remplaçons  cos*^  par  sa  valeur 

-^  =  séc«ç  =  i4-tg«?=l4-2tg^(a-6) 

la  formule  à  vérifier  est 

S=2iiRîsin-^(a  +  6)cos|-(a-6)[l+2tg|-(a-6)] 
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-                     co8|-(a-6)4-28ini(a-6) 
Or         i  +2tg^  fa-6)=  — ^? . ^ 

COSq-C»  — &) 

et  la  formule  se  réduit  à 

.  r28ini-(a— 6)4-cos|-(a— 6)1 

S  =  2icR*8mi(a+6)co8l(a-6)x  ^ -. "■ 

^  -^  co8^(a  — 6) 

En  faisant  maintenant  disparaître  le  facteur  commun  co8-^(a  —  6), 
il  reste 

S=2icR«8ln^(a4-6)r2Bin^  (a— 6) -h  ces  i  (a -6)] 

qui  dans  Thypothèse  proposée  donne 
S=4iïR« 
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QUESTIONS    DE    MAXIMUM 


§  1.  —  Problèmes  relatifs  à  la  Géométrie  plane. 


a69.  De  tous  le»  parallélogrammes  ayant  les  mêmes  diagoncUes, 
quel  est  celui  qui  a  la  plus  grande  sur  face  f 

En  appelant  a  et  6  les  diagonales  el  f  Tangle  qu'elles  forment,  la 


surface  est 


S  = 


-n-  ab  sin  9 


cette  expression  est  maximum  en  môme  temps  que  sin^,  0' est-à-dire 
pour  9  =  90*.  Dans  ce  cas,  le  parallélogramme  est  un  losange. 


S  =  -^AE.BD8inl 

AE  =  2R  sin  B,      BD  =  2R  sin  A 
8inI  =  sinG 
S  =  2R*  sin  A  sin  B  sin  G 


570.  Quel  est  le  quadrilatère  inscrit  dans  un  demi-cerde  de  rayon 
donné  R  qui  a  une  surface  maximum  9 

Prolongeons  AD  et  BE  jusqu'à  leur  rencontre 
en  C ,  et  menons  les  diagonales  du  quadrilatère, 
ces  lignes  seront  perpendiculaires  aux  côtés;  par 
suite,  le  quadrilatère  CDIE  est  inscriptible,  et 
les  angles  G  et  I  sont  supplémentaires. 

Or 
mais 
et 

donc 
et  comme    A  +  B  +  G  =  ir,    le  maximum  de  la  surface  a  lieu  pour 

A  =  B  =  G=60» 
le  quadrilatère  est  le  demi-hexagone  régulier  inscrit. 

(Voir  Ex,  de  Géométrie,  n»  354.) 
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571.  Dt  tous  les  rectangles  ayant  même  diagonale  d,  quel  est  celui 
qui  a  :  !•  fe  périmètre  maximum,  2»  la  plus  grande  surface? 

Soit  oc  Tangle  de  la  diagonale  avec  la  base  ;  les  dimensions  du  rec- 
tangle sont  d  C08  a     et  »  d  sin  a 

io  Le  demi-périmètre    p  =  d  I  sin  a  +  sin  y-^  —  «  j  J 
ou  f)  =  2(i  sin  ?-  cos  f  a  —  ?■  j 

le  maximum  de  p  correspond  au  maximum  de  co8(^a  — ^j,  c'est-à- 
dire  à  «  =  ^ 

2o  La  surface      S^s  d^  sin  acoBoi=  -^  d!^sin2a, 
Le  maximum  de  S  correspond  au  maximum  de  sin2a,  c^est-à-dire  à 
2a=|;      d'où     «  =  ^ 
Alors  la  figure  est  un  carré, 

572.  De  tous  tes  tiHangles  rectangles  ayant  même  hypoténttse  a, 
qud  est  celui  pour  lequel  :  i^  la  somme  obtenue  en  ajoutant  un  côté 
de  Vangle  droit  à  la  hauteur  est  maximum,  2»  le  rapport  de  l' hypo- 
ténuse au  périmètre  est  minimum  ? 

Soit  X  Tun  des  angles  aigus. 

!•  On  a     6  =  acosx     et     A  =  6sina;=:asina;co8a$ 
donc  6  + A  =  acosic(l -l-sinaî) 

Le  maximum  de  cette  somme  a  lieu  en  même  temps  que  celui  de  son 
carré    (6-|-/i)*=a*cos«cc(i +  sinaî)«=a«(i  — 8inic)(l  +  sinac)' 

Or  la  somme  des  facteurs  variables  entre  parenthèses  est  con- 
stante ;  donc  le  maximum  a  lieu  pour 

1 -}-sin(c=3(l  — sinoî) 

d'où  8inaj=-H-      et     aî=30» 

2o  Le  rapport  de  l'hypoténuse  au  périmètre  est 

a  a  1 


a-\-b-{-c       a  +  a  sin  X  +  a  cos  0?        1  -f  sin  a? -f  cos  a? 

Son  minimum  a  lieu  en  même  temps  que  le  maximum  du  dénomi- 
nateur ou  de  sin  x  +  cos  x 
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c'esl-à-dire  de  2  sin  45»  cos  (  45*  —  x  ) 

ce  maximum  a  lieu  pour 

45«  — ic=0;      d'où      x  =  45o 
G^est  le  triangle  rectangle  Uocèle, 


405 


573.  Parmi  tous  Iti  triangle»  de  même  base  a  intcrUs  à  un  cercle, 
quel  est  celui  pour  lequel  le  produit  de»  hauteurs  lombant  »ur  le»  côté» 
variable»  e»t  maximum  f 

On  a  V  =  a8inB     et      /i"  =  a8inC 

donc  h' h"  =  a*  sin  B  sin  G 

Mais  la  somme  des  angles  6  et  G  est  constante  ;  donc  le  maximum 
cherché  a  lieu  pour  B  =  G;  le  triangle  est  isocèle. 

On  trouverait  de  même  que  le  triangle  inscrit  pour  lequel  le  pro- 
duit des  trois  hauteurs  est  maximum  est  le  triangle  équilaléral. 


574.  lyun  point  P  »itué  à  des  distance»  a  et  h  de  deux  paraUèU», 
on  mène  deux  droites  rectangulaire»  PA  et  PB  limitées  aux  paral- 
lèle». Trouver  le  minimum  de  la  surface  du  triangle  APB. 

Soit  X  Tangle  de  Tune  des  droites  avec  la 
perpendiculaire  aux  parallèles. 

On  a 

b  _^_     ab 
)sx        sin2as 


s=4ap.pb=4.^^- 

2  2     sino? 


Le  minimum  de  cette  surface  correspond  au 
maximum  de  sin  2x;  il  a  lieu  pour 


2aî  = 


d'où 


575.  Sur  une  toiAr  de  hauteur  a  est  placé  un  étendard  vertical 
de  hauteur  b.  Trouver  le  point  du  terrain  horizontal  d'où  Vétendard 
sera  vu  sous  Vangle  maximum. 

Soit  X  la  distance  du  point  cherché  au  pied  de  la  tour;  appelons  a 
Tangle  sous  lequel  on  voit  la  tour,  et  ^  1  angle  sous  lequel  on  voit 
la  hauteur  totale. 


On  a 


donc    tg(p  — a)  = 


tgP  = 


a-{-b 


X 


et     tga  = 
g  +  fe   , 

X 


tgp-tg«        

1— tgplga         .        a  +  b     a 

X       '  X 


x+^i^+ii 


L*angle  sous  lequel  on  voit  l'étendard  est  maximum  en  même  temps 
que  sa  tangente;  il  correspond  au  minimum  du  dénominateur.  Or 
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ce  dénominateur  étant  une  somme  de  deux  nombres  dont  le  produit 
est  constant,  le  maximum  cherché  a  lieu  pour 

^__a(«-ffe). 


d'où      aî=/a(a-i-6) 


C'est  la  moyenne  proportionnelle  entre  a-\-h  et  a.  (Voir  Ex,  de 
Géom,,  no  1061.) 

Plus  généralement  : 


576.  Etant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B  sur  un  côté  d*un 
angle  0 ,  trouver  sur  Vautre  côté  le  point  C  d*où  la  distance  AB  est 
vue  sous  l'angle  maximum. 

Appelons  a  Tangle  donné,  et  9  celui  dont  on 
cherche  le  maximum. 

Projetons  les  points  A  et  B  en  A'  et  B'  sur 
l'autre  côté  de  Tangle  a,  et  soient  OAs^a, 
0B  =  6,    OC  =  aj. 

On  a 

tgOCB-^tgOCA 


tg(p  =  tg(OCB  — OCA)  = 


1  +  lgOCBtgOCA 


Or 


donc 


é^nrK  _  AA^  _      gain  g 
tgOCA=.ç^  =  ^^^^ 


cosa 


68ina 


tg9=- 


1  + 


X  —  6  CO8  g 
ôsina 


_  asin^a 
œ  — a  cosa 


(6  —  a)a?8intt 

x'^  —  {a-\-b)xcosoL-{-ab 


X  —  6  ces  a 

qu'on  peut  encore  écrire,  en  divisant  les  deux  termes  par  x, 
(6  —  a)sina 


tgq>- 


X  — (a-f  6)cosa  + 


oF 


il  faut  trouver  le  maximum  de  cette  fraction ,  ou  le  minimum  de  son 
dénominateur,  ou  simplement  de  la  somme 

-+^ 

de  deux  termes  variables  de  produit  constant  ;  ce  minimum  a  lieu 
quand  ils  sont  égaux,  c'est-à-dire  quand  on  a 

05*  =  06      ou      iB  =  ±v^â6 

La  longueur  x  est  moyenne  proportionnelle  entre  a  et  6;  par 
conséquent,  le  point  C  est  le  point  de  contact  du  cercle  tangent  au 
côté  OC  et  passant  par  les  deux  points  A  et  B. 

Le  double  signe  devant  le  radical  indique  que  la  lopgoear^ff^peitt 
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être  portée  à  droite  ou  à  gauche  du  poiut  0  sur  OC  ou  sur  son  pro- 
loogement.  Dans  ce  dernier  cas,  Tangle  a  devra  être  remplacé  par 
son  supplément  dans  la  formule  qui  donne  la  valeur  de  Tangle  maxi- 
mum. Celle  formule  8*obtient  en  remplaçant  x  par  /ôF  dans  Tex- 
pression  de  tgç;  il  vient  dans  les  deux  cas 

tgç^_     {b-a)sma 

2^'âB  ^{a-\-b)cosaL 

577.  De  tous  les  triangles  circonscrits  à  un  cercle  donné,  quel  est 
celui  dont  la  surface  est  minimum  9 

La  surface  est  donnée  par  la  formule 

IgiAtg-^Btglc 

Le  minimum  de  cette  expression  correspond  au  maximum  du  dénomi- 

1  i  1 

nateur  ;  or  la  somme  des  angles  ô-A-|-4^B+^C  =  90«= constante  ; 

donc  le  maximum  du  produit  de  leurs  tangentes  a  lieu  quand  ces 
angles  sont  égaux.  Le  triangle  est  équilatéral, 

578.  Inscrire  dans  un  secteur  un  parallélogramme  ayant  un  angle 
commun  avec  ce  secteur,  un  sommet  sur  Varc  et  dont  la  surface  soit 
maximum. 

Soit  a  Tangle  du  secteur,  et  x  Tangle  AOM. 

La  surface  du  parallélogramme  est  double  de 
celle  du  triangle  OCM  ;  donc 

Q_^  R»8ina;8in(a  — a?) 
^  sma 

Le  maximum  de  cette  expression  correspond  au 
maximum  du  produit  sina;8in(a— a?];  il  a  lieu 

pour  x  =  a-^x;      d'où      ^=^^ 

Donc,  le  losange  ayant  pour  sommet  le  milieu  de  Parc  est  le  pa- 
rallélogramme de  surface  maximum. 

579.  De  tous  les  angles  inscrits  dans  un  cercle  de  rayon  R  et  dont 
^  côtés  sont  assujettis  à  passer  par  le  centre  0  et  par  un  point  A 
intérieur  au  cercle ,  quel  est  celui  qui  est  maximum  f 

Soit     OA  =  a,     a  l'angle  inscrit  variable,  et 
AMssoî. 

Le  tri&ngle  AOM  donne 

a*=  R« -h  œ*  ^  2Raj  cos  a 

ou  œ»  — 2Rco8a.aî-f  R*  — a*=0 

<l'ofc  a;  =  Rcosa=tv/a'  — U»siu*a 
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Pour  que  x  soit  réel,  il  faut  que  Ton  ait  a*— R«8in»a^0,  c'est- 
à-dire  que  sin  a  aoit  compris  entre  les  racines  du  premier  membre 

•^  et  — -^.  Le  maximum  de  eina  est  donc  -^  pour  aî=v^K«— a*  , 
et  son  minimum  est  — -^  pour  aî=^R«^^^* .  Or  la  nature  de  la 
question  ne  comporte  que  les  valeurs  de  a  comprises  entre  —^ 
et    +  -S-;  donc  Parc  a  est  maximum  ou  minimum  en  même  temps  que 

sin  a ,  quand  sin  a =d:  -o-  •  Dans  ce  cas,  AM  est  perpendiculaire  à  OA. 

Donc,  les  angles  inscrits  maximum  ou  minimum  sont  ceux  dont  le 
côté  est  perpendiculaire  à  OA. 

Il  est  facile  de  suivre  les  variations  de  a  lorsque  son  sommet  par- 
court la  circonférence. 

580.  Un  angle  donné  étant  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R ,  dé- 
terminer la  poiition  que  cet  angle  devra  occuper  pour  que  la  tomme 
ou  le  produit  des  cordes  qui  forment  ses  côtés  soit  maximum. 

Soient  2x  et  2y  les  côtés  de  Tangle,  a  et  ^  les  angles  qu'ils  for- 
ment avec  le  diamètre  mené  par  le  sommet. 

On  a  iD=Rco8a      et      y  =  Rcosp 

donc    !•    x  +  t/=R(cosa-f-cosp)=2Rco8-^^^co8-2^^^^ 

2»        âDi/  =  R*cosacoB^ 

Le  maximum  de  ces  deux  expressions  a  lieu  pour  a=P;  donc  le 
diamètre  mené  par  le  sommet  doit  être  la  hisse^rice  de  l'angle  inscrit* 

581.  De  tous  Us  triangles  ayant  leur  sommet  au  centre  d'un  cercle 
de  rayon  R  et  dont  la  base  est  une  corde  i«  parallèle  à  une  droite 
donnée  ou  2«  passant  par  un  point  donné  intérieur  ou  extérieur  au 
triangle,  leqiîel  a  la  surface  maximum  f    (Bacc,  Dijon,  1875.) 

En  appelant  oc  Tangle  au  sommet,  les  deux  côtés  adjacents  sont 
deux  rayons  ;  donc  on  a 

S  =  -^R»sina 

Le  maximum  a  lieu  pour  a=90o;  le  triangle  est  rectangle  et  la 
base  est  le  côté  du  carré  inscrit  dans  le  cercle.  Cependant,  dans  le 
deuxième  cas  de  la  question ,  si  le  carré  de  la  distance  du  point  donné 

au  centre  est  inférieur  à  -^  R*,  la  corde  servant  de  base  est  perpen- 
diculaire à  la  droite  qui  joint  le  centre  au  point  donné. 

582.  Déterminer  sur  Varc  d'un  secteur  donné  un  point  tel  que  :  !•  la 
somme  des  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  rayons  qui 
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limitent  te  secteur  soit  maximum;  2«  te  quadrilatère  formé  par  ces 
rayons  et  tes  perpendiculaires  ail  la  surface  maximum. 

Soient  x  et  y  les  perpendiculaires,  a  et  ^  les  angles  formés  par 
les  rayons  a?ec  la  droite  qui  joint  le  centre  au  point  cherché. 

1«  On  a  xaRsina      et     y  =  Rsinp 

donc       x  +  y==R(sina  +  sinp)  =  2R6in-5^-i^co8-5L=L&. 

Le  maximum  a  lieu  pour    a  =  ^. 

2*  Lee  deux  autres  côtés  du  quadrilatère  sont 
R  C08  a      et     R  cos  p 

J  4  à 

donc  S=^  R«8inaco8a  +  -2^R«sinpco8p  = 

,  =»|-R«(sin2a  +  sin2p)=-2.Rîsin(a  +  p)cos(a  — P) 

Le  maximum  a  lieu  pour    oc  =>  ^. 
1  Donc,  le  point  cherché  est  le  milieu  de  Tare  du  secteur. 

>  583.  Dans  un  triangle  équHaiérat  de  côté  a,  on  a  inscrit  un 

triangle  équitatéral  en  prenant,  à  partir  des  sommets  et  dans  le 
méme^sens,  une  longueur  a  ;  quelle  est  la  surface  du  triangle  obtenu, 
et  guette  doit  être  la  valeur  de  a  pour  que  cette  surface  soit  mini- 

I  mumf    (Sorbonne,  4  juillet  1878.) 

Ce  problème,  résolu  dans  VAlgèbre  (III*  partie,  probl.  997),  a  une 
solution  trigonométrique  très  simple. 

||  Soient  m  et  S  le  côté  et  la  surface  du  nouveau  triangle. 

On  a  m*=a*  +  (a  — a)«— 2x(a  — a)co860* 

=a»  — 3aa  +  3a» 

.  d'où  S=:-^l(a*-3aa  +  3a») 

'  Le  minimum  de  la  surface  ou  celui  du  trinôme  entre  parenthèses 


«  . 


a  lieu  lorsque  la  variable  a  égale  la  demi -somme  des  racines  -^; 

4' 


d'où  S  =  -|^/3 


584.  De  tous  tes  triangles  isocèles  inscrits  dans  un  cercle  de  rayon  R, 
quel  est  celui  dont  i'*  le  périmètre  et  2«  la  surface  est  maximum  9 


Soit  a  Tangle  au  sommet,  chacun  des  deux  autres  égalent  ^     ' 

iRcos^-. 
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lo  Le  périmètre  est 

2R  (sin  a  +  2cos  f  )  =^R cos  |  (i  +  sin  ^\ 

U  sufQt  de  chercher  le  maximum  de    cos  y  (l  +  ein  i\    ou  de  son 

carré        cos»  |  (i  +  sin  f)*  =  (l  -  sin  «  )  (1  +  sin  0 

produit  de  deux  fadeurs  de  somme  constante.  Le  maximum  a  lieu 
pour  i  4-  Bin  5^  =  3  (  i  —  sin  ^  j  ;      d'où      sin  f-  =  i 

d'où  a  =  -5.=60« 

Le  triangle  est  équilatéral, 

2»  La  surface  est      S«  =  2R«  cos»  |^  sin  a  =  4R»  sin  ^  coe»  |- 
Donc  le  maximum  correspond  à  celui  de 

M  —  sin»  ^  )  Mû*  i\    il  a  lieu  pour    a  =  -^  =  ^° 
Le  triangle  est  éguilaUral. 

585.  De  tous  les  triangles  rectangles  dans  lesquels  la  surface  de 
l*un  des  triangles  déterminés  par  la  hauteur  relative  à  l'hypolénuse 
est  constante,  quel  est  celui  dont  l'hypoténuse  est  minimum? 

Soient  m  et  n  les  segments  de  l'hypoté- 
nuse. Appelons  x  Tun  des  angles  aigus  et 

-^   la  surface  constante  du  triangle  ADB. 


On  a 

nh  = 

:(» 

d'où 

-i- 

<» 

ntg; 

c 

ou 

n»: 

"igx     *^ 

n=: 

•tg» 

De  plus, 
Mais 


w= /i  tg  X  ==  n  tg»  aï  =  <  tg  ay^tg  a; 
V  /tgac/  ytgas  vtgx 


d'où 
et 


a»=<» 


Bée*  a; 


a*  =  <* 


tgx         einâpcos'a; 

_  1 

8in»aî(ï — sin»x)>' 
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Le  miDimum  de  l'hypoténuse  correspond  au  maximum  du  dénomi« 
naleur;  il  a  lieu  pour 

1— sin«x  =  3sin*a; 

d'où  8inaj  =  -i    et    a;=:30<> 

586.  Un  segtnent  reciiligne  de  longtieur  eonslanle  AB  =  2a  glisse 
sur  une  droite  fixe;  déterminer  la  position  gu*il  y  occupe  lorsque 
l'angle  sous  lequel  il  est  vu  d*un  poijit  fixe  0  donné  aune  distance  d 
de  la  droite  est  maximum.  (Bacc,  Dijon,  novembre  1881.) 

Soient  V  Tangle  sous  lequel  AB  est  vu 
du  point  0 ,  et  a ,  ^  les  angles  sous  lesquels 
on  voit  du  même  point  AP  et  PB.  Prenons 
pour  inconnue  la  distance  du  milieu  de  la 
droite  au  point  P,    MP  =  x. 

On  a 


^^=^(-  +  «=T?^t^ 


tga  =  -^+-^^      et     lgP=^ 

d'où  lgV=:^,    ^.^.     ^ 

^         rf«  —  a*  +  a« 

Le  maximum  de  tg  V  correspond  au  minimum  du  dénominateur;  il 
a  lieu  pour    x=0, 

587.  De  tous  les  cercles  passant  par  deux  points  fixes  A  e/  B,  quel 
est  celui  qui  est  vu  d'un  troisième  point  C ,  donné  en  ligne  droits  < 
les  deux  premiers,  sous  l'angle  minimum?  (  Baoc.,  Dijon,  1875.) 

Soit  a  le  demi- angle  sous  lequel  le  cercle 
est  vu  du  point  C. 
Posons    CA  =  a    et    CB  =  6. 
Le  triangle  COD  donne 

R   _    R 

Le  minimum  de  tga,  et,  par  suite,  celui 
de  a,  correspond  au  minimum  de  R;  or  le 

plus  petit  cercle  passant  par  les  points  A  et  B  est  celui  qui  a  pour 
diamètre  AB.  C'est  le  cercle  cherché. 

588.  Etant  donnés  un  cercle  et  un  point  A  prit  dans  son  plan,  dé- 
terminer les  variations  de  l'angle  sous  lequel  on  voit  du  point  A  le 
diamètre  du  cercle  quand  ce  diamètre  tourne  autour  du  centre. 
(Concoors  «oadémiqu»,  Dijon,  1877.)  oig.zedbyUoogle 
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Soit  d  la  distance  du  point  A  au  centre. 
Appelons  a  l'angle  variable  AOC  qui  dé- 
termine la  position  du  diamètre  BC. 
En  égalant  deux  expressions  de  la  surface 
•X  du  triangle  ABC,  on  a 

AB.ACflinA  =  2dRsina  (1) 

On  a  encore 
BC*=ÂB'+ÂG*— 2AB.ACC08A 
ou,  à  cause  de  ÂB*+ÂC*=2rf«  +  2R» 

2R*  =  2rf«-2AB.ACcosA 
d'où  AB.ACcosA  =  d«— R«  (2) 

En  divisant  membre  à  membre  les  équations  (i)  et  (2),  il  vient 
.     .       2dR  sin  a 

Les  variations  de  A  ont  lieu  dans  le  même  sens  que  celles  de  tg  A. 
Or  il  y  a  trois  cas  à  distinguer  : 

lo  d  <  R.  —  La  fraction  varie  dans  le  môme  sens  que  son  numéra- 
teur. Si  a  croît  de  O»  à  90»,  A  croît  de  0  jusqu'à  son  maximum,  qui 
est  un  angle  aigu.  Si  a  croît  de  90»  à  ISQH»,  A  décroît  depuis  son 
maximum  jusqu'à  0«.  Si  «  croît  de  180«  à  270»,  A  décroît  de  0«  jusqu'à 
son  minimum,  qui  est  négatif,  et  dont  la  valeur  absolue  correspond 
à  un  angle  aigu.  Si  a  croît  de  270»  à  360°,  A  croît  depuis  son  mini- 
mum jusqu'à  zéro. 

2»  (i  =  R.  —  Dans  ce  cas,  tgA  =  oC  quel  que  soit  a;  c'est-à-dire 
que  l'angle  A  reste  droit  pour  toutes  les  positions  du  diamètre. 

3o  d<R.  —  Le  dénominateur  étant  négatif,  la  fraction  varie  en 
sens  inverse  du  numérateur.  Pour  a  croissant  de  0»  à  90»,  A  décroît 
de  ic  jusqu'à  son  minimum,  qui  est  positif.  Si  a  croît  de  90^*  à  180*, 
A  croît  depuis  son  minimum  jusqu'à  n.  Pour  a  croissant  de  180«  à 
270»,  A  croît  jusqu'à  un  maximum.  Si  a  croît  de  270»  à  BÔO»,  A  dé- 
croît jusqu'à  n.  Dans  ce  3<»  cas,  A  est  obtus. 

589.  Dans  un  cercle  de  rayon  R  une  corde  variable  est  la  base  d'un 
triangle  isocèle  ayant  son  sommet  à  une  distance  d  du  centre.  Quel 
est  le  maximum  de  la  surface  de  ce  triangle  9 

Soit  ABC  une  position  quelconque  du  triangle. 
Joignons  OA  et  appelons  x  l'angle  AOD. 
On  a 

S  =  AD  X  CD  =  R  sin  a;  (rf  +  R  cos  œ) 
d'où 

S«  =  R«(1  — cosx)(l  -|-cosa;)(d-f  Rcosap 

Pour  trouver  le  maximum  de  ce  produit,  em- 
ployons la  méthode  des  coefficients  indéterminés, 
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m  (  1  —  cos  a?)  =  d  4-  R  C08  X 
n(l  -f  C08x)  =  d-f  Rcosic 
n  — in  +  2R=0 

d  +  Rcosac       d-f  Rcoaap  -l9R— o 
i  +  co8x        "T^^^côsô"  ■*■ 

2R  coB'a?  +  d  cosac  — R=0 
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Cette  racine  est  seule  admissible,  et  elle  convient  toujours  si  d 
n'est  pas  négatif,  car,  pour  qu'elle  soit  inférieure  à  1 ,  il  suffit  qu'on 
ait  R  +  rf^O 

En  supposant  que  le  sommet  C  soit  à  une  distance  du  centre  égale 
à  la  moitié  du  rayon  ou    d=-^y    le  calcul  précédent  donne 

cosa?= — t^JL^-. 


S90.  On  donne  un  triangle  ABC  et  la  haïUeur  AD;  on  demande  de 
mener  par  le  pied  de  celle  hauleur  deux  droites  DE ,  DP  faisant  des 
angles  égaux  avec  AD ,  de  manière  que  le  triangle  DEF  ait  une  sur- 
face maximum. 

Soit  X  l'angle  des  droites  avec  la  hauteur. 
Désignons  par  m  et  n  les  segments  de  la  base. 
La  surface  du  triangle  DEF  est 


Mais 
DE  = 


S=^^E.DFsin2x 


msinB  .    rk,f  nsinC 

cos(B-»)     *^    ^^="55iT^ 


donc 


S=  TT^Hsin  B  sin  C. 


X) 

8in2a; 
•2-'""'"°°"°^-  co8(B-«)coB(C-a)) 

11  suffit  de  chercher  le  maximum  de  la  fraction 

sin2aî  _  2tfiraî 


C08(B — aî)co8(C  —  x) 


(cosB—  smBlgac)  (cosC  — sinCtgx) 
2 


sinBsinCtgx  +  cosBcosCcotgx  — sin  (B  +  C) 
Ce  maximum  correspond  au  minimum  du  dénominateur  ou  sim- 
plement de  la  somme 

sin  B  sin  C  tgx  -f  cos  B  ces  C  cotgx 
de  deux  termes  variables  de  produit  constant  Ce  minimum  a  lieu 
quand  ils  sont  égaux,  c'est-à-dire  quand  on  a 

tg  ce  =  v^côtg"BcôîgTr 
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591.  Mener  dans  un  demi -cercle  une  corde  parallèle  à  une  droite 
donnée  el  telle  que  le  trapèze  formé  par  cette  corde,  le  diamètre  et  les 
deux  perpendiculaires  abaissées  des  extrémités  de  cette  corde  sur  le 
diamètre  ait  une  surface  maximum. 

Soit  CD  la  corde  cherchée. 

AppeloDS  a  Tangle  de  la  droite  donné  xy 
ayec  le  diamètre;  cet  angle  est  égal  à  OMH 
comme  ayant  les  côtés  perpendiculaires.  Enfin 
désignons  OM  par  x;  la  base  moyenne 
étant  MH ,  la  surface  du  trapèze  est 

S  =  EFxMH 

Mais  EF  =  CDcosa,  MH  =  a?co8a,  et  le 
triangle  rectangle  COM  donne 


-»« 


Par  suite  E  F  =  2  cos  a  v/H*— ce» 

donc  S  =  2j?  cos»  a  v^R>— x» 

Cette  expression  sera  maximum  en  même  temps  que  «/R*  —  ce* 
ou  que  son  carré  os^fR*— a;'),  produit  de  deux  facteurs  dont  la 
somme  est  constante.  Donc  le  maximum  a  lieu  pour 

aî«=R«  — aî«;    d'où    x=~B^i 

La  corde  cherchée  est  le  côté  du  carré  inscrit. 
(Voir  Ex.  de  Géométrie,  n*  1703.) 


592.  Les  diagonales  d'un  quadrilatère  inscrit  sont  perpendiculaires 
et  leur  point  de  rencontre  est  à  une  distance  d  du  centre.  Quel  est  le 
maximum  de  la  surface  de  ce  quadrilatère  ? 

Soit  X  Tangle  de  01  avec  une  des  diagonales. 
La  surface  du  quadrilatère  est 

S  =  -|-ACXBD  =  DFx2CE 


DF  =  Vr»  — OF*,    DE  =  v/r«— OE» 
et  0F  =  rf8inaî,    OE  =  rfooscD 


donc 


S = 2v/(R»  — rf«8in«  X  yiR*^^*  cos»  x  ) 

La  somme  des  facteurs  placés  sous  le  radical  est  constante  et  égale 
à    2R«  —  d^,    donc  le  maximum  a  lieu  pour    sina;aco0x;    d*où 

a;  =  45« 
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593.  Dans  un  qucidrUatère  on  connaît  les  diagonales  et  Vangle 
qu'elles  forment,  Qtiel  est,  parmi  les  rectangles  circonscrits  à  ce  qua- 
drilaière,  celui  dont  la  surface  est  maximum  f  Exprimer,  en  fonc- 
tion des  données  et  de  la  surface  du  quadrilatère,  l'aire  du  carré 
drconserit, 

io  Soit  le  quadrilatère  ABCD  dans  lequel 
on  coQDatt  les  diagonales  AC  =  a,  BD  =  6 
el  Tangle  a  qu'elles  comprennent.  ^- -.^~fL^...f 

Dans  le  rectangle  circonscrit  MNPQ,   si  j        ^^^^yLr_!^SIc 

Ton  désigne  par  x  Tangle  de  la  diagonale  a  j^^^x^i;^-^ — "fx^ 

arec  le  côté  PN ,  on  aura  ^I^I^T^    iy^    \ 

MN  =  a  sin  a;  L_.....7!!>>JKL>_ j 

M  D  If 

L*angle  de  la  diagonale  6  avec  PQ  sera 
égala 

36O-(90-ha  +  aî)    ou    -^  —  (a  +  a)) 
donc  PN  =  68inr-^  — (a  +  aî)l=  — 6co8(a-f  a?) 

Par  suite»  on  aura  pour  la  surface  du  rectangle' 

S  =— a68inaîCOs(a  +  a5)=  -^[— 8in(a  +  2a5)  +  8ina] 
Le  maiimnm  de  cette  surface  a  lieu  pour 

d'Où  *=-4^— I 

et  la  surface  UMuûmum  est 

S  =  ^(l  +  8in«) 

2»  Pour  que  le  rectangle  circonscrit  soit  un  carré ,  il  faut  que  Ton 
ait  a8inâs= — 6cos(a+a?) 

d'où  a  =  — 6(co8acotgaî— sina) 

On  en  tire  cotga;=-^°-«-^^ 

^  b  COQ  OL 

par  suite, 


■  Jb  sin  a  —  a  )*  +  6*  cos*  a        6*  —  a6  sin  a  4-a*' 
Mais  la  surface  du  quadrilatère  est 
1 


-ç  a6sina  =  m* 
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donc  Texpression  précédente  peut  s^écrire 


La  surface  du  carré  est 

59^1.  De  UmB  U$  trianglet  de  même  base  ^  et  de  même  f>érimèire, 
quel  est  celui  dont  Vangle  au  sommet  est  maximum?  Étudier  de 
quelle  manière  varient  les  rayons  des  cercles  eireonserU,  inscrit  et 
ex'inscrils,  et  la  somme  des  hauteurs  menées  des  exlrémitis  de  la 
base, 

io  L*angle  au  sommet  est  donné  par  la  formule 


^■J^-V       P(p--a) 


or  les  quantités  a,p,  p  —  a  étant  constantes,  on  est  ramenée  trouver 
le  maximum  du  produit  de  deux  facteurs  p— 6  et  p— c,  dont  la  somme 
est  aussi  constante.  Le  maximum  a  lieu  pour  &=c,  et  le  triangle 
est  isocèle, 

2»  Variation  (ie  R.  ^  Il  faut  distinguer  si  la  somme  s  des  côtés 
variable  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  w/^. 
La  formule  qui  donne  le  rayon  du  cercle  circonscrit  étant 

a 


R  = 


2sinA 


si  Ton  a  «>a^,    le  maximum  de   tg-^A,  c'est-à-dire  i/ --£-—-., 

est  plus  petit  que  i,  et,  par  suite,  le  maximum  de   -n- A    est  plus' 
petit  que  45».  L*angle  A  est  toujours  aigu,  et  au  maximum  de 
tg  -^  A  correspond  le  maximum  de  sin  A ,  et  par  conséquent  le  mi- 
nimum de  R. 

Si  Ton  a    s^œ/2,    la  valeur  maximum  de  A  est    ^90;    Tangle 
croit  jusqu'à  cette  dernière  valeur,  et  le  minimum  de  R,  qui  est  -^^ 

correspond  à  la  valeur  -^  de  A  ou  0. 

3»  Variations  de  r,  r*,  r",  r'".  —  Pour  r  et  r',  la  question  est 
résolue,  puisque 

r  =  (p-a)tgiA    et    r'  =  pIgiA 
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ces  rayons  yarieat  de  la  même  manière  que  A  ;  ils  atteignent  leur 
maximum  quand  le  triangle  est  isocèle. 

Pour  r"  on  a  la  formule 

et  Ton  est  ramené  à  étudier  Texpression 
g  -f  fe  ~  c 

Or  on  a 

Q4.(fe-c)^2a— [g  — (6--C)]  _         2a  ^ 

a  —  (6  — c)  a — (6— c)  o  — (6  — c) 

et  Ton  n'a  plus  qu'à  suivre  la  variation  de    6  — c.    On  voit,  par 
exemple,  que  pour  &=c  la  valeur  de  r''  est  minimum. 

Quant  au  rayon  r"',  comme  le  produit  r"r'"=p(p  — a)  =  const., 
on  voit  qu'il  varie  en  sens  inverse  de  r",  et,  par  suite,  que  son  maxi- 
mum est  atteint  quand  le  triangle  est  isocèle. 

4*  La  somme  des  hauteurs  abaissées  des  extrémités  de  la  base  est 

a(sinB  +  sinC)    ou     ^^^|[^^ 

et  Ton  est  ramené  à  la  variation  de  R. 

595.  On  donne  deux  demi -circonférences  PC  et  PQ  de  rayons  R 
et  r  tangentes  intérieurement  au  point  P,  extrémité  de  leurs  dia^ 
mètres.  Par  ce  point,  on  mène  une  sécante  qui  rencontre  la  petite 
circonférence  en  A  et  la  grande  en  B.  A  quelle  position  de  la  sécante 
correspond  le  maximum  de  la  surface  du 

triangle  ABC? 

*    Soit  a  Tangle  de  la  sécante  avec  PC.   La 
surface  du  triangle  ABC  rectangle  en  B  est 

S  =  ~ABxBG  p''-: 9" 

Or  BC=2Rsina    et    AB  =  PB  — PA  =  2(R  — r)cosa 

donc  S=2R(R  — r)sinacosa=:R(R  — r)8in2a 

Le  maximum  de  S  a  lieu  en  môme  temps  que  celui  de  sin2a, 
c'est-à-dire  pour    sin22e  =  1;    d'où 

2a  =  90»    et    a  =  45<». 

La  surface  maximum  est  alors    S=:  R(R— r). 

596.  Mener,  par  Vun  des  points  d'intersection  de  deux  cercles  de 
rayons  donnés  R  et  t,  une  sécante  telle  que  le  produit  des  cardes 
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interceptées  soit  maximum,  QuHle 
position  doit  avoir  la  sécante  pour 
que  la  somme  des  cordes  soit  maxi- 
mum ou  minimum  f 

Soit  BB'  une  position  quelconque 
de  la  sécante  menée  par  le  point  A. 
Joignons  le  point  A  aux  deux  cen- 
tres, appelons  a  et  a'  les  angles  for- 
més par  la  sécante  avec  les  rayons, 
et  A  Tangle  des  deux  rayons. 

AB  =  2Rco8a    et    AB'  =  2rcosa' 


Le  maximum 


On  a 
donc 

!•  Le  produit  des  deux  cordes  est    4Rr  cos  a  cos  a', 
de  ce  produit  a  lieu  en  même  temps  que  celui  de 

C0B«C08«'=  C08_(a  +  a:)+.Ç08ia-al 

Or  le  premier  terme  de  cette  somme  est  constant,  car 

a -f- «'  =  180»  — A 

donc  le  maximum  répondra  à  celui  du  second  terme;  il  aura  lieu  pour 
a  =  a',    la  sécante  sera  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  l'angle  A. 

2«  La  somme  des  cordes  est  2  (  R  cos  a  +  **  cos  a')  »   ou ,  en  rempli* 
çant  a'  par  sa  valeur 

a'  =  i80o  — (A  +  a) 

BB'  =  2[Rco8a  — rcos(A-ha)] 

Pour  trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  la  quantité  entre  pareil*» 
thèses,  on  Téorit,  en  développant    C08(A  +  (x)i 

(R  — rcosAjcosa-frsinAsina 
expression  de  la  forme    a  sin  os  +  &  cosx.    On  a  successivement 

^.-    A  /„.        .    R  — rcosA 
r  sm  A I  sin  a  -f-  — 


rsmA 


-cos 


•) 


rsin  Afaina  +  -r —  cosa  j  =  rsin  AcoB(a  —  9) 


en  posant 


tg<P  = 


rsin  A 


R  —  r  cos  A 


Le  maximum  et  le  minimum  dépendent  de    cos  (a  — f  )  ;    le  maxi- 
mum aura  lieu  pour    a  =  ^  ;    d*où 

,  rsin  A 

*«*==  R  — rcosA 
le  minimum  aura  lieu  pour    a =90  +  9. 

Pour  déterminer  la  position  de  la  sécante  maximum ,  considérons 
le  triangle  OAO'  et  désignons  par  d  la  distance  des  centres  00'. 
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La  relation  des  sinus  donne 

d8inO  =  R8inA 
de  plus  on  a  (  Trig,,  n»  71  ) 

R s=s r cos A  +  rf C08 0    ou    dco80  =  R  — rcosA 
et,  en  divisant  membre  à  membre, 

rsin  A 


419 


tgO  = 


K  —  r  C08  A 


Donc,  dans  le  cas  du  maximum,  Tangle  a  =  0,  la  sécante  est  pa- 
rallèle à  la  ligne  des  centres, 

DanR  le  cas  du  minimum,  elle  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
centres;  c'est  la  corde  commune.  (Voir  Ex.  de  Géom,,  n«  879.) 

On  traiterait  de  la  même  manière  le  cas  oii  les  points  B  et  B' 
seraient  du  même  côté  du  point  A  :  la  sécante  de  longueur  maximum 
serait  la  bissectrice  de  l'angle  A,  etc. 


897.  Inscrire  dans  un  segment  de  cercle  le  rectangle  de  surface 
maximum. 

Soient  AMB  le  segment  donné,  R  le 
rayon  du  cercle,  a  le  demi -angle  AOB 
ou  Tangle  BOM,  et  CDEF  le  rectangle 
cherché.  Joignons  OF,  et  prenons  pour 
inconnue  Tangle  MOF  =  aî. 

La  surface  du  rectangle 

S  =  2GFxGH;      or      GF  =  R8ina? 

et  GH  =  GO  — HO  =  Rcosaî  — Rcosa 

donc  S  =  2R*sinœ(co8»  — cosa) 

La  valeur  de  x,  pour  laquelle  cette  expression  est  maximum ,  est 
délie  qui  rend  maximum  le  produit  8ina9(co8a;  —  cos  a)  ou  son  carré 

8in*aî(oo8aî  — oosa)'     ou      (1  — cos»aj)(cosa3  — cosa)* 

ou  enfin      (1  +  C08a?)(l— cosa?)  (cosx  — cosa)  (cosaj  — cosa) 

Pour  déterminer  le  maximum  de  ce  produit,  employons  la  méthode 
des  coeffieients  indéterminés.  Multiplions  les  deux  premiers  facteurs 
par  les  indéterminées  m  et  n,  il  vient 

m(l  -f  coBx)n{\  —cos 03)  (cosos  — cosa)  (cosoî  —  cos  a) 

La  somme  des  facteurs  est 

(m  —  n -f  2)  cosa;  +  (m  +  n  — 2)  cos  a 

Cette  somme  sera  constante  lorsque  sa  première  partie  sera  indé- 
pendante de  ooBx,  c'est-à-dire  quand  on  aura 

fn-n  +  2=0  (i) 
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Les  facteurs  étant  égaux,  on  déduit  m  et  n  des  équations 

m(\  -|-cosaj)  =  co8aî  — cofla 

n  (i  —  cos  œ  )  =  cos  CD  —  cos  a 

Ay^\  ^       cos  a?  —  cos  a       ^,      ^ cos  aï  —  cos  a 

a  ou  m  =  — j—, et     n  *=  — 3 

1  + cos  05  1  —  cosa? 

Ces  valeurs  portées  dans  la  relation  (1)  donnent 

cos  g  — cosa  '    cosa;  — cosa    1  o_o 
i  +  cos  aï  1  —  cos  X      '  ' 

ou     (co8aî—cosa)(i—co8aî  —  l  — cosa?) +  2(1  — cos*aî)  =  0 

ou  2cos*aî  — cosacosaj  — 1=0 

^'.^.^  ««o^       C08a=b/c08«a  +  8 

a  ou  cos  X  = ^-7 ■ — 

4 

Diicuaion.  —  Les  deux  valeurs  de  cosa;  sont  réelles,  mais  la  ra- 
cine négative  ne  peut  convenir  puisqu'elle  correspond  à  un  angle  obtus 
et  qu'il  s'agit  du  rectangle  inscrit  dans  le  plus  petit  segment  limité 
par  la  corde  AB.  Pour  que  la  racine  positive  soit  admissible,  il  faut 
qu'elle  soit  plus  petite  que  1.  On  a  donc  la  condition 

2  — cosa  — 1>0 

ou  cos  a  ^  1 

condition  toujours  remplie. 

Remarquée,  I.  Si  a  =  90o,  le  segment  est  un  demi-cercle,  et  Ton  a 

cosa?=-^;      d'où      a;  =  45'» 

Le  rectangle  maximum  est  la  moitié  du  carré  inscrit  dans  le 
demi-cercle.  (Voir  Ex,  de  Géomélrie,  n«  364.) 

II.  La  fonction  2  cos*  x  •—  cos  a  cos  a;  —  1  est  la  dérivée  de 
sina;  ( cos X  — cosa);   or  lorsque  x  varie  de  0  à  ic,  cette  dérivée 

passe  du  positif  au  négatif  pour    cos  a?  =  ^^^^"^vf^^  «+     ^ 


et  du  négatif  au  positif  pour         co8x=  CQ8«-V^|og!«±g . 

La  première  répond  donc  à  un  maximum,  et  la  deuxième  répon- 
drait à  un  minimum  (n®  205). 

598.  On  donne  deux  cercles  tangents  en  un  point  A.  Par  le  point 
de  contact,  on  mène  deux  cordes  formant  entre  elles  un  angle  donné  a. 
Pour  quelU  posilion  de  ces  cordes  la  surface  ABC  est-elle  maximum? 
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io  Les  cercles  sont  tangents  extérieu- 
rement. 

Soient  R  et  r  les  rayons,  et  x  Tangle 
OAB. 

La  surface  ABC  =  -0  AB  x  AG  sin  a  ;  le 

maximum  correspond  à  celui  de  ABX  AC. 

Or  ABxAC=2RcoBapX2rco8(ic— a— x)= 

=  2Rr  [cos  (ic  —  a)  +  cos  (  w  —  a  —  2a5)] 

et  cette  expression  sera  maximum  pour    cos(ic  — a^2x)=i  ; 

d'où  ,1  — a-2x=0;     d'où     aî  =  -^^ 

L'angle  O'AC  a  pour  valeur 


m 


-        -         «  *  —  *  «  —  OL 

K  —  a— 'X  =  is — a n —  =  — 25 — 


il  est  égal  à  x. 

La  surface  ABC  est  donc  maximum  quand  les  cordes  AB  et  AG 
sont  également  inclinées  sur  la  ligne  des  centres,  et  cette  surface 


maximum  est 


S=2RrsinaBin*|^ 


2»  Les  cercles  sont  tangents  intérieurement. 
Le  produit 

ABxAC  =  2RcosaX2rcos(a  — aî)  = 
= 2Rr  [cos  a  +  cos  (  a  —  2a?)] 
le  maximuin  a  lieu  quand 

C08(a  — 2aî)  =  l;      d'où     »  =  5^ 

Les  cordes  sont  encore  également  inclinées  sur  la  ligne  des  centres , 
et  la  valeur  du  maximum  est 

S  =  2Rr8inacos*5- 

Remarque.  On  peut  se  proposer  d'étudier  conynent  le  triangle  maxi- 
mum varie  avec  a.  Tout  revient  à  chercher  le  maximum  du  produit 


sîn  a  sin* 


Qji     sin  a  cos*  ~ 

a 


2"         ^  -"-wo      2 


Le  premier  produit  revient  à    2Bin3~coS'^,    qui  est  maximum 
en  même  temps  que  son  carré  (sin*  ^j  cos*  y*    ^^  somme  des  fac- 
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teurs  étant  constante,  le  maximum  a  lieu  pour 

8in«-|=3cos«|-;    d'où    Ig^-rry/T;   |^  =  6(>»    et    a  =  i20 
Les  cordes  sont  alors  inclinées  de  30o  sur  la  ligne  des  centres. 
Le  deuxième  produit  peut  s'écrire     28in^cos'^.     On  est  de 

même  ramené  à  chercher  le  maximum  de    sin*  -2-  Tcoe*  i\  ;     il  a 

lieu  pour        8in*a  =  ^  cos*  ^  ;     d'où      Ig  ^  =  -^^ 

d'où  2=^      ®'      a  =  60« 

599.  Deux  cercles  variables  sonl  respeetivemerU  inscrits  dans  un 
angle  donné  2a  et  dans  son  opposé  au  sommet ,  et  la  somme  de  leurs 
aires  reste  égale  à  une  quantité  constante  S.  Cela  posé,  on  demande 
d'exprimer  en  fonction  de  ti  et  de  S  la  distance  des  centres  des  deuas 
cerdes  quand  elle  est  minimum,    (Bacc.,  Dijon,  novembre  1879.) 

Soient  a?  et  y  les  distances  da 
sommet  de  l'angle  donné  aux  centres 
des  deux  cercles,  R  et  R'  les  rayons 
de  ces  cercles. 

On  a    R=a;8ina    et    R'«ysina 

donc  la  somme  des  aires  des  cercles 
est    itsin«a(x'-hy*)=S,   et  Ton  a 
à  résoudre  le  système  des  équations 
x-\-y:^m 
a?«  +  y»=  ^Bi^iq^  =c»    pour  abréger. 
On  en  tire  2X«  —  2mX  +  m«  —  c« = 0 

d'où 


V       mdiv/2c»  — m» 
^^ 2 


Pour  que  X  soit  réel ,  il  faut  que  m  soit  compris  entre  les  racines 
de  2c*  — m«=0,   c'est-à-dire  entre  —  c/S"  et  +c/2. 

Si  Ton  s'en  tient  au  sens  restreint  de  l'énoncé  qui  n'attribue  à  x  et 
à  y  que  des  valeurs  positives ,  on  ne  tiendra  compte  que  de  la  valeur 

maximum  c/2  qui  a  lieu  pour     x=y=:  -^ — . 

600.  Pour  étudier  complètement  la  question,  proposons -nous  de 
suivre  les  variations  de  la  distance  des  centres. 

Supposons  X  positif  ou  négatif  suivant  que  A  est  à  droite  ou  â 
gauche  du  sommet  O  ;  ce  sera  l'hypothèse  inverse  pour  y. 
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L'équalion     œ*  +  y«  =  c*,    d'où    y = v/c«  — «*     montre  que  : 

i"  X  ne  peut  varier  qu'entre  — c  et  +<?;  il  en  est  évidemment  de 
même  pour  y, 

^  A  toute  valeur  de  x  correspondent  deux  valeurs  de  y  égales  et 
de  signes  contraires. 

Alors  l'équation  m =05  + y  fait  voir  que 

3«  m  prend  deux  valeurs  différentes  pour  chaque  valeur  de  x. 

On  peut  dresser  le  tableau  suivant  : 


VALBTJBS  DB  X 

VALKUBfl  DB  y 

VALEUR»  DB  m 

—  C 

S 

0 

2 

0 
2 

2 

0 

—  c 
0 
1          0 

La  courbe  représentative  des  variations  de 
m  est  une  ellipse  rapportée  à  deux  diamètres 
conjugués. 

Si  Ton  8*en  tient  strictement  à  renoncé  du 
problème,  la  partie  utile  de  la  courbe  est 
PMQ;  elle  présente  pour  m  un  maximum 
algébrique  M  et  deux  minimum  géomé- 
triques P  et  Q. 


§  2.  —  Problèmes  relatifs  à  la  Géométrie 
dans  l'espace. 


601.  /)e  tou»  les  cônes  de  révolution  qui  ont  même  génératrice  a, 
qtiel  est  celui  dont  le  volume  est  maximum  ? 

Soit  X  le  demi-angle  au  sommet  du  cône.  Le  rayon  de  la  base  sera 
asinx,  et  la  hmiteur  acosx;  donc  le  volume  sera 

V  =  Tc-  ica'  sin'ir  cos  x 

il  safût  de  chercher  la  valeur  de  x  qui  rend  maximum 
8in*a;oosa;     ou      (i  — cos»  a?)  cos» 
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Le  maximum  a  lieu  en  môme  temps  que  celui  du  carré 

(1  — co8*aî)*c<)s*» 
c'est-à-dire  pour     i  —  cos« x  =  2  cos^o;    ou    co8*x  =  -L 

d'où  cosaj  =  -^ 

par  suite     sinaj=iy-    et    tgaj=/2'     (x=54<»44'8",2) 

Le  volume  est  V  =  -«-  ica*  /3 

(Voir  Ex.  de  OéomUrie,  n»»  2045  et  2049.) 

602.  De  tous  le$  cylindres  inscrits  dans  une  sphère  de  rayon 
donné  R,  quel  est  celui  dont  la  surface  totale  est  maximum  f 

Soit  œ  le  rayon  de  la  base  du  cylindre  et  2t/  sa  hauteur.  11  faut 
chercher  le  maximum  de    S  =  2nx*  +  4icxy    ou  de    x*  +  2xi/. 

Appelons  a  Tangle  du  rayon  de  la  sphère  avec  le  rayon  de  base, 
on  a  x  =  Rco8a     et     y  =  R8inai 

Le  problème  revient  à  chercher  la  valeur  de  a  qui  rend  maximum 

cos*a  +  8in2a    ou    2c08*a-f  28in2a  =  i -fcoB2a-f2sîn2« 
ou  simplement  cos  2  2  +  2  sin  2a 

En  posant  tg9  =  2,  Texpression  à  rendre  maximum  est 
cos(2a  — ç) 
le  maximum  de  ce  cosinus  est  1 ,  et  il  a  lieu  pour  a  »  ^ . 

Or  tg<p=: ^—  =  2 

l-tg«-| 

et,  en  y  remplaçant  -I*  par  a,  on  a 

tgîa  +  tga-i=0;     d'où     tga=:-^  (/8"-l) 

Donc  le  rapport  de  la  hauteur  au  diamètre  du  cylindre  égale  celui 
du  plus  grand  segment  d'une  droite  divisée  en  moyenne  et  extrême 
raison  à  la  droite  entière. 

603.  Quel  est  le  cane  de  volume  maximum  inscrit  'dans  une  sphère 
de  rayon  R?    (Brevet  de  VEnseignement  spécial,  1878.) 

Soient  x  le  rayon  de  la  base  du  cône  et  y  sa  hauteur.  H  faut 

chercher  le  maximum  de  V  =  i  «5c*j/  ou  du  produit  a^y, 
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En  appelant  a  le  demi-angle  du  cône,  on  a 

a;=B8in22     et     v  =  R(l -|-co82îï) 
il  faut  déterminer  le  maximum  de  sinS2a  (1  +co82x);  or  ce  produit 
peut  s'écrire  (1  —  coa 2a)  (  1  +  cos 2a)* 

et  le  maximum  a  lieu  quand  on  a 

i-cos2a=i±^^;     d'où     C032a  =  ~ 

On  trouverait  facilement  que  le  volume  maximum  est 
„      32itR» 

(Voir  Ex,  de  Géom,,  n»  2052.) 

60).  Quel  eêi  le  cône  inscrit  dan*  une  sphère  de  rayon  donné  R 
et  dont  la  surface  totale  est  maximum  ? 

Soient  x  le  rayon ,  y  la  génératrice  et  a  le  demi-angle  au  sommet 
du  cône. 

La  surface  totale  S  =  u  (  a?*  +  xy  ) 

or  x  =  R8iD2a      et     y=^' 


sina 

donc        S  =  it««(-^j^~5L)=4itR«8inaco8««(i+8ina) 
Le  maximum  de  sinacos>a(l  +8ina)  a  été  calculé  au  n»  194;  il  a 
lieu  pour  sin  a  =       /  — 

On  peut  en  déduire 


=  y/^+|II    et   8  =  4,R«x  '^-^^^ 


cosa 


605.  Étiuiier  les  variations  du  volume  engendré  par  un  triangle 
isocèle  dont  Vangle  au  sommet  est  variable  et  dont  les  côtés  égaux 
ont  une  vcUeur  constante  a ,  lorsqu'on  le  fait  tourner  atUour  d'un 
axe  mené  par  le  sommet  parallèlement  à  la  base.  (  Baccalauréat.) 

Soient  2x  la  base ,  y  la  hauteur  et  a  le  demi-angle  au  sommet  du 
triangle. 

Le  volume  engendré  ^  ~  "J  '^^     (  Qéom,,  n»  568 ,  !•) 

or       2c=3acosa,    y  =  asina;     donc    V=^ica*cos*a8inai 

Le  maximum  de  ce  volume  répond  au  maximum  de    cos'asina 
ou        (1— sin«a)sina     ou  de  son  carré     (1— 8in*a)*sin«a 
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II  a  lieu  quand  ou  a 

1  — 8in«a=2«n*a;      d*où      8in«a  =  -j 

ou  8ina=->^;        a  =  35oi6'8",4 

alors  V=  -^Tca»/^ 

(Voir  Ex,  de  Géom.,  n«  2080.) 

Pour  étudier. les  Tariatioiis  du  volume,  il  suffit  de. donner  à  «  une 
série  de  yaleura  croissantes. 

Lorsque  a=0,  le  volume  est  nul. 

Si  a  croît,  le  volume  augmente  jusqu'à  a=35<»16'8",4  et  atteint 
son  maximum. 

Pour    a=30»,    le  triangle  générateur  est  équilaléral. 


8ma  = 


i  xr_  i 


H»  ^=-î 


V  =  4^itt»« 


Pour      a  =  35«»16'8'',4,     8ina  =  -^,     V=-^icaV3 

Si  a  continue  à  croître,  le  volume  diminue. 
Pour    a  =  45»,    le  triangle  est  rectangle  isocèle. 

8ina  =  ^,       V  =  ^itaV'5" 

.   Pour         a=60»,       Bina  =  -5Ç,        V:^-^imi«/3 

Pour  a=90»,       sina  =  i,  V=0 

606.  Circonscrire  à  une  demi- sphère  de  rayon  R  un  cane  de  «o- 
lume  minimum  ayant  sa  base  sur  le  plan  diamétral. 

Les  notations  étant  les  mêmes  que  dans  le  problème  précédent ,  on 

a  à  chercher  le  minimum  de  y=-^'KX^y  ou  du  produit  x^. 

Or  x=-5-     et     1/  =  -^ 

cosa  ^       sma 

donc  il  faut  chercher  le  minimum  de  — « — > — .  Ce  minimum  a 

cos*  a  sin  a 

lieu  quand  Tinverse  est  maximum.  Mais  le  maximum  de  cos^asina 
correspond  au  maximum  de  son  carré 

(cos*a)*sin*a 

produit  de  deux  facteurs  dont  la  somme  est  constante.  H  a  lieu  quand 

co8«a  =  28in«a,    d'où    tga  =  -^,    sin«  =  -^    et    y  =  Rv^ 
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par  suite,  V=^icR'/3^ 

(Le  maximum  de  cos^asina  peut  encore  se  calculer  comme  au 
problème  précédent.) 

607.  Parmi  les  cônes  droits  circonscrits  à  une  êphère  de  rayon 
donné  R,  quels  sont  ceux  pour  lesquels  1»  la  surface  latérale,  2°  la 
surface  totale,  3°  le  volume  sont  ininimum? 

Soient  x  le  rayon,  y  la  hauteur,  %  la  génératrice  et  a  le  demi- 
angle  au  sommet  du  cône. 


3  =  - 


cosa 
X  _  R(i  -f  sing) 


8in  a  sin  a  cos  a 

!•  La  surface  latérale 


a         ^        «R«(i4-sina)*       icR*(i4-sina)«         p,       1  +  ain  g 
'  8inaco8*a  8ina(l  — 8in*a).  8ma(l  — sina) 


Cherchons  le  minimum  de  la  fraction,  en  posant 
ou     m  sin*  a  — (m  — 1 


-^l-±iil^i— -  =  m     ou     m8in«a  — (m  — l)8ina  +  l=0 
8ina(l— sma)  *  ' 


d'où  sina—-  ^~ 

La  valeur  de  m  doit  être  extérieure  aux  racines    m  =  3d:/?    du 
trinôme  sous   le  radical;  le  minimum   répond  à  la  plus  grande 

m  =  3+v/8,    pour    sina=-^i^=v/5-l. 

6  +  2v'8 

2o  La  surface  totale 

^  '         V  sma/  sina(l— sma) 

Il  faut  chercher  le  minimum  de  la  fraction ,  en  posant 
_  (1+giDa)«      ^^ 
sina(l  —sina) 

on  (tn  +  l)sin2a  — (m— 2)sina-i-i=0 


d'où  sin  a  = n,      .4. 

La  valeur  de  m  doit  ôtre  extérieure  aux  racines  0  et  8  de  la  qaan- 
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tité  SOUS  le  radical;  le  minimuin  répood  à  la  plus  grande  racine 
3* 


:4R. 


Par  suite,      cosa  =  ^v^,    lga  =  ^v^,    î/  = 

Ainsi,  la  hauteur  est  double  du  diamètre» 

aî  =  ytga  =  Rv/2,    S|  =  8iiR« 
et  la  surface  totale  minimum  est  double  de  celle  de  la  sphère. 

3*  Le  volume  de  tout  solide  circonscrit  à  une  sphère  égale  le  pro- 
duit de  sa  surface  totale  par  le  tiers  du  rayon.  (Ex,  de  Géom,,  n«  2053, 
Bem.  2«.  )  Donc  le  cône  de  volume  minimum  est  le  même  que  celui 

de  surface  totale  minimum;  il  a  pour  volume  -q-icR',  il  est  égale- 
ment double  du  volume  de  la  sphère.  C'est  le  résultat  que  Ton  obtient 
d'ailleurs  en  calculant  d'après  la  formule 

v-i,^»..-i-R'(i+8in«)«     R(l+8in«)_i_p,    (i-f8ina)t 
v  —  3«aî»y-3ir        -^^^-^ . ^j^- -^,cK  Tina(l-8ina) 

On  a,  comme  précédemment,  à  chercher  le  minimum  de  J     i\!^^^  y 

(Cette  fonction  a  été  étudiée  plus  amplement  au  n«  196.) 
Remarque.  Le  minimum  peut  encore  s'obtenir  par  une  autre  mé- 
thode qui  consiste  à  transformer  la  fraction  en  un  produit  de  fac- 
teurs ayant  une  somme  constante.  A  cet  effet ,  on  écrit 

1  i-8ina  =  ? 
d'où  sina  =  ç  —  1    et    i — sina  =  2  — 9 

La  fonction  devient        -, ^-^70 r- 

(9  — 1)(2  — ç) 

ou,  en  divisant  les  deux  termes  par  9^  (on  divise  chaque  facteur  du 
dénominateur  par  9), 


(-i)(|-0 

Le  minimum  cherché  correspond  au  maximum  du  dénominateur,  00 

de  son  double    (2 )( 1);    produit  de  deux  facteurs  dont 

la  somme  est  1.  Le  maximum  a  lieu  pour 


2-2=1-1    ou    A  =  3 


9 
d'où 

donc  1  -h  «in  a  =  4    ©t    sin  a  =  -g- 


9  =  ^ 

8ina=3 
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606.  DetUD  eâne$  droits  opposés  par  la  base  sont  inscrits  dans  xme 
sphère  de  rayon  donné  R.  Quand  la  différence  de  leurs  volumes  est' 
dU  maximumf 

Soit  a  TaDgle  du  rayon  OA  avec  la  hauteur  des 
eônes. 

Le  rayon  de  la  base  commune  est   Rsina,   la 

différence  des  hauteurs  est    20I=2Rco8a;    donc 

2 
celle  des  volumes  est    -j  icR'  sint  a  cos  a. 

11  faut  chercher  la  valeur  de  a ,  qui  rend  maxi- 
mum le  produit   sinSacosa    ou    (1  —  cos*  a)  cos  a. 
Le  maximum  a  lieu  en  même  temps  que  celui  du  carré 
(1— cos*  a)*  cos*  a 

c'est-à-dire  pour    1— co8*a  =  2co8*a    ou    cos*a  =  -j 


d'où 


•5 


609.  De  tous  les  cônes  droits  ayant  pour  base  un  petit  cercle  d^une 
sphère  de  rayon  donné  R  et  pour  sommet  le  milieu  du  rayon  per^ 
pendiculaire  à  ce  petit  cercle,  quel  est  celui  qui  a  le  volume  maximumf 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent;  la  hauteur  du  cône  est 

-|.-fOI    ou     2(R  +  2Rcosa) 

le  volume  est  donc 

V  =  ^iiR»8in««(H-2cosa) 

11  (aut  chercher  la  valeur  de  a,  qui  rend  maximum  le  produit 
8in*a(14-2co8a)    ou    (1 -j- cos  a)  (1  — cos  a)  (1  +  2  cos  a) 
Employons  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  : 
m(i  4- cos  a)  =  1  +  2  cos  a 
n  (1  —  cos  a)  =  i  +  2  cos  a 
w  — n-h2=0 

iH-2co8«       l  +  2co8«    I  2—0 
1  -hcosa  1  —  cos  a 

6cos«a  +  2cosa  — 2  =  0 


d'où 

ou 

d*où  enfin 


cosas 


6 


610.  De  tous  les  cônes  ayant  pour  sommet  un  point  fixe  et  qui  sont 
circonscrits  à  une  sphère  de  centre  fixe  et  de  rayon  variable,  quel 
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€$l  C€lu%  dont  i^  le  volume,  2^  la  surface  totale  eêt  maximum?  Le 
CÔixe  têt  limité  par  le  cercle  de  contact. 

Soient   AO=zd,    a  le  demi -angle  ao  sommet. 

La  génératrice    AB  =  dcota 
le  rayon     BI  =  AB8ina  =  (;fBinQioo8a 
la  hauteur    AI  =  AB  cos  a  =  d  coa*  a 

Denc  lo  le  volume  est 

V  c=  ^  «ds  sini  a  oos^  a 

Il  faut  chercher  la  valeur  de  a,  qui  rend  maxi- 
mum le  produit 

8in*aC08*a    ou    Bin«a(i  — Bin*a)» 


11  a  lieu  pour 
d'où 


i  — 8in<a  =  28inSa    ou 
sin  a  =  ^^ 


8in>a  = 


1 


Rinass. 


2«  La  surface  totale  est 

Sn=ic<it  (sin*  a  C08«a  +  sln  a  cos^a) 
=  ic<l*8ina(i— 8ina)(i  H-8ina)(i  -f  sina) 

Pour  trouver  le  maximum  du  produit  des  quatre  facteurs  variables, 
empbyons  la  méthode  des  coef^entt  indéterminée, 

m  sin  a  =  1  +  sin  a 
n(l  —  sina)  =  i  H- sina 
m  — n4-2=0 

d'où  iiliE«_4Jl?î^  +  2«0 

ema  1  — sma 

ou   .  4sin*a  — sina  — is=0 

8 — 

La  racine  négative  est  à  rejeter;  la  racine  positive  est  plus  petite 
que  i ,  car  la  substitution  de  1  dans  le  premier  membre  de  Téqualion 
rend  le  trinôme  négatif;  elle  convient  donc  à  la  question. 

611.  Inscrire  dans  un  hémisphère  de  rayon  donné  R  le  tronc  de 
cane  dont  la  surface  totale  est  maximum. 

Soient  x  le  rayon  de  la  base  supérieure,  y  le 
côté  du  tronc  et  a  le  demi -angle  au  sommet  du 
cône. 
La  surface  totale  sera 

S=ic[(R  +  «)y  +  aî«  +  Rî]  (1) 

Or        ya2Rsina,    R  — xai/sina 
d'où  R  — a;=2R8in>a 
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Donc  R  +  x=2R  — (R  — aî)  =  2R(l— 8m«a) 

d*où  •    x  =  R(i— 28m«a) 

En  substituant  dans  la  formule  (1)  les  valeurs  de  i/,  a?  et  R  +  x ,  on  a 

-^=2R8ina.2R(l  — 8in«a)  +  R«(l— 28in«a)«+R« 

ou    ■^— 2R«=:4R«8ma(l+8ma)(l-8ina)— 4R«8m«a(l-8in«a) 

=  4R«8ina(l+8ina){l  — sina)* 

Pour  trouTer  le  maximum  du  produit    8ina(l +8ina)(l  — sina)*, 
employons  la  méthode  des  coefficienU  indéterminée 

m8ina(nH-n8ina)(l  — 8ina)(l— sina) 

la  sommfb  des  facteurs  étant 

(  m  +  n  —  2  )  si  n  a -h  n -h  2 

on  a  la  condition  m+n  —  2  =  0  (2) 

et,  en  égalant  les  facteurs,  on  tire 

1  — sin«     .,    ^_  1  — sing 

wi  =  — = ei    ti  =  T — i — . 

sin  a  1  -h  8in  a 

la  relation  (2)  devient 

1  —  sin  «    ,    i  —  sin  a 


ou 
d'où 


Bin  a  1  +  sin  a 

4  sin'  a  +  sin  a  —  1  =  0 

sm  a  — g  -— 


612.  On  enUve  à  une  sphère  de  rayon  R  une  calotte  que  Von  rem- 
place par  un  hémiêphère  de  même  base.  Quel  est  le  maximum  de  la 
surface  du  corps  ainsi  obtenu  f 

Soit  a  Tangle  AOI.  La  surface  du  corps  est 

S=2iïR.Cl  +  2itÂi* 

=:2iïR(R  +  Rcosa)  +  2icR«8ln«a 

=  2wR«(l4-cosa  +  8in«a) 

=  2KR«(2+co»a  — C08«a) 

Le  trinôme  entre  parenthèses  est  maximum  lorsque 

008  a  égale  la  demi-somme  des  racines,  ou  -^ .  Donc 

le  maximum  cherché  a  lieu  pour    (i  =  30. 

613.  Dans  une  sphère  de  rayon  R,  quel  est  le  secteur  à  une  b<ise 
dont  la  surface  totale  est  maximum  f 

La  surface  totale  égale  celle  de  la  calotte,  augmentée  de  la  surface 
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latérale  d*un  côoe  dont  la  génératrice  est  R.  En  appelant  a  le  demi- 
angle  au  sommet  de  ce  cône,  le  rayon  est  R  sin  a^  et  la  surface  cherchée 

S  =  27cR/i-f  irR*8ina 
mais  A  =  R  — Rco8a  =  R(l  — cosa) 

donc  S  =  icR*(2  4-8ina  — 2co8a) 

11  suffit  de  chercher  le  maximum  de    sina  — 2cosa. 

Posons    tgç  =  2;    il  vient 
ting-  ^°?  cosa     ou      g'P«C08y-8inyC08«      ^^      8ip(«~9) 

COS  9  C08  9  C08  9 

or    8in(a— 9]    est  maximum  lorsque    a  — 9  =  90o;    d*où 
a  =  9  +  90« 

614.  De  touê  les  segments  sphériques  à  une  base  limités  par  une 
calotte  de  surface  donnée,  quel  est  celui  dont  le  volume  est  maximum? 
Le  volume  du  segment  est  donné  par  la  formule 

V  = 

La  surface  de  )a  zone  est 


V  =  1k/i«(3R-.A) 


2iiR/i  =  2icm« 
on  en  tire  R  =  ^ 

mais  A  =  R(1— cosa)  =  2R8in«-| 

Ces  deux  équations  déterminent  R  et  A^ 

R=    ^^       et     A=v/fm8in« 
2sin|  ^ 

et  Ton  a  pour  le  volume 

V  =  -^7rv/?m8(38in-|-28inî-|) 

Il  faut  chercher  le  maximum  de  la  quantité 

v/52  8in«(3-28in«f) 

ou  de  son  carré  2  sin*  5-/^3—2  sin*  5- V 

il  a  lieu  pour  3  —  2  sin*  y  =  4  sin«  -| 

d'où  Bin|  =  i|^     et     -«=60»     ou     a  =  120» 

Dans  le  cas  du  maximum,    R  =  m  U^;    m  est  le  côté  du  carré 
dont  la  surface  égale  celle  de  la  calotte. 
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615.  Inscrire  le  cylindre  de  volume  mctximum  !<>  dans  un  secteur 
sphérique  ayant  pour  base  une  calotte,  2o  dans  un  segment  sphé- 
rique  à  une  base, 

1«  Soient  R  le  rayon  et  a  le  demi -angle 
da  secteur.  Désignons  par  x  Tangle  FOI. 

Le  volume  du  cylindre    V  =  nFG*  x  CF; 

or   FG=R8inaj    et*   CF=-?^.(«:=^1- 

sma 

(Voir  le  problème  768.) 

donc       v  =  ^Ra^'^'^^i'^(«"^? 
sma 

Celte  expression  est  maximum  en  môme  temps  que  le  numérateur 
de  la  fraction  ;  c'est-à-dire  pour 

o 

x  =  2(a— x);    d'où    x=:-^a 
(  Voir  Ex.  de  Oéom.,  n<»  2055.  ) 

2?  Les  notations  étant  les  mêmes  qu*au 
D*  597,  on  a,  pour  le  volume  du  cylindre, 
V = kR'  sin'  a?  (  C08  05  —  coB  a  ) 
Le  maximum  a  lieu  en  même  temps  que       A^ 
sin' a?  (  cos  a?  —  ces  a  ) 
ou   (l-f-co8x)(l  —  co8aî)(cosaj  — cosa) 
La  méthode  des  coefficients  indéterminés  donne 

m(l  4-co8aj)  =  n(l— c08aî)=C08aî  — cosa 


cosaff  — C08a 


coeœ  — cosa 


+  1=0 


6t    m  —  nH-i  =  0    ou    — j—, 3 

^  T-j-cosic  i  — cosaî 

d'où  3co&*j;^2co8acosa;— 1=0 

co8a;=-g-^-g^«--t^'«  +1 

La  disoussion  est  identique  à  celle  du  n«  597;  on  trouve  la  con- 
dition   cosa^l. 


616.  Dans  une  sphère  de  rayon  R  on  inscrit  un  cylindre,  et  sur  ses 
bases  on  construit  deux  cônes  droits  ayant  leurs  sommets  sur  la 
sphère;  quel  est  le  maximum  du  volume  formé  par  le  cylindre  et  les 
deux  cônes?  ( Saint -Cyr.) 

Soit  X  le  rayon  du  cylindre,  2y  sa  hauteur  et  a  le  demi-angle  au 

sommet  des  cônes.  Le  volume  du  cylindre  est  2icx*y^  celui  des  deux 

o 
cônes    ^  i:x«  (  R  —  i/  )  ;    donc  le  volume  total 


V  =  |«««(R  +  2î/) 


TaiooxoMiTBiK.  —  M. 
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Or  x  =  RsiD2ai    et    vs3Roo82gc 

donc  V  =  1^  i:R8  Bin«2a  (1  +  2  cos  2a) 

Il  faut  chercher  le  maximum  de 

(1— co8»2a)(l-i-2cos2a)  =  (l  +  co8  2a}(l  —  co8  2a)(lH-2cos2a) 

La  méthode  des  coefficients  indéterminés  donne 

m(l  +  co82a)  =  n(l  — co8  2a)  =  i  +  2co82« 

et       m-n  +  2  =  0    ou     i.+  2co8  2a  ^  1  4-0.C0B2a      ^^^ 
'  l-Hcos2a  1  —  ooa  2a 

d'où  6cos*2a  +  2co82a— 2=0 

co82a  =  ^i+M 
Par  suite, 

«n.2«=ll+V^    et     V=2,R,.35i_^ 

(Voir  Algèbre,  problème  1023.) 

617.  On  obtiendrait  de  la  même  manière,  avec  un  calcul  un  peu 
plus  simple,  le  volume  minimun^éu  solide  circonscrit  à  une  sphère 
de  rayon  R  et  formé  d'un  cylindre  terminé  par  deux  canes  droits 
égaux. 

Soient  2x  la  hauteur  du  cylindre,  y  celle  de  chaque  cône  et  a  le 
demi-angle  au  sommet.  Le  rayon  étant  le  même  que  celui  de  la  sphère, 
on  a  pour  le  volume 

V=2icR\«  + -|  «R*y=|  iiR«(3x-h  V) 

Or  on  trouve  facilement 

l-tg«f 
cc  =  Rtg-|^    et    |^=»Rcotga=- 


donc 


2l8f 


{"'i^'-i^i)-^'"{"'i^^) 


La  parenthèse  est  une  somme  de  deux  quantités  dont  le  produit 
est  constant;  donc  le  minimum  a  lieu  pour 

Mg|  =  -^;    d'où   ^^  =  J^ 


Par  suite,  V  =  |-iiRV6 
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618.  Deux  cercles  égaux  de  rayon  R  sont  extérieurs  Vun  à  Vautre, 
et  la  dislance  00'  des  centres  est  d  ;  d'un  point  A  pris  sur  00'  on 
mène  des  tangentes  AB  et  AB',  et  l'on  fait  tourner  la  figure  autour 
de  00'.  Déterminer  le  point  A  par  la  condition  que  la  somme  des 
scnes  décrites  par  hb  et  B'D'  égale  la  moitié  de  l'une  des  sphères. 
(Sorixmne,  25  mars  1881.) 

Plus  généralement,  les  rayons  des  cercles  étant  inégaux  R  et  r, 
déterminer  le  point  A  par  la  condition  que  la  somme  des  zones  soit 
minimum.  (Besançon  et  Nancy,  concours  académique,  1877.) 

Soient  a  et  a'  les  angles  des 
tangentes  avec  00'. 

!•  La  surface  de  la  zone  BD  est 

2irR(R-0I) 

et  comme  OI^Rsina 

la  surface  égale 

2icR«(i— sina) 

De  même ,  surface  B'D'  =  2irR«  (  1  —  sin  a'  ) 

donc  2iiR«(l  -  sin  «)  +  2kR«(1  —  sin  a')  =  2itR» 

ou  sin  a  +  sin  a' =  1  (1) 

Déplus,  0A  =  -^    et    0A*=^  , 

•^      '  sm  a  sm  a 

donc  _J_4._Ç_^=:d  (2) 

Là  première  donne         sin  a'  =  1  —  sin  a 
eo  substituant  dans  (2),  on  a 

^      '         ^        —-d    ou    dsin«a  — rf8inaH-Rs=0 


sm  a        1  —  sm  a 

«  .                                  .            d=fc:/d(d  — /4H) 
d'où  sma  = o^ 

Condition.    d^4R.    La  valeur  de  OA  est    —. . 

sin  a 

2"  Pour  le  second  problème,  la  question  revient  à  trouver  le  mi- 
nimum de 

R»(l— sina)-|-r«(l— sina) 

ou  simplement  de  R*  sin  a  +  r^  sin  cl' 

on  a  donc  les  deux  équations 

R«sina  +  r*sina'  =  m  (1) 

-^  +  --^  =  d  (2} 

sma  ^  sma  "^  ' 
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En  les  multipliant  membre  à  membre,  il  vient 

^  V  sina    ^    Bina   / 

La  quantité  yariable  entre  parenthèses  est  la  somme  de  deux  quan- 
tités dont  le  produit  Br  est  constant.  Donc  le  minimum  cherché 
aura  lieu  pour 

R  sin  a  _  r  sin  a' 

•H 


sina' 

sina 

ou 

sin*  a         r 
»iu«  a'        H 

ou     — •    -T- 
sm  OU 

On  en  tire 

sin  a'  = 

sinav^ 

et  cette  valeur  substituée  dans  (2)  donne 

sina  ^ 

sinav'H 

d 

d'où  sina—  '^      -rv 


On  en  déduit  A0  =  - 


R     _       d/Râ 


sina        y/Hâ  +  v^H 
et  de  même  pour  AO';  d'ailleurs 

AO  ^rsing^  _.  ^R» 

AO'        h  sin  a        y/fâ 


§  3.  —  Problèmes  relatifs  aux  courbes  usuelles. 

619.  ConnaisêarU  dans  une  ellipie  le  grand  axe  2a.  et  la  distance 
focale  2c,  trouver  les  rayons  vecteurs  du  point  M  de  cette  ellipse,  d'où 
la  distance  focale  est  vue  sous  un  angle  donné  a  ;  trouver  le  maxi' 
mum  de  cet  angle,  (  Bacc.,  Lille.) 

Soient  x  et  y  les  rayons  vecteurs  du  point  M  ;  ces  rayons  et  la  dis- 
tance focale  forment  un  triangle  qui  donne 

X*  +  y  »  —  2xy  cos  a  =  4c* 

or  sc4-y  =  2a 

En  ajoutant  à  la  première  équation    2xy,    on  a 

(«  -f  y)*  —  2a5y  cos  a  =  4c*  +  2aîy 

ou  4a«  —  2xy  (1  +  cos  a)  =  4c* 
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OU  4a*  —  àxy  cos*  -ç-  =  4c* 

d'où  xyr-  "       ''    — 


C08*  -2-         cos*  -î- 


Donc  as  et  y  sont  les  racines  de  Téquation 

X«-2aX-h       ^'      =0 
cos«^ 


d'où  X 

La  condition  de  possibilité  est 

a*^ ou     cos^^  — 

co,.|.  '        " 

Le  minimum  de  co6-|-  est  —  ;  or  a  étant  plus  petit  que  ic,  on 
a  '7<-S-î  psr  conséquent,  au  minimum  de  cos-|-  correspond 
le  maximum  de  Tangie  -5-.  Quand  cos-2-  = — ,  x=y=a;  le 
point  M  est  Tun  des  sommets  du  petit  axe  de  Tellipse. 

620.  Cette  dernière  partie  donne  la  solution  du  problème  plus  gé- 
néral déjà  traité  (no  594): 

De  toxM  les  triangles  de  même  base  a  et  de  même  périmètre,  quel 
est  celui  dont  Fangle  an  sommet  est  maximum  9 

Au  lieu  de  la  méthode  qui  a  été  suivie,  on  peut  répéter  le  calcul 
précédent  et  dire  : 

Soient  l  la  somme  des  côtés  variables  x  et  y,  et  a  l'angle  au  sommel. 
On  a  x-\-y  =  l 

et  aî«4-y>— 2xi/cosa  =  a« 

La  seconde  équation  s'écrit 

(»  +  !/)*  —  4a?t/  cos'  -2-  =  a' 

ou  i» — Axy  ces*  -^  =  a* 

d'où  coEi^=.J^p^ 

Le  maximum  de  a  correspond  au  minimum  de  cos  -^  et  d  *• 
cos<-n-;    or  le  minimum  de  la  fraction  répondant  au  maximum  du 
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dénominatenr,  on  est  ramené  à  chercher  le  maximum  du  produit  xy 
de  deux  facteurs  dont  la  somme  est  constante.  Il  a  lieu  pour  x=:y, 
et  le  triangle  cherché  est  isocèle. 

621.  Dans  une  ellipse  dé  finie  par  son  grand  axe  2a  et  $a  distance 
focale  2c ,  on  mène  deux  rayons  vecteurs  parallèles  FM  et  F'M'. 
Quelle  direction  faut-il  donner  à  ces  rayons  pour  que  le  trapèze 
FMM'F  ait  la  surface  maximum  f 

Soit  a  Tangle  des  rayons  vecteurs  r  et  r'  avec  le  grand  axe  de  Tel- 
lipse.  La  surface  du  trapèze  sera 

S  =  (r-|-r')C8ina 

Si  l'on  remarque  que  les  diagonales  du  trapèze  sont  2a  —  r  et 
2a  — r',    Tun  des  triangles  FMF'  ou  FM'F'  donne 

(2a — r)2=:r*  +  4c*  —  4cr  008  a 

ou  4a*  —  ^iar  =  4c*  —  4cr  cos  a 

d'où  r=     "'-''        et    r'=     »'-"* 


a — ccosa  a-fccosa 

En  mettant  ces  valeurs  dans  Texpression  de  la  surface,  il  vient 

g 2a  (g*  —  c*)  c  sin^  _    2a6*c  sin  g 

a'^'^c'^  cos*  a  6*  -}-  c*  sin*  a 

Le  maximum  de  S  correspond  au  maximum  de      i^  ,^^4"  ^ —     ou 

au  minimum  de  la  quantité  inverse     -  .       +  c*  sin  a.    Le  produit  de 

ces  deux  termes  est  constant;  donc  le  minimum  de  leur  somme  oa  le 
maximum  cherché  a  lieu  pour 

--, =  c*sma;    d'où    sma  =  ±-- 

sin  a  c 

A  cette  valeur  de  sin  a  correspondent  4  arcs  qui  fouraisBent  autant 
de  trapèzes  symétriques  par  rapport  aux  axes.  Leur  construction  est 
facile,  car  la  hauteur  2c sin «  =  26;  les  cotés  parallèles  sont  donc 
tanp^enls  à  la  circonférence  décrite  du  centre  de  Tellipse  avec  un  rayon 
égal  à  b.  La  surface  maximum  est 

S  =  a6 

Disciission.  —  La  valeur    sin  a  =  —     doit  être  inférieure  ou  égale 

c 

à  1. 

Si  l'on  a  ~  <  1 ,  l'angle  a  variant  de  0  à  u ,  la  surface  croît 
d'abord  depuis  0  jusqu'à  son  maximum  ab;  puis  elle  décroît  jus- 
qu'à    -^,  jj-^,'  =  -=— ^     pour  a  =  90«.  Celle  valeur  est  un  minimum  ; 
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car  si  Tangle  a  dépasse  90»,  la  foDCtion  augmente ,  repasse  par  son 
maximum  et  décroît  jusqu*â  0. 

Si  Ton  a  —  >  i,  sin  a  ne  pouvant  dépasser  1 ,  la  surface  ne  pourra 
atteindre  son  maximum  algébrique.  Son  maximum  géométrique 
sera     -^^     pour  a  =  90o. 

Enfin ,  si  Ton  a  -  =  1  >  le  maximum  algébrique  sera  le  môme 
que  le  maximum  géométrique  ab  ;  le  trapèze  sera  un  rectangle  ayant 
pour  hauteur  -^. 

622.  Dam  une  eUipse,  (m  connaît  le  grand  aace  2a  et  la  distanoe 
focale  2c  ;  on  prend  sur  la  courbe  un  point  M  dont  la  distance  à 
Vun  des  foyers  est  r.  Déterminer  Vangle  a  que  forment  les  rayons 
vecteurs  de  ce  point  et  la  valeur  de  r  pour  laquelle  cet  angle  est 
maximum.  Dire  dans  quels  cas  cet  angle  maximum  est  aigu,  droit 
ou  obtus.  (Bacc,  Lille,  23  juillet  1885.) 

Les  rayons  vecteurs  étant  r  et  r*  =  2a  —  r,  Tangle  a  se  calcule 
comme  au  problème  n*  619  ;  on  a 

r*  -f-  *•'*  —  4c* 
C08a=  — 2,.p 

Le  maximum  s'obtient  comme  au  problème  n«  619  ou  620;  il  a  lieu 
pour    r  =  r^  =  a,    La  valeur  de  cosot  devient  alors 

cos«  =  — 2a^— 

elle  est  positive  pour  a' >  2c>  ou  a'^c^;  alors Tangle  a  est  aigu 

—  nulle        —    a*  =  2c5  ou  a  =  c\/^;         —  —      droit; 

—  négative  —    a*<2c*  ou  a<cv/2;         —  —      obtus. 

623.  Dans  une  ellipse  considérée  comme  projection  d'un  cercle, 
trouver  le  minimum  de  Vangle  formé  par  deux  diamètres  conjugués. 
(Concours  général,  1860.) 

Si  Ton  décrit  sur  les  axes  deux  cercles  con- 
centriques et  que  Ton  mène  deux  demi-dia- 
mètres  rectangulaires  quelconques  OM,  DM', 
les  points  m,  m'  appartiennent  à  Tellipse,  et 
les  demi-diamètres  Om  et  Om'  sont  conjugués. 

Soient  a  et  a'  les  angles  qu'ils  forment  avec 
AA',  et  soit  9  Tangle  AOM.  La  queslion  est 
de  trouver  le  minimum  de  la  somme  des 
angles  a  et  a. 

Or  on  a  te  («  +  a')  =  -  j^-«  +>-?  «'  .- 


'^^    ^  1-tgatga' 
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Mais  lga  =  — tg9    et    lga'=-cotg(p 

donc  tg  a  tg  a  =  -^  =  O: 

On  est  donc  ramené  à  trouver  le  minimum  de  la  somme  de  deux 
quantités  tga  et  tga'  dont  le  produit  est  constant  et  plus  petit  que  1, 
et  Ton  sait  que  ce  minimum  a  lieu  quand  les  quantités  sont  égales. 

Donc  tg  a  =  tg  a 

par  suite  tg  ?  =  colg  9    et    9 = 45» 


624.  Trouver  le  rectangle  de  surface  minimum  construit  sur  deux 
diamètres  rectangulaires  d'une  eUipse  définie  par  le  grand  axe  2a 
et  la  distance  focale  2c.  (  Concours.) 

Soient  OM  et  OM'  deux  demi -diamètres  rectangulaires.  Appelons 
a;  et  V  les  rayons  vecteurs  du  point  M ,  u  la 
,^ ^  distance  OM ,  et  »  la  distance  OP. 

/Nxt'   y' 'Â\\  Le  triangle  FMM'  donne 

-7      jXi    7    iv  \ 
ni — <r>/-^  j  \y  u  x«— y«=4cs 

\  y  aî«-hy«  =  2u«-h2c« 

^^^^     ^.^.^-^         de  plus  3  =  uco8a 

et  a;  +  v=2a 

On  en  (ire    a?  — y=2  — ticosa    et    (a?--j/)*=4(u«  — 6») 

éliminant  entre  ces  deux  équations  x  — v,  et  résolvant  par  rapport 

1         a^  —  c'^  cos*  a 


à-^,  il  vient 


iJ  ""         a«6= 


Pour  obtenir  une  valeur  semblable  du  demi -diamètre    OM'=u'y 
il  sufBt  de  changer  a  en  90>  —  a ,  ce  qui  donne 

i    __  g»  —  c»  sin»  g 
En  ajoutant,  on  a 

ti»  ■*■  u'»""  a«  "T  6i"  — ^^  • 

Donc  le  produit  de  —y  par  — r^  sera  maximum,  et,  par  suite,  le 
produit  tiu'  sera  minimum  quand  on  aura    u=^u\ 
Ainsi  le  rectangle  cherché  est  celui  qui  est  construit  sur  deux  dia- 
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mètres  rectangulaires  égaux,  c^esUà-dire  faisant  avec  les  axes  des 
angles  de  45«. 

625.  On  donne  un  angle  aigu  ZOX  et  un  point  A  sur  OX.  D'un 
point  M  pris  sur  OX  enlre  0  et  A^on  abaisse  sur  OZ  la  perpendi- 
ciUaire  MP,  et  l'on  considère  la  longueur  Y  donnée  par  la  formule 

y  =  VOM.MA-f  2MP*.    On  demande  comment  y  varie  qiiand  le 
point  M  se  déplace  sur  OX  de  0  en  A  ^  et  de 
tracer  la  courbe  figuj*alive  de  cette  variation. 
(Saint-Cyr,  1884.) 

Soient  a  Tangle  ZOX,  a  la  distance  OA,  et 
X  la  distance  OM.  ^ 

On  a    MA=a  —  x    et    MP=a;Bina 
donc  la  fonction  à  étudier  est 

y  =  ^x  (a  —  35)  4-  2a;*  sin*  a  =  ^ax — x*  (1  —  2  sin*  a) 

ou  i/  =  /aa;  — aî>cos2a 

Élevant  au  carré,  cette  expression  devient 

aï*  cos  2a  —  OX  H- y  * = 0 

Les  seules  valeurs  que  puisse  prendre  y*  sont  celles  qui  font  prendre 
à  X  des  valeurs  réelles,  ce  qui  donne  la  condition 

a»  —  4y*  cos  2ot  ^  0 

A  chaque  valeur  de  y  satisfaisant  à  cette  condition  correspondent 
deux  valeurs  réelles  pour  x;  pour  qu'elles  puissent  convenir  au  pro- 
blème, il  faut  qu'elles  soient  positives  et  plus  petites  que  a.  Il  y  a 
plusieurs  cas  à  considérer  : 

i*Ca«.—    2a>90»   ou   a>4{$«;    d'où    cos2a>0 
Pour  étudier  la  variation  de  la  fonction,  écrivons-la 


.=  60B2a(x+^^^y-^; 


4  cos*  2a 

Si  X  croît  de  0  à  a,  y  va  en  croissant.  La  courbe  figurative  des  va- 
leurs de  y  est  une  ellipse  dont  une  partie  seulement  répond  à  la 

question.  Pour  que  y  soit  réel,  a;  ne  peut  varier  que  de  0  à    ^^    ; 

or,  si  Ton  donne  à  a?  la  valeur  0,  y  =  0;  x  croissant,  y  croit  jusqu'à 

^*l"^  ^=2^2flr'  ^°««ï*>^  y==T\/^^^  qui  est  la  va- 
leur maximum  de  y,  car  si  a;  dépasse  cette  valeur,  y  décroît.  Enfin, 
pour  x  =  a,  on  a    y==a/5'sina.  .    r^r^n\,> 
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Eu  supposant  a<30<»,  ou  a  =  30»,  ou  a  compris  entre  SO»  et  45<», 
la  partie  utile  de  la  courbe  est  celle  qui  est  représentée  en  ligne» 
pleines  sur  les  figures  suivantes. 


\       0 


2»  (7(w.  —  a  =  45».  —  On  a  alors  cos2a  =  0,  et  la  fonction  se 
réduit  à  y  =  ^âx;  la  courbe  figurative  est  une  parabole,  puisque 
y  est  réel  quand  x  varie  de  0  à  -f  oC  ;  mais  la  seule  portion  utile  de 
la  courbe  est  celle  qui  est  représentée  en  trait  plein  sur  la  première 
figure  qui  suit. 


B*'- 


Tt 


3«  Cas,  —    a  >  45o. 
pris  entre  — oC  et 


On  voit  que  y  n'est  réel  que  si  x  est  com- 


-J5—  ou  entre  0  et  H-  oC.  La  courbe  figurative 

COS  ZOL 

est  une  byperbole  dont  la  partie  utile  est  la  partie  pleine  de  la 
deuxième  figure. 

Dans  les  deux  derniers  cas,  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum, 
puisque  y  croit  constamment  quand  x  croît  de  0  à  a. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  a  compris  entre  30«  et  45",  et  même  quand 
a  =  30,  la  fonction  proposée  ne  présente  pas  de  maximum  algébrique 
dans  rintervalle  assigné;  mais  elle  croît  jusqu'à  un  maximum  absolu. 

Dans  le  cas  de  a<30,  elle  présente  un  minimum  absolu,  et  dans 
celui  de  a>45«,  un  maximum  absolu. 


626.  Dans  une  elUpse  définie  par  son  grand  axe  2&  et  la  distance 
focale  2c,  pour  qud  point  de  la  courbe  Vangle  formé  par  la  normale 
et  la  droite  menée  de  ce  point  au  centre  est-il  maximum  f 
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Soient  A  lo  point  cherché,  6  et  C  les  deux  foyerg.  La  normale  au 
point  A  et  la  droite  menée  de  ce  point  au  centre  sont,  dans  le  triangle 
ABC,  la  bissectrice  et  la  médiane  issues  du  sommet  A.  Cherchons 
d^abord  Tangle  9  de  ces  droites. 

La  formule  (98)  des  triangles  (n«  314,  d) 

cos(M-f  p)  =  — cosAcosM;      (p  =  B  — C) 

peut  s'écrire  ^^(^  +  ^^  =  ^1^ 

ces  M  i 

j.  .  CQg  (  M  +  p  )  +  C08  M  _  1  —  coB  A 

cosM  — cosiM  +  pf"  t  +  cosA 

cotg(M  +  |-)  ^ 

ou  cotg(M  +  |-)  =  tg*|Atg-|- 

oa  enfln ,  en  remplaçant    M  + -|-     par  son  égal    90°  — r    (n>407), 

.  .  l_tg|Blgic 

Or  lg^A  =  colg-j(B  +  C)  =  -  ^  ^ 


tg|B  +  tg^C 

1  «g-iB-tg-Jc 

^  l  +  lg|Blg|c 

(l-tg^Blg^cV        tg^B-lg^C 

donc        tg(p=-7 — j , — r4- • î 1 — 

(tg|B  +  tg-^c)         i+lg-jBlg-^C 

1  1 

et  comme  dans  Teilipse  tg  4-  B  tg  4-  C  est  une  quantité  constante 
(n«  481)  égale  à  -2-11^  =  «,  pour  abréger,  le  maximum  de  lg9 
dépend  de  la  partie  rariabie 

M5^B-tg-^C 
(tg^B  +  tg-^Cy 
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1  1 

Posons    Ig  -s^  B  =  0?    et    tg  -^  G  =  y.    11  faut  trouver  le  maximum 

sachant  que    œy  =  a.    On  tire  de  cette  dernière  relation    y  =  -^  ,    et 
l'expression  à  rendre  maximum  est 

œ      (ap*  —  a)x 


(-+S)" 


(aî«  +  aj« 


4 

transformons- la  en  un  produit  en  posant    x>-f  a=     ; 
d»où  a;«=i-a    et    a?=  V^^ -"«^ 

Le  maximum  à  trouver  sera  celui  de 


(1.2a).-^i^^.«* 


ou  de  son  carré  (1  —  2a«)*  (1  —  a«)  * 

produit  de  quatre  facteurs 

»(l-a*)(l-2ai)(1-2«) 
Employons  la  méthode  des  coeflicients  indéterminés 

m«  =  i-2as  (    m  =  ^~^* 

n(1-ai)  =  i-2ai  (     ^=\_^^ 

an  —  m  -h  4a  =  0 

ou  «=:22«»._jj::^^4^^o 

1  —as  » 

OU  8aU«  — 8a»4-l=0 

ou  enan  (tV""^  {j)  +  ^*'  =^ 

d'Où  l=2a(2d=/2) 

Prenons  le  premier  signe  devant  /^ 

-i    ou    x«+a  =  2ai(2H-»/2) 


d'où      aî««a(3H-2v/î)    et    a?=v/ïV3  +  2^2  =  v^(/î+i) 

Ainsi    lg^B  =  v^(v'f  +  l);    parsuite,     tgYC=  °^  =/5(v^-2; 
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Pour  déterminer  le  point  de  Tellipse  répondant  à  ce  maximum,  cal- 
culons Tangle  aigu  M  que  forme  la  médiane  avec  la  droite  BC.  La 
formule  (96)  des  triangles  (n«  314,  c) 

^j^j^__COl^C~rolpR_ 

donne,  en  remplaçant  les  cotg.  des  angles  par  leur  valeur  en  fonc- 
tion des  tg.  des  demi-angles 

cotgM  = j-^ ^^— 


(tg4B-tg^c)(l-ftg^Btglc) 
tg^Btg^C 


et ,  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de    tg  -^  B    et    tg  -^  G ,    il 
vient,  pour  le  cas  du  maximum 


s/' 


co\gM=—^P^^^^ 


2v/pti>-a) 

or,  en  revenant  aux  notations  ordinaires  de  l'ellipse,  le  numérateur 
de  cette  fraction  égale  2a,  et  le  dénominateur  égale    2v^6ï=:26; 

donc  tfirM  =  A 

^  a 

Le  point  cherché  est  donc  le  point  d'intersection  de  Vellipse  avec  la 
diagonale  du  rectangle  comtruit  sur  les  demi-axes. 
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CHAPITRE   IV 


QUESTIONS    PARPEiNTAGE,   DE    DESCRIPTIVE,   DE  COSMOGRAPHIE, 
DE  MÉCANIQUE,    DE  PHYSIQUE 


§  1.  —  Mesure  des  hauteurs  et  des  distances. 


627.  Une  personne  placée  au  bord  d'une  rivière  voit,  sous  un 
angle  de  60o,  un  arbre  planté  sur  la  rive 
opposée;  lorsqu'elle  s'éloigne  de  40",  cet  angle 
n'est  plus  que  de  30°.  Quelle  est  la  hauteur 
de  Varbre  et  la  largeur  de  la  rivière  ? 

L'angle  APB=30o 

donc  PB  =  AB=40«' 

A    or  PC  =  PB8in60  =  20v/5 

BC  =  PB  cos  60«  ==  20». 


628.  Un  paratonnerre  d'une  longueur  connue  a  est  placé  sur  un 
édifice;  d'un  point  situé  à  une  distance  d  du  pied  de  l'édifice  et  à  une 
hauUur  h  aunUssus  du  sol,  on  a  vu  le  paratonnerre  sous  un  angle  a. 
Calculer  la  hauteur  de  la  pointe  du  paratonnerre  au-d^sus  du  sol. 

Soit  œ  l'angle  sous  lequel  on  verrait  la  hauteur  totale,  et  y  Tangie 
sous  lequel  on  verrait  Tédifice. 

On  a  X  —  y  =  oL 


or 


d'où 


cos  X cos  y 


citgaj  — rftgî/  =  a 
a  SUina 

■ir 


008(05  + y) -f- cos  a 
2d 


co&(x-\-y)  =  —  sina  — cosa 

Si  Ton  pose  -=îi.  =  cotg9 

il  vient  cos  ( jc  +  y )  =  sM.«""T) 

^         *'  sinç 
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Connaissant    x  +  y    et    x  —  y,    on  en  déduit  a?  et  y,  et,  par  suite, 
la  hauteur  de  TédiGce   dl^x,    et  la  hauteur  cherchée    A  +  dtgo;. 


629.  Mesurer  une  hauteur  dont  le  pied  est  plus  haut  ou  plus  bas  que 
U  terrain  sur  lequel  se  fait  ^observation.  ^ 

f  Cm.  —  Soit  à  déterminer  la  grandeur  d'une  statue  placée  sur 
un  piédestal  à  l'intérieur  d'une  enceinte  dans  laquelle  on  ne  peut 
pénétrer. 

Soit  DE  la  fcrandeur  à  mesurer.  On  prend 
une  base  d^opération  AB  horizontale  dans 
un  même  plan  avec  la  hauteur,  et  Ton  me- 
sure en  A  les  angles  d'élévation  des  points  D 
et  E,  puis  en  B  Tangle  d'élévation  du  point  E. 

L'angle  AEB  =  EAG  — EBC;  il  est  donc 
connu,  et  Ton  a 

AE  = 


ABsinABE 
sinAEB 


L*angle  DAE  est  la  différence  de  deux  angles  mesurés;  il  est  connu, 
et,  par  suite,  Tangle  ADE,  et  Ton  a 

AEsinDAE 


DE  = 


sin  ADE 


2*  Cm.  —  Soit  à  déterminer  la  hauteur  d'une  tour  située  au  pied 
cTun  terrain  régulièrement  incliné,  1°  quand  le  pied  est  accessible; 
2»  quand  il  est  inciccessible. 

Soit    AB  •=h    la  hauteur  à  mesurer. 

1«  En  prenant  pour  base  d'observation  AC=a 
on  mesure  l'angle  d'élévation  a  et  l'angle  de  dé- 
pression ^ ,  et  l'on  a 

/»  =  AD  +  BD  =  CD(tga  +  tgp) 

mais    CD=acosp;    donc    ^=acos3(tga +lgp) 


ou 


^__  a8in(a-fji)_ 
ces  a 


2»  On  prend  une  base  d'opération  CE  dans  la 
direction  de  G  A  et  l'on  mesure  les  angles  d'éléva- 
tion a  et  Y,  puis  l'angle  de  dépression  ^  qui  est  le  même  aux  deux 
extrémités.  On  a  dans  le  triangle  ABE 

.  __  BE8in(3+ï) 
cos[i 

et  dans  le  triangle  BEC,  BE  =I^ii!l£±3I 


d'où 


^^  fe8in(a  +  p)sinO  +  Y) 
8in(Y  — a)co8p 
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030.  Une  colonne  9urmonlée  d'une  statue  s'élève  au  bord  d'une 
rivière.  Un  observateur  placé  sur  Vautre  bord  voit  sous  un  même 
angle  la  statue  et  le  piédestal  de  la  colonne.  Connaissant  les  hauteurs 
des  trois  parties  du  monument,  calculer  la  largeur  de  la  rivière. 

Soient  AB  =  a,  AC  =  6  et  CD=c  les 
hauteurs  connues. 

Appelons  a  les  angles  égaux  AEB  et 
CCD,  ^  Pangle  AEG  et  x  la  largeur  de  la 
rivière. 

On  a    xssacotga,    a;=:6cotgp 

aî  =  (6  +  c)cotg(a  +  P) 


^    ^^   coiga  +  cotgp 


en  substituant  dans  cette  dernière  relation 
les  valeurs  de  cotga  et  cotg^,  tirées  des  deux  premières,  il  vient 


Condition  de  possibilité    c^a. 


631.  En  observant  une  tour  de  trois  points  connus  A,  B ,  C  situés 
sur  une  même  droite  passant  par  son  pied ,  on  a  trouvé  des  angles 
d'élévation  tels  que  le  detAxième  et  le  troisième  sont  respectivement 
double  et  triple  du  premier»  Calculer  la  hauteur. 

Soient  AB=:a,  BC=6,  a  Tangle 
d'élévation  A,  et  DE  =  x  la  hau- 
teur cherchée. 

L*angle  EBD  extérieur  au  trian- 
gle ABE  étant  égal  à  2»,  il  en 
résulte  que  ce  triangle  est  isocèle; 
donc    BE  =  a. 

Or  le  triangle  BDE  donne 

x=:asin2a  (f) 

et  le  triangle  BCE 


a 
T'- 


sin3a 


=  3  — 4sin«a  =  i  +2co82a 


d*où  cos2a  =  -^—    et    sin 

Cette  valeur,  substituée  dans  la  relation  (1),  donne 
x  =  -^V{a-hb){db-a) 
Condition  de  possibilité    a<36. 
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632.  Un  mât  el  une  tour  éloignés  d'une  distance  a  sont  au  bord 
d'un  chemin  hoHiontal.  Du  pied  du  mât  on  a  mesuré  l'angle  d'élé- 
vation de  la  tour,  et  du  pied  de  la  tour  l'angle  d'élévation  du  mât; 
on  a  trouvé  pour  ces  angles  2ol  et  a;  mais  en  se  plaçant  au  milieu  de 
la  distance  a,  les  angles  d'éléwjUion  sont  complémentaires.  CalctUer 
les  hauteurs  de  la  tour  et  du  mât. 

Soient  AB=a5  et  CD  =  i/  les  hauteurs 
cherchées. 
Le  triangle  BAC  donne    x  =  atgac 

et  le  triangle  DCA  y  =  a  tg  2x 

Mais  les  triangles  BAE  et  DEC  sont  sem- 
blables; donc 


en  remplaçant  a?  et  v  par  les  râleurs  précédentes,  cette  relation 
devient 

a«lgatg23i  =  -^    ou    4tgatg2a  =  l 


d'où 
Donc 


tga  =  A    et    lg2a  =  | 

a      .  3 


633.  Trois  points  B,  0,  C  sont  à  des  dislances  égales  sur  une  ligne 
droite.  On  voudrait  déterminer  la  position  d'un  quatrième  point  A 
situé  sur  le  même  plan  et  d'oii  Von  a  vu  la  longueun  totale  BC  sous 
un  angle  droite  connaissant  la  longueur  AO  et  la  longueur  AD  de  la 
bissectrice  de  l'angle  A,  !•  par  le  calcul  trigonométrique,  el  2»  par 
une  constriÂClion  graphique, 

La  question  revient  à  résoudre  et  à  con- 
struire un  triangle  rectangle,  connaissant  la 
médiane  et  la  bissectrice  de  Tangle  droit. 

Or  donner  la  médiane,  c'est  faire  con- 
naître l'hypoténuse  a  qui  en  est  le  double. 
Soit  d  la  bissectrice. 

1«  Les  triangles  BAD  et  ADC  donnent 

d  Fin  45» 


CD  =  - 


sinC 


et 


3P^dsin45o 
sin  B 


donc 


a  =  CD  +  BD:=^^.-7^+  ^ 


8in  G 


d)/2 
sinB 


1 

sinC 


■*"  sinB 
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Le  problème  est  doDC  ramené  à  trouver  deux  angleê,  connawanl 
leur  somme  et  la  somme  de  leurs  cosécanUs. 

Posons,  pour  abréger,    -^^=m,    nous  avons  à  résoudre 

tt_Lr  — QHo    û»        ^       I       ^  .^    /v„     sinB  +  sinG       ^ 

sinB  ^  sinC  sin  B  sin  G 

qu^on  peut  écrire 

28ini(B  +  C)co8^-(B-C)       ^ 


cos(B  — G)  — cos{BH-G)     """5" 

/2co8-^(B-G)       ^ 
°"  co8(B-Cr    ^"2" 

En  remplaçant  cos(B  — G)  par  2cos«4(B- G)  — 1 ,  on  a 
réquation 

v/2co8i(B-G)     ^^ 

2cos«^(B  — G)-l        - 
ou  mcos«^(B  — G)  — v^2co8  1  (B  —  G)— ^  =  0 

d'Où      cos4(B-C)  =  J^^^i±^  =  ||(l±/r+lîi.) 

cette  relation  donne    B  — G,    et  comme    B  +  G  =  90o,    les  angles 
B  et  G  sont  connus,  et,  par  suite,  tous  les  éléments  du  triangle. 
On  trouve  facilement  pour  condition  de  possibilité    a>2rf. 

2»  Pour  construire  le  point  A,  traçons  sur  Thypoténuse  comme 
diamètre  une  circonférence,  ce  sera  un  premier  lieu  du  point  cherché. 
Supposons  ce  point  Â  connu;  prolongeons  la  bissectrice  jusqu'en  1 
et  joignons  Bl. 

Le  point  I  étant  le  milieu  de  Tare  BIG,  les  angles  GBI  et  BAI  sont 
égaux;  donc  les  triangles  ABI  et  BDI,  qui  ont  deux  angles  égaux, 
sont  semblables;  on  en  tire 

BÎ*  =  AIXAD 
Donc  AI  et  AD  sont  deux  longueurs  dont  on  connaît  la  différence  d 
et  le  produit  Bl*  ;  on  les  obtient  par  une  construction  connue  (Giom,, 
n«341).  Pour  achever  de  déterminer  le  point  A,  il  suffit  de  tracer  du 
point  1  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  AI,  un  arc  de  cercle  qui 
coupe  la  circonférence  en  A. 

Si  Tangle  A  est  différent  de  90*,  il  faut  connaître  de  plus  la  base 
BG  ;  le  calcul  est  le  même. 
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634,  Un  observateur  placé  mr  les  bords  d'un  lac,  à  une  hauteur  h 
au-dessus  de  l'eau,  trouve  que  l'angle  d'élé- 
vation d'un  nuage  est  ol,  et  l'angle  de  dé-     ^ 
pression  de  l'image  réfléchie  sur  Veau  est  ^. 
Calculer  la  hauteur  du  nuage. 

!'•  Solution.  Soient  G  le  nuage,  C  son 
image  vue  du  point  A  sur  le  lac ,  B  la  trace 
du  rayon  visuel  AC'  sur  la  surface  du  lac. 
On  a 

_CB  __  sin  G AB^  _  BiD(p4-a) 
AB        sinAGC        8in(fJ— a) 

donc  CB  =  AB||^[|±^ 

sin  (  p  —  a  ) 

Or  la  hauteur  du  nuage  est 

•^      sin(p  — a)  *^        sin(p  — a) 

2*  Solution.  —  En  appelant  x  la  hauteur 
cherchée  CD ,  on  a       a;  —  A  =  GH  =  AH  tg  a 
a;  +  /i  =  G'H  =  AHtgp 

donc    ^-  =  -P-;    d'où    ^=tgg  +  tga^sin(g.tA), 
x^h       tgot'  h        Ig^j  — Iga        sin(p  — a; 


d'où 


sin  (  fi  —  a  ) 


635.  Une  personne  placée  à  midi  sur  une  falaise,  à  une  hauteur  h 
au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  mesure  Pangle  d'élévation  a  d'un 
nuage  et  l'angle  de  dépression  p  de 
l'ombre  du  nuage  sur  l'eau.  Au 
moment  de  l'observation,  le  soleil 
est  derrière  la  personne,  à  une 
hauteur  marquée  par  l'angle  d'élé- 
vation y.  Quelle  est  la  hauteur  du 
nuage? 

Soit  G  le  nuage,  B  son  ombre 
sur  Teau. 

RG  ^  sinBAG  __ 
BA        sinBGA 


On  a    -SV-  = 


sin(«-f-p) ^  sinjoc  -f  ^) 

»in(7c  — ot  — y)        sin  (a-}- y) 

La  hauteur  cherchée  est  BGsiuY)  elle  égale 


sin  p 


^       sinp8m(a-fY)  sinfi     sin  (a -f- y) 
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636.  Un  navire  faisant  voile  vert  le  nord  voil  sur  une  même  ligne 
deux  phares  dans  la  direction  de  Vouest  ;  après  une  heure  de  marche , 
les  phares  apparaissent  Vun  au  sud -ouest  et  Vautre  au  sud- sud- 
ouest.  Sachant  que  la  distance  des  phares  est  de  B  kilomètres,  cal- 
culer la  vitesse  du  navire. 

Soient  A  et  B  les  deux  phares,  C  la  première 
position  du  navire  et  D  sa  nouvelle  position  après 
une  heure  de  marche. 

L'angle   ADC  =  45o    et  Tangle    BDC  =  22o^. 

La  vitesse  du  vaisseau  est  la  longueur  de  la 
ligne  CD. 
Or  le  triangle  APB  donne 


AD 
AB 


sin  67«» 


sin  22» 


\ 


cos22»~  . 

-^  =  cotg22o-^  =  V'î+i 


sin  22« 


donc 
Mais 

donc 


AD  =  8(v/?  +  i) 
CD  =  AD  sin  45° 


637.  Un  ballon  a  été  vu  en  même  temps  de  trois  stations  A ,  B  el  C 
sous  des  angles  respectivement  égaux  à  45«,  45^  et  60*.  Sachant  que  B 
est  au  nord  de  C,  e(  A  à  l'ouest,  former  une  équation  qui  donne  la 
hauteur  du  ballon. 

Soient  x  la  hauteur  du  ballon,  a,  b,  c  les  côtés  du  triangle  ABC 
et  0  la  projection  du  ballon  sur  le  plan  de  ce  triangle. 

On  a  A0  =  aîC0tg45»=a8 

BO  =  aï  cot  p: /«  5"  =  X 


Donc 


cosACO 


cosBCO 


CO  =  a5colgtX>»  = 

X 

M+f-x. 

36«— 2a;« 

2tx 
^5 

2bx)/2 

a»+^-a!« 

3a«— 2»» 

•5 

2aaV5 

Mais  rangle  ACB  étant  droit, 

cosBCO  =  sinACO 
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^^°^  (r^^^^)  ^  (    2ax^3    )  =^ 

d'où  a*(36«  — 2aî«)«  +  6«(3a«  — 2aî«)*=12a«6*x* 

d'où  4a;<(a«  +  6«)-36a>6*aî«  +  9a«6«(a«  +  6«)  =  0 

ou  àc^x*  —  36a«6«x«  +  9  4«6«c«  =  0 

La  seule  condition  de  possibilité  est  c*^3ab;  il  y  a  générale- 
ment deux  solutions 

638.  Le  même  problème,  plus  général,  a  été  donné  au  Concours: 
les  angUs  cPéUvation  sont  a ,  p ,  y ,  e^  l'on  connail  a ,  b ,  c.  Calculer  la 
hauleur  du  ballon,  (1872.) 

En  posant       cotga  =  m,    colgp  =  n,    cotgy  =  p 
on  a 

(»n*  +  n*4-p*— m«n«— mV)'— n«p«)aî*  — a«(m«+n«+p«)x«+a«=0. 
La  condition  de  réalité  des  racines  en  x*  est 

2m«fi«  +  2m«p«  +  2n«/?*  —  m*  —  n*  —  p*  >  0 
le  premier  membre  égale  16  fois  Taire  du  triangle  dont  les  côtés  sont 
m,  n,p;  donc  Tégalité  peut  s'écrire 

(m-\'n+p){n  +  p^m)(m'{'p  —  n){m'\'n'--p)>0 
ce  qui  montre  que  la  plus  grande  des  quantités  cotga,  cotg  p,  cotgy 
doit  être  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres.  Lorsque  cette  con- 
dition est  remplie,  Téqualion  en  x'  a  ses  racines  réelles  et  positives, 
car  on  a 

m*  +  n*>2m«n* 
w*  +  P*>2m«p« 
n<  +  p*  >  2n  V 
d'où  m*-{-n*-\-  p^  —  mhi^  —  m^^  —  n^^yO 

Les  deux  valeurs  de  x*  étant  positives,  en  prenant  leurs  racines 
carrées  positives,  on  aura  deux  racines  réelles  positives.  Le  problème 
a  donc  deux  solutions  quand  la  plus  grande  des  trois  cotangentes  est 
plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres.  Si  elle  était  égale  à  cette 
somme,  il  n'y  aurait  plus  qu'une  solution. 

§  2.  —  Questions  de  Géométrie  descriptive. 

639.  Les  Iraces  d'un  plan  font  des  angles  a  et  ^  avec  la  ligne  de 
(erre;  ecUculer  la  tangente  de  l'angle  de  ce  plan  avec  le  plan  hori- 
zontal. (Sorbonne,  22  juillet  1878.)  ^ 

Soit  X  Tangle  cherché. 


,  aAi        aa' 


or      aa'=.aOAg^    et    a6=a0.8ina 
donc  «8*=-8i5|- 
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Discussion,  —  Les  angles  a  et  ^  peuvent  varier  tous  deux  de  0 
à  ic  ;  les  valeurs  qu^ils  prennent  entre  ces  limites  sont  indépendantes 
Tune  de  Tautre;  cependant  si  Tun  de  ces  angles  égale  0  ou  x,  Tantre 
prend  nécessairement  la  même  valeur. 

Si  a=0,  tgx  prend  la  forme  ■^;   mais  alors  le  plan  donné  est 

parallèle  à  la  ligne  de  terre ,  et  Ton  a 

Si  Ton  donne  0  <  a  <  90<»,      on  a 

si  a  =  90, 


et  de  même  si  ^=90o, 

Enan  si  Ton  donne       90«  <  a  <  180», 

B«numine.  —  Poor  une  valeur  déterminée  de  ^ ,  deux  valeurs  eup- 
plémentaires  quelconques  de  a  font  prendre  à  »  la  même  valeur. 


x  =  a 


640.  Les  traces  d'un  plan  P  font  avec  la  ligne  de  terre  des  angles  cl 
et  ^;  exprimer  la  tangente  de  l*angle  que  fait  le  plan  P  avec  la 
ligne  de  terre,  au  moyen  des  tangentes  des  deux  angles  a  et  p. 
(Sorbonne,  15  juillet  1876.) 

Soit  le  plan  P'OP,  a  Tangle  de 
la  trace  horizontale  avec  la  lig^e 
de  terre,  et  ^  Tangle  de  la  trace 
verticale  avec  la  ligne  de  terre. 

Menons  arbitrairement  un  plan 
de  proûl ,  et  du  point  A  abaissons 
une  perpendiculaire  AI  sur  Tinter- 
section  des  deux  plans;  la  droite 
01  fera  avec  la  ligne  de  terre 
Tangle  cherché. 

Rabattons  le  plan  de  proûl  aur 
le  plan   horizontal;  si  Ton  prend 


Alj=AIi,  Tangle  cherché  sera  AOIi  =  aî.  Donc 


tga5  = 


AI, 


ou  en  posant     OA  =  d, 


tga,=-AL 


Oro»a  AC  =  dtga     et     AB'  =  ABi  =  dtgp 

donc  CBi=v^rf*lg«a-h^lg'P=^/lg**  +  ^«*?^ 

Les  expressions  de  la  surface  du  triangle  GABi  donnent 

r^o        At        */^      *T^       j»  ^     Al        ACXAB,  _      d* 
CBixAlj  =  ACxABi,     d'où    Ali  = ^  — 


donc  tgaî=--jL.=  .  ^ 

^^       /lg*a  +  tg^F 
Si  a  =  0,  on  a  tga;=0;  le  plan  P  passe  par  la  ligne  de  terre. 
Si  of=90*,  on  trouve  tga5  =  lgP;  d'où  x  =  ^ 
Si  a=p=90'*,  on  trouve  tgaî=oC;  le  plan  P  est  de  profil. 
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641.  La  trace  veriieale  d'un  plan  fait  un  angle  p  =  30>  avec  la 
ligne  de  terre,  et  sa  trace  horizontale  un  angle  a=:45<>  avec  cette 
même  ligne.  On  demande  de  calculer  les  angles  de  ce  plan  i^  avec 
les  deux  plans  de  projection  et  2»  avec  un  plan  de  profil.  (Bacc, 
Dijon ,  novembre  1873.) 

Soient  x,  y,  z  les  angles  cherchés. 
En  posant  Oa'  =  d,  on  a 

1 

(f) 

2«  Diaprés  le  problème  n»  639,  on  a 

3*  L'angle  de  ce  plan  arec  la  ligne  de  terre 
eet  le  complément  de  celui  qnMl  fait  avec  un 
plan  de  profil.  Or,  d'après  la  formule  obtenue 

au  problème  précédent,  la  tangente  de  cet  angle  est 
donc  celle  de  Tangle  cherché  est 


V'tg'a  +  lg»? 


tg3ô.tg/i5<»" 


642.  Une  droite  située  dans  le  plan  horizontal  de  projection  fait 
avec  la  ligne  de  terre  Vanglea;  une  autre  droite  située  dans  le  plan 
vertical  de  projection  fait  avec  la  Hgne  de  terre  Vangle  p.  On  de" 
mande  le  cosinus  de  l'angle  de  ces  deux  droites,  (Bacc,  Dijon, 
juillet  1885.) 

Par  le  point  0  de  rencontre  de  l'une  des 
droites  avec  la  ligne  de  terre,  menons  une  pa- 
rallèle à  l'autre.  Si  Ton  mène  d'un  point  arbi- 
traire (h, h')  de  la  première  une  perpendicu- 
laire sur  Oa,  Tangle  BOa  sera  Tangle  dont  on 
cherche  le  cosinus.  Or  cet  angle  fait  partie 
d'un  triangle  rectangle  dont  Thypoténuse  est 
06'  et  Oa  l'un  des  côtés  de  Tangle  droit;  donc 

co8aî  =  -g«- 

PoBons  06  =  d,  on  a 

Oa=:dco8a     et     06'  =  dcosp 


donc 


C08aD  = 


cosp 
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643.  Une  droite  qui  rencontre  la  ligne  de 
terre  fait  avec  le  plan  vertical  un  angle  ol  ; 
sa  projection  horiiontale  fait  un  angle  ^ 
avec  la  ligne  de  terre.  Qi^lle  e$t  Vinclinai- 
son  de  sa  projection  verticale  sur  la  ligne 
de  terre  f 

Soit  B  uo  point  quelconque  de  cette  droite, 
A  son  intersection  avec  xy,  et  c  rintereec- 
tion  de  66'  avec  la  ligne  de  terre. 

On  a 

B,6'  =  6c  =  A6'tga  =  --Al_tga  =  Actg^ 


donc 


cos  X  =  tg  a  cotg  p 


6^i4.  Les  projections  d*une  droite  font  des  angles  a.  et  ^  avec  la 
ligne  de  terre,  et  la  distance  des  traces  de  cette  droite  est  égale  à  U 
Calculer  la  plus  courte  distance  de  cette  droite  à  la  ligne  de  terre. 

Projetons  cette  droite  sur  un  plan  de  proGl 
P'OP  et  rabattons  ce  plan  sur  le  plan  ver- 


Y' 

tical; 

la  distance  cherchée  est  0I|. 

*/ 

\ 

On 

a          01i  =  BiOsinOB,A, 

/  \ 

\ 

mais 

B|0  =  Uga 

n7 

-^ 

Ai  .     et 

'«OB.A.  =  :gA,^||. 

'             / 

0    _ 

i     Y 

\/ 

_,-• 

d'où 

flinOB,*!—         *^^ 

tt,' 

'   '       /t«»a  +  lg»(J 

P 

donc 

v/lg*a+tg«p 

645.   Une  droite  de  front  fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle 
donné;  on  la  fait  tourner  d'un  angle  connu  autour  d'une  verticale. 
Calculer  V angle  que  fait  sa  nouvelle  projection 
verticale  avec  la  ligne  de  terre. 

Soit  la  droite  de  front  (am^aW)  faisant  un 
angle  a  avec  le  plan  horizontal.  L*angle  de- 
mandé  étant  indépendant  de  la  position  de 
Taxe  de  rotation,  supposons  cet  axe  mené  par 
la  trace  de  la  droite. 

Soient  ^  Tangle  de  rotation,  et  ai  Tangle 
cherché.    On  a 


tgai  = 


aci 


a'ci        awicosp       ^  ^ 


Inversement  :  Une  droite  dont  les  projections  font  avec  la  ligne  de 
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^.«  avec  le  plan  horizontal  un  angle  a  dé- 
tga  =  tgaiCOsp. 

646.  Calculer  ta  dislance  de  deux  plans  parallèles,  connaissant 
tes  angles  que  font  leurs  trac-es  avec  la  ligne  de  terre  et  la  portion 
de  cette  ligne  que  les  plans  donnés  interceptent  entre  eux. 

Soient  a  et  p  les  angles  que  les  traces  des 
plans  parallèles  P  et  Q  font  avec  la  ligne 
de  terre,  et  d  la  portion  de  cetle  ligne  que 
ces  plans  interceptent  entre  eux. 

La  distance  cherchée  a1|  est  la  hauteur  du 
triangle  rectangle  6aÂ|;  donc 


,        ab .  aA| 

mais     a6  =  dsina,     aXi  =  aa'=dig^ 
d'où     6A|  =  d/»m'a-f  8in»{i  ;      donc     a]^-- 


VH 


'N 


d  sin  a  tg  P 
V^sin«a  +  tg«p 


6^7.  Les  traces  horizontales  de  deux  plans  sont  parallèles;  elles 
forment  un  angle  y  avec  ta  ligne  de  terre,  et  leur  distance  est  d. 
Ces  plans  font  avec  le  plan  horizontal  des  angles  connus  a  et  ^,  Cal- 
culer la  distance  de  leur  intersection  au  plan  horizontal, 

La  distance  cherchée  tt'  égale  la  hau- 
teur du  triangle  mljn;  or  en  appelant  S  9'  X^' 
la  surface  de  ce  triangle                                                À^- 

2S 


mais 


donc 


a d'      sin  QL  sin  p 

^"■"S"*  sin(a-f  p) 


»Ii  = 


d  sin  g  sin  p 


8m(a  +  pj 

Cette  distance  est  indépendante  de  la  position  du  plan  vertical,  et, 
par  suite,  de  Fangle  y 

648.  Les  projections  d'une  droite  A  sont  confondues  et  font  avec 
la  ligne  de  terre  un  angle  a  ;  le4  projections  d'une  autre  droite  B 
9ont  également  confondues,  et  elles  font  avec  la  ligne  de  terre  un 
angle  p.  CcUctUer  Vangle  des  droites  A  et  B. 

Soit  M  rintersection  des  deux  droites,  et  c 
la  projection  de  ce  point  sur  la  ligne  de  terre. 

Si  Ton  prend  pour  unité  mez=m'c,  et  que 
Ton  rahatte  le  plan  des  deux  droites  autour 
de  la  ligne  de  terre,  le  point  M  viendra  se 
placer  en  M]  à  une  distance  de  la  ligne  de 
terre  égale  à  ^T;  les  deux  droites  rabattues 
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feront  avec   XY  les  angles  a!  et  p',  et  Ton  aura 

tgMi  =  tg[180«-(a'+r)]  =  -tg(a'H-p'j 
^"^  'JÎ*'=-^=/2tga     et      lgp'=-^  =  v^2"tgp 


649.  Calculer  l'angle  que  fait  avec  un  plan  de  profil  un  plan  dont 
lee  traces  sont  en  ligne  droite  et  font  un  angle  a  avec  la  ligne  de 
terre. 

Soient  P  et  Q  les  deux  plans  donnés. 

Leur  intersection  VH  est  rabattue  en  VH,  ; 
si  Ton  porte  en  OIi  la  perpendiculaire  01, 
abaissée  du  point  0  sur  cette  intersection, 
Tangle  1^  est  Tangle  cherché. 

On     t«T        ÛA        OV  1 

Or     tgIi  =  -nTr  =  -f^ 


donc 


"017"^  Iga  •  OVsin45o 
»  '       tga 


650.  Le$  traces  d*un  plan  font  des  angles  connus  avec  la  ligne  de 
terre.  On  considère  un  point  de  l'espace  dont  les  projections  sont  sur 
les  traces  de  même  nom  du  plan.  Quel  est  le  rapport  des  distances  de 
ce  point  au  plan  et  à  la  ligne  de  terre  f 

Soit  POP  le  plan  donné  dont  les  traces 
font  les  angles  a  et  ^  avec  la  ligne  de  terre. 

Le  point  considéré  est  A ,  dont  les  projec- 
tions sont  sur  les  traces  correspondantes  du 
plan. 

Prenons  Oc  pour  unité. 

La  distance  6  du  point  (a,  a')  à  XY  est 

fi  ==  Vôc*  -h  ô^*  =  V'tgïa-Ftgi  p 
Pour  trouver  la  distance  d  de  ce  point  aa 
plan ,  rabattons  le  plan  qui  projette  horizoïà- 
talement  cette  distance  ;  Tintersection  de  ce 
plan  avec  le  plan  P  est  aBi  ;  le  point  A  vient  se  placer  sur  OP  à 
une  distance  aA|  =  ca^  et  la  perpendiculaire  Ail|  abaissée  sur  Tin— 
tersection  est  la  distance  cherchée.  On  a 

d = aAi  cos  Aj  =  ca'  cos  ba  Bj 


ca'  =  tgp     et     tg6aB,=  .^  =  JML 
^        '        a6         sma 
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0+^1 


cos6aB)  = 

._ te& singtgp 

./r7~t^^""v/sin»a  +  tg»3 
V     ^  sin»a 


sin*a 
par  suite,  le  rapport  cherché  est 

^__ sinalgp 


^         V^{lg«a  +  tg2^)(8in«a-f-tg«p) 

651.  Calculer  Vangle  de  deux  droites  qui  se  coupent  sur  la  ligne 
de  terre  et  dont  les  projections  font  avec  cette  ligne  des  angles 
connus. 

Soient  les  droites  OA  et  OB  dont  les  pro- 
jections horizontales  et  verticales  font  avec 
xy  des  angles  respectivement  égaux  à  a,  a' 
et  P,  p'. 

Menons  un  plan  de  profil  qui  coupe  les 
droites  aux  points  A  et  B,  et  qui  rencontre 
xy  en  c;  prenons  Oc  pour  unité,  L^angle 
cherché  AOB  sera  déterminé  si  Ton  connaît 
les  trois  côtés  du  triangle  AOB. 

Or  on  a      AB  =  >JâP  +  àT* 
mais    a6=tga  — tgp     et     aV=lgx'— tgp' 

AB=v'(^â 


donc 


et 


tg{i)'  +  (tga'-tg(i')«- 
De  plus       OA  =  v/0H^M^  =  Y/(-^^y +  tg«a 

OB=V0F^T^=y/(^^l-^,-y  +  tg«p 
Par  suite,  il  est  facile  de  calculer  l'angle  AOB. 

Note  sur  les  Trièdres  rectangles. 


652.  En  général,  un  plan  quelconque  forme  avec  les  plans  de 
projection  un  trièdre  rectangle  dont  on  peut  se  proposer  de  calculer 
les  divers  éléments.  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  rechercher  les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  faces  et  les  dièdres  d'un  trièdre  rectangle 
et  d'en  faire  Tapplication  à  la  résolution  des  différents  cas  qui  peu- 
vent se  présenter. 
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Relatîoni  entre  let  élémeiiti  d'un  trièdre  rectangle. 

Désignons  les  dièdres  par  A,  B,  C,  et  les  faces  opposées  par  a,  b,  e. 
Menons  le  plan  ABC  perpendiculaire  à  l'arête  Sfi. 

1»  Relation  entre  les  trois  faces. 

SB        SAcosc  , 

\  cos  6  / 
donc  cosa  =  cos6coBC  (1) 

2»  Relation  entre  un  dièdre  oblique,  la  face  op- 
posée et  la  face  hypoténuse, 

.^^_CB___AC    .    AC    _  Mn6 
^'"^—HC""  sinB  •   8m6  ~"  sinB 

(C*e8t  la  relation  déjà  établie  au  n<»  547);  d'où 
sin  6  =  sin  a  sin  B    \ 
sin  c  =  sin  a  sin  C    J  ' 

30  Relation  entre  un  dièdre  oblique  et  tes  faces  adjacentes, 

.«-       AB         BCoosB        ,„^^^oR 
^«^^=-B3-=BG-^3tg^  =  *^^^«^ 

donc  tgc  =  tgacosB 

tg6  =  lgacosC 

40  Relation  entre  un  dièdre  oblique  et  les  deux  faces  non  hypo- 
ténuse, 

'«*  =  ^='^B"ïB:^  =  lgBsmC 

donc  lg6  =  tgBsinc    \ 

tgc  =  tgCsin6    )  '   ^ 

5<»  Relation  entre  les  deux  dièdres  obliques  et  la  fac^  hypoténuse. 
En  multipliant  membre  à  membre  les  deux  relations  (4),  il  vient 

J =  tgBlgC 

cos  6  cos  c        ^      ^ 

d*où,  à  cause  de  (1), 

cos  a  =  cotg  B  cotg  C  (5) 

6»  Relation  entre  les  deux  dièdres  obliques  et  une  face  non  hyjoo- 
ténuse,  ' 


I  (3) 
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En  divisant  la  première  des  relations  (3)  par  la  deuxième  des  rela- 
tions (2),  il  vient 

. -S  =.^^^ —  =  co8  6    à  cause  de  (1) 
sinC        cosc  ^   ' 

donc  cos  B  =3  cos  6  sin  C    ) 

l  (6) 

cos  C  =.  cos  c  sin  B    ; 

Bègle  maérnoaUiM.  —  On  peut  retrouver  immédiatement  Tune  quel- 
conque des  relations  précédentes  à  Taide  d'une  règle  mnémonique 
très  simple.  On  écrit  sur  les  angles  et  sur  les  cotés  d*un  triangle  rec- 
tangle les  notations  usuelles,  en  remplaçant  toutefois  6  et  c  respecti- 
vement par  90»» 6  et  90^  —  c;  puis  on  fait  abstraction  de  Tangle 
droit  A.  Si  Ton  parcourt  le  périmètre  de  la  figure,  les  éléments  du 
trièdre  forment  une  suite  continue  se  présentant  dans  Tordre  suivant  : 

B,    a,    C,    90>--6,    90*  — c 

La  règle  qui  permet  d*écrire  la  relation  entre  trois  quantités  quel- 
conques peut  s*énoncer  ainsi  : 

Le  connus  de  l'une  quelconque  de$  cinq  quantité»  égale  : 
i*  Le  produit  de»  cotangente»  de»  deux  quantités  adjacente»; 
2?  Le  produit  de»  »inu»  des  deux  quantités  non  adjacentes. 

Par  exemple,  la  relation  entre  les  éléments  consécutifs  a^C,  90»»6 
sera 

cosC  =  cotg(90»  — 6)cotga    ou    tg6  =  tgacosC  (3) 

la  relation  entre  6,  C,  B  s'obtiendra  en  remarquant  que  90"  — 6  et  C 
sont  des  éléments  consécutifs  et  que  B  est  isolé  ;  donc  on  écrira 

cosB=:8in(90»  — 6)sinC  =  cos6sinC,  6) 

Réfolution  des  trièdres  rectangles. 

1*'  Cm.  »  Connaissant  b  et  c^  calculer  a,  B,  C. 
On  a  cosa  =  co86cosc 


tgB  =  4^    et   tgG  =  -l^ 
*  Bine  ^  sinT 


f  Cm.  —  Connaissant  sl  et  h,  calculer  c,  B,  G. 

r\  cosa 

On  a  co8c=        ? 

cos  6 

«in  B  =  -«!?*-    et    cosC  =  i^ 
sina  tga 

S"  Cm.  —  Connaissant  c  et  B,  calculer  a ,  b ,  C. 
cos  G = cosc  sin  B 


On  a  iga  =  -^^,    tg6=.8inctgB 
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4*  Cm.  •—  Connaiisanl  b  et  B^  ealouler  a,  c,  C. 


^  sina sin6  sine 


8inc=^^    et    imC! 


cosB 
cos6 


S*  Cm:  —  Connaissant  a  e<  B,  calculer  b,  c,  G. 
On  a  sin a  as -5Î5__ ,    tgc=tgaco8B 

^r.t^r—  <^ota 

t*  Cm.  —  Connaissant  B  ei  C,  calculer  a,  b,  c. 

On  a  008  a  s=  cotg  B  cotg  C 

àna_ sinb  sino 

i  BinB       sidC 

Toutes  ces  formules  sont  celles  qui  servent  à  la  résolution  des 
triangles  sphériques  rectangles.  (  Voir  la  note  n»  547.) 

Pareillement,  la  formule  qui,  dans  le  problème  n»  546,  a  doooé 
eosA,  peut  s'écrire 

008  a  =  cos  6  ces  c  +  sin  6  sin  c  cos  A 

on  a  de  même     cos  6  =  cos  a  cos  c  +  sin  a  sin  c  cos  B 

et  C08c  =  cos  a  cos  6 -H  sin  a  sin  6  cos  G 

Ces  trois  relations  sont  les  formules  fondamentales  de  la  Trigono- 
métrie sphérique.  En  éliminant  entre  elles  G  et  c,  on  trouve 

sin  g  8in& 

sin  A       sinb 

j^^^  „„.„;  sina       sin 6        sine 

donc  aussi  -.    .  =—.„-=—. — — 

sin  A       sm  B       sin  G 

Dans  tout  trièdre,  les  sinus  des  faces  sont  proportionnels  aux  sinus 
des  dièdres  opposés. 


§  3.  —  Questions  de  Cosmographie. 

653.  Calculer  le  rayon  du  soleil  en  fonction  de  celui  de  la  terre, 
connaissant  le  diamètre  apparent  el  la  pareUlaxe  horiiontaie  du 
soleil. 

Soit  R  le  rayon  oberché,  r  le  rayon  de  la  terre,  8  le  demi-diamètre 
apparent  et  p  la  parallaxe  du  soleil. 
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En  appelant  d  la  dislance  des  deux  astres ,  on  a 
B  =  d8inS 
r  =  rfsinp 


463 


donc 


R=r 


sinS 
sinp 


654.  Calculer  la  distance  de  deux  villes  ayant  mime  lalilude  a , 
connaissant  la  différence  f  de  leurs  longitudes. 

Si  R  désigne  le  rayon  terrestre,  la  distance  cherchée  x  est  la  lon- 
gueur d'un  arc  de  ^  degrés  dans  un  cercle  de  rayon  Rcosa;  donc 

^       irBR  cos  a 


655.  Calculer  <ipproximativement  Vépaisseur  de  l'atmosphère  ter^ 
restre,  sachant  que  le  crépuscule  commence  ou  finit  lorsque  le  soleil 
est  à  iS°  au-dessous  de  V horizon. 

Le  crépuscule  a  pour  cause  Tillumination 
du  segment  atmosphérique  AZB  limité  par 
le  plan  tangent  à  la  terre  au  point  consi- 
déré L.  Il  commence  lorsque  le  soleil  vient 
éclairer  les  molécules  atmosphériques  voisines 
de  rhorizon  et  situées  en  A  aux  confins  de 
Tatmosphère.  Si  donc  on  admet  que  la  tan- 
gente AS  fait  avec  Thorizon  AL  un  angle 
de  18»,  l'angle  AOL =9»,  et  l'on  a,  en  dési- 
gnant par  X  répaisseur  de  Tair, 

R  =  (R-haî)cos9» 


d'où 


aî=R 


1  —  cos  9° 
cos  9" 


:2R 


8in«4^'yy 
cos9<» 


656.  Étant  données  la  hauteur  h  d'une  tour,  la  latitude  X  du  lieu 
et  la  déclinaison  8  du  soleil,  trouver  la  formule  de  la  longueur  de 
l'ombreàmidi.— Application,   h=35«,  X  =  36»43', 
«  =  — 16023'.    (Bacc.,  Alger,  17  avril  1885.) 

En  désignant  par  i  la  distance  zénithale  méri- 
dienne du  soleil ,  la  longueur  l  de  Tombre  est 

l=zhigz 

or  «-|-a-|-X  =  90« 

donc  f  =  /iC0tg(8-|-X) 


Application,    (  =  35- cotg  20«20' 
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657.  Quelle  est  la  longilude  du  soleil,  lorsque  son  ascension  droUe 
est  égale  d  a? 

Soit  S  la  position  du  soleil,  y^  bod  ascension 
droite  égale  l'obliquité  de  Técliptique  SyE=w. 
11  faut  calculer  la  longitude  yS;  c'est  Thypo- 
ténuse  d'un  triangle  sphérique  rectangle  dans 
lequel  on  connaît  un  côté  de  l'angle  droit  ^E 
et  l'angle  w  adjacent  à  ce  côté.  Ou  encore,  il 
faut  calculer  la  face  hypoténuse  d'un  Irièdrc 
rectangle  connaissant  une  face  a  et  le  dièdre 
oblique  u  adjacent  à  celte  face. 
Or  la  formule  (3)  sur  les  trièdres  rectangles  (n»  652)  donne 

tg  yE  =  tg  yS  coB  to> 
u  tg  a  =  tg  L  cos  ci> 


d*où 


tg 


COBo) 


658.  Combien  de  temps  le  soleil  reste-t-il  au-dessus  de  V horizon  d*m 
lieu  de  latitude  X  le  jour  où  sa  déclinaison  est  Dl  —  Discussion, 

Prenons  pour  plan  de  la  figure  le  mé- 
ridien du  lieu.  ZZ'  est  la  verticale,  PP' 
Taxe  du  monde.  H  H'  la  projection  de  l'ho- 
rizon, EE'  celle  de  Téquateur. 

Le  parallèle  que  décrit  le  soleil  au  jour 
considéré  se  projette  en  AA'  et  se  rabat 
en  ABjA'  sur  le  plan  de  la  figure;  il 
coupe  l'horizon  suivant  une  corde  projetée 
en  B  et  dont  la  moitié  se  rabat  en  BBi. 

La  latitude  est  ZE  =  PH'  =  X,  la  dé- 
clinaison AE  =  D.  Soit  a;=ACBi  le 
demi -arc  de  jour  qu'il  s'agit  de  calculer 
d'abord. 

a;  =  180»— B|CA 


op.f       CB        CB        OOtgBOfc;  _         tgx         -tclig" 

donc  cosaî=— tgXlgD  W 

L'arc  de  jour  2x  éUnt  connu,  il  suffit  de  le  diviser  par  15  pour  le 


convertir  en  heures 


t  = 


2aî.24       2x 


Discustion.  La  formule  (1)  donne  le  demi -arc  de  jour  x;  suivant 
que  Ton   aura    âB^9(y>,    la  journée  durera  plus  de  12  heures, 
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12  heures,  OU  moins  de  12  heures,  c*est-à-dire  plus  longue  que  la 
nuit»  égale  à  la  nuit,  ou  plus  courte. 

Celte  formule  contient  deux  variables  :  la  latitude  X  qui  peut  varier 
de  —  90o  à  +90<»,  la  déclinaison  qui  varie  avec  Tépoque  de  l'année; 

pendant  le  printemps,  de  0«  à  23o27' 

l'été,  de  23*27'  à  0» 

Pautomne,       de  0>  à  —  23<»27' 

rhiver,  de  —  23o27'  à  0« 

La  formule  (1)  permet  de  suivre  les  variations  de  la  durée  du  jour  : 
lo  pour  un  lieu  donné  suivant  l'époque  de  Tannée;  2«  pour  une 
époque  donnée ,  suivant  la  latitude  du  lieu  considéré. 

Dans  le  !•'  cas,  X  reste  fixe  et  D  oscille  entre  ses  limitée  extrêmes 
de  — •23»27'  à  +23*27',  suivant  le  temps.  Dans  le  2*  cas,  D  rest^ 
fixe  et  X  varie  de  —  QO*  à  +  90».  Celte  discussion ,  qui  ne  présente 
aucune  difficulté,  est  très  intéressante  en  ce  qu^elle  donne  tous  les 
résultats  indiqués  en  Cosmographie.  (Voir  Cosmographie,  n»  173.) 
Nous  nous  bornerons  aux  deux  remarques  suivantes  : 

I.  En  quels  lieux  et  à  quelle  époque  le  jour  est'U  égal  à  la  nuit? 
Il  faut  que  Ton  ait     cos  a?  =  —  tg  X  tg  D = 0 

c'est-à-dire  tgX=0;    d'où    X  =  0 

ott  tgD=0;    d'où    D  =  0 

Donc  le  jour  est  égal  à  la  nuit  : 

1«  A  l'époque  des  équinoxes  sur  toute  la  terre; 

2<>  A  l'équateur  en  tous  temps. 

II.  La  formule  (1)  devient  illusoire,  lorsque  le  deuxième  membre 
ne  peut  représenter  un  cosinus,  c'est-à-dire  lorsqu'on  a 

(— tgXlgD)î>l    ou    tgn>cotg«D 

ou  [tgX-tg(90<»-D)][tgX  +  tg(9O»-D)]>0 

c'est-à-dire      lgX>tg(90o  — D);    d'où    X>(90»  — D) 

ou  lgX<  — tg(90»  — D);    d'où    X<— (QO»— D) 

D  variant  de  —  23«27'  à  +23o27',  la  formule  (1)  donne  toujours  x 
seulement  pour  les  lieux  dont  la  latitude  est  comprise  entre  »  60*33' 
et  +60*33^.  On  sait,  en  effet,  que  pour  un  lieu  situé  dans  une  zone 
glaciale,  le  soleil  peut  rester  plusieurs  jours  au-dessus  ou  au-dessous 
de  l'horizon. 

659.  A  quelle  heure  le  crépiiscule  commence- 1^ il  dans  un  lieu  de 
latitude  X,  le  jour  où  la  déclinaison  du  soleil  est  D*l^ 
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Le  crépuscule  du  malin  commence  et 
celui  du  soir  fioil  lorsque  le  soleil  est  à 
18*>  au-dessous  de  Thorizon. 

Les  notations  étant  les  mômes  que  dans 
le  problème  précédent,  proposons -nous 
de  calculer  la  durée  totale  du  jour  y  c4Nii- 
pris  les  crépuscules. 

Il  fera  jour  tant  que  le  soleil  sera  au- 
dessus  du  petit  cercle  parallèle  à  Thori- 
zon  et  situé  à  18*  au-dessous. 

Soit  hh'  la  projection  de  ce  cercle  pa- 
rallèle à  H  H';  elle  coupe  A  A'.  EE',  ZZ' 
respectivement  aux  points  C,  K,  L.  Sur 
le  rabattement  ABiGiA'  du  parallèle  dé- 
crit par  la  soleil,  ABi  est  Tare  de  jour  parfait,  BiCi  l'arc  de  cré- 
puscule. 

Calculons  le  demi -arc  de  jour  total    AlCi  =  y^ 

y  =  180o-CiIA' 

mais  C08  CiIA'  =  J5-  =  '^-t,^^ 

lUi  Al 

or,  en  prenant  OA  pour  unité, 

lB  =  OItgPOH  =  sinDlgX 

OL  siniSo 


BC=OK=: 


cosKOL         cosX 


et    Al  =  cos  D 


donc    cos  Cil  A  = 

et  enfin  cosj/  =  — tgDlgX 


cos  D  cos  X 


En  comparant  cette  formule  à  la  formule  (1)  du  problème  pré- 
cédent, on  voit,  d'après  la  terme  de  correction,  que  la  durée  du  jour 
est  augmentée  d'une  quantité  d^autant  plus  grande  que  X  et  D  sont 
eux-mêmes  plus  grands.  La  durée  du  crépuscule  croit  avec  la  latitude 
du  lieu  considéré  et  avec  la  déclinaison  du  soleil. 


660.  En  €Uux  poinli  A  el  B  iiluéê  §ur  un  même  méridien,  à  det 
laliludeB  X  et  X',  on  a  meêuré  lea  dislances  zénUaleê  z  el  z^  de  la  lune 
au  tnotnenl  de  sa  culmination.  Sous  quel  afigle  un  observateur,  sup- 
posé plaeé  au  centre  de  la  lune,  verrailM  au  même  moment  les  rayons 
terrestres  TA  el  TB?  En  déduire  la  parallaxe  horinonlale  de  la  lune, 
c'est' à -•  dire  le  demi -diamètre  apparent  de  la  terre  vu  du  centre  de 
la  lune. 

!•  Soient  L^t  T  les  centres  de  la  lune  et  de  la  terre.  Désignons 
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par  a;  et  0^  les  deux  parallaxes  en  haateur 
ALT  et  BLT  qu'il  s'agit  de  calculer  d'abord. 

On  a  3=:aî+ATL 

3'=x'  +  BTL 

d'où       s  -h  i'  =  x  +  x  +  ATL  -f-  BTL 

d'où         a;'H-x''  =  «  +  s'  — (X  +  V) 

Une  seconde  relation  est  donnée  par  les 
triangles  ATL  et  BTL;  en  appelant  H  et  d  le  rayon  de  la  terre  et  la 
distance  TL ,  on  a 

B       sin  as       sio  x' 


d'où 


d'où 


sina        sinV 

sinac  —  »ina?^ sin»  —  sins' 

sinac  +  sinaî'        sins-f-gins' 

ig4-(«-aî')   tg^ (»-»') 


i«  2(^-0^)   tg {(»+»') 

Connaissant   £c  +  x'    et   x  —  x',    on  en  déduit  x  et  a/, 

2o  Menons  la  tangente  LC  qui  détermine  le  triangle  rectangle  LTG; 
ce  triangle  et  le  triangle  LTA  donnent 

R       sina? sinp 

*3"       sio  5  1 


donc 


sin  p  =  - 


661.  B«narq««.  —  Ce  n'est  pas  tout  à  fait  ainsi  que  Ton  calcule,  en 
Cosmographie,  la  parallaxe  horizontale  de  la  lune  :  on  établit  d^abord 
la  relation  entre  cette  parallaxe  horizontale  et  une  parallaxe  de  hau- 
teof  x;  ce  qui  permet  d'introduire  immédiatement  p  dans  le  ealcul. 
La  méthode  que  l'on  emploie  est  la  suivante  : 

1*  Relation  entre  la  parallaxe  horizon* 
taie  et  une  parallaxe  en  hauteur. 

R 


-  =  smp 


(1) 


"dT       sini 

2"  Les  données  étant  l,  X',  z,  s',  W  faut 
calculer  p;  or  la  relation  (1)  donne 

sina;       sinxf 


smp: 


sin» 


o«  approximativement,  en  substitnani  les 
p€til8  arcs  p,  x,  x*  à  lenrs  sinus. 
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Or  le  quadrilatère  ATBL  (flgure.précédenle)  donne 

a?  +  a5'=3  +  «'  — (XH-)/) 

donc  enfin 


'^  biD:;  +  8in2' 


On  a  trouYé    9  =  -^    (en  moyenne). 

3»  DUlance  de  la  lune  à  la  terre.  On  a 
B  =  dsin|> 

D 

donc  d  =  - 


ou  environ 


P 


ainp 

:-^=60R 

W 


Le  dislance  moyenne  de  la  lune  à  la  terre  égale  environ  60  fois  le 
rayon  terrestre. 


662.  Démontrer  que  la  vitesse  angiUaire  du  déplacement  de  la  mé- 
ridienne par  rapport  à  la  trace  horizontale  du  plan  d'oscillation 
d'un  pendule  est  proportUmnelle  au  sinus  de  la  latitude  du  lieu  con- 
sidéré. 

Ce  théorème  se  démontre  très  simplement  en 
Mécanique  au  moyen  de  la  théorie  des  rotations. 
Voici  une  autre  démonstration  très  élémentaire. 

Soit  AB  la  position  initiale  de  la  méridienne 
qui,  au  bout  d^un  instant  0,  aura  pris  la  posi- 
tion BA';  la  position  du  point  B  situé  sur  Taxe 
n'aura  pas  changé.  La  vitesse  V  de  rotation  de 

la  terre  est  — ^ — ~T'  '®  vitesse  v  du  dépla- 
cement de  la  méridienne  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  rapport  -^—  =  y  lorsque  0  tend  vers 
zéro.  Donc 


X 


X 


X 


Jl-  =r  lim.  —  =  lim.  ~  =  lim.  -^  =  lim 
V  a  a  a 

T  T 


«Jn  «  AM 

^::^=iim.--^ 


"AIT 


AC 


AB 


ou 


=  sinABC  =  sinX 


donc  t)  =  V  gin  X 

Au    pôle,    v~V,  le   plan   d^oscillatioo  semblerait   tourner  en 

24  heures;   à  Paris,  v  =  V sin /i8o50' ,    le   plan  semble  tourner  en 

32  heures  environ;  à  Téqualcur,    v~0,    le  plan  semble  immobile, 
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§  4.  — n  Questions  de  Physique. 


663.  Un  rayon  de  lumière  homogène  SI  (ombe  normalement  8ur 
la  face  AB  d'un  prisme  d'une  substance  transparente  dont  ^indice 

K  A 

est   -T-;   l'angle  du  sommet  A  du  prisme  est  tel  que    BinA=-g-. 

Quelle  marche  suivra  le  rayon  réfracté  lorsqu'il  se  présentera  à  la 
seconde  face  du  prisme?  Comment  se  comporteront  à  leur  sortie  du 
prisme  deux  rayons  incidents  pris  l'un  dans  Vangle  SIA,  l'autre 
dans  l'angle  SIB?  (Sorbonne,  31  mars  1879.) 

Soient  NDE=r  et  IDN'  =  t  les  angles 
que  font  le  rayon  réfracté  et  le  rayon  inci- 
dent avec  la  normale  à  la  surface  AC  au 
point  D.  On  a 

sinr 5 

sini       T 

mais  les  angles  i  et  A  sont  égaux  comme 
ayant  les  côtés  perpendioulaires;  donc 

sfnr  _  5 

d'où  8inr  =  l    et    r=90«> 

Le  rayon  réfracté  DE  va  raser  la  surface  ^C,  du  moins  théori- 
quement. 

Tout  rayon  incident  au  point  I,  dans  Tangle'SIA,  éprouvera  la 
réflexion  totale  sur  la  seconde  face  du  prisme ,  et  tout  rayon  incident 
pris  dans  Tangle  SIB  pourra  sortir  du  prisme. 

664.  Un  prisme  d'une  substance  transparente  dont  l'indice  est  plus 
grand  que  1  reçoit  normalement  à  une  de  ses  faces  un  rayon  de 
lumière  homogène.  Quelle  doit  être  la  valeur  la  plus  grande  que  Pon 
puisée  donner  à  l'angle  au  sommet  A  pour  que  ce  rayon  réfracté 
puisse  sortir  du  prisme  par  la  deuxième  facef  On  calculera  la 
valeur  de  A  pour  le  cas  particulier  où  l'indice  est  y/^.  (Sorbonne, 
15  juillet  1881.) 

Si  le  rayon  incident  SI  éprouve  sur  la  deuxième  face  la  réflexion 
totale,  c'est  que  Tangle  IDN'  est  supérieur  à  Tangle  limite  a  donné 
par  la  formule 


Or  les  angles  A  et  IDN'  ayant  les  côté^  perpendiculaires  sont  égaux. 
T«i003C0ii*rmB.  -  M.  ,  ^kr^n\^ 
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Donc  si  A  est  supérieur  à  a,  il  y  a  réflexion  toUle.  Si  A  est  inré- 
rieur  à  Tangie  limile  a,  il  y  a  émergence. 

Application,  —  Si    n  =  v^f ,    on  a    sin  a  =  — zi  =  sin  45*». 

11  faut  que  Ton  ait    A  <45«». 


665.  On  donne  un  disque  circulaire  horizontal  en  verre  dam 
lequel  pénèlre  un  rayon  lumineux  horizontal  qui  se  réfléchit. 
Trouner  Vinddence  de  ce  rayon  pour  qu'aprèê  réflexion  Ù  êorU 
parallèle  au  rayon  incident.  (Bacc.,  Nancy,  1885.) 

Prenons  pour  plan  de  la  figure  le  plan 
horizontal  dans  lequel  reste  le  rayon  AIBEd 
qui  se  réfracte  en  I  et  E  et  se  réfléchit  en  B. 

Puisque  EC  est  parallèle  à  Al ,  la  figure  est 
symétrique  par  rapport  au  diamètre  BD,  et 
Ton  a 

AlN  =  IOD  =  DOE-CEN'=«  =  aî 
01B  =  IB0  =  0BE=3BE0=r 
et  ainsi  t=:2r 

3 
Or  l'indice  du  verre  par  rapport  à  Tàir  est  -^  ; 

la  loi  de  Desgartes  sin  t = n  sin  r 


donne  donc 


ou 


sin  a?  =  -3- 
2  sin  2"  *^*  "5^ 


X 

sin-g- 
3 


donc  siD£c=0       o 

d'où  x  =  0       ou 

les  deux  solutions  conviennent. 


cos|.  =  | 
x  =  82«/i9'9".2 


666.  Danê  la  section  droite  d'un  prisme  isocèle  d'indice  connu,  loui 
rayon  lumineux  qui  se  présente  parallèlement  à  la  b€ue  et  pénètre 
par  l'une  des  faces  égales,  se  réfléchit  totalement  sur  la  base  et  émerge 
dans  une  direction  parallèle  à  sa  direction  primitive.  Calculer  l'angle 
du  prisme. 

Soit  BAC  le  prisme  d'indice  connu  n 
et  d'angle  réfringent  demandé  2x. 

Soit  SIMES'  la  marche  du  rayon  lumi- 
neux quelconque  dont  les  segments  SI 
et  ES'  sont  parallèles  à  BC. 

On  voit  immédiatement  que  les  angles 
formés  au  point  E  sont  égaux  à  eeux  qui 
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sont  formés  au  point  I;  d'où  il  résulte  que  le  quadrilatère  AEMI  est 
un  parallélogramme.  Donc 

MIA  +  IAE=-48(>>    ou    90<»  — r+2aî=l80 
d'où  r  =  2a?  — 90» 

Donc  Bina3  =  n8inr=:nco82x  =  n(l»28in*x) 

d'où  2n8in'x-|-8inaî  — n  =  0 

l'angle  x  étant  aigu,  la  racine  négative  est  étrangère;  quant  à  la  ra- 
cine positive,  elle  est  toujours  inférieure  à  l'unité  et,  par  suite,  tou- 
jours acceptable. 

Remarqtie,  —  Si  le  point  I  s'éloigne  du  point  A,  le  point  E  s'en 
rapproche;  si  le  point  I  se  rapproche  du  point  A,  le  point  E  s'en 
éloigne;  quand  le  point  I  est  au  milieu  de  AB,  le  point  E  est  au 
milieu  de  AC,  le  rayon  lumineux  émerge  sur  le  prolongement  même 
du  rayon  incident. 

667.  On  jod  que  le  poiêctge  cf  un  rayon  lumineux  à  traverg  un 
prisme  donne  lieu  au  iystème  suivant  d'équations  simultanéeê  : 

8int  =  nsinr  (1) 

8ini'  =  n8inr'  (2) 

A^r  +  r'  (3) 

D  =  i  — r-ft'  — r'  (4) 

dans  lequel  A  dénote  Vangle  réfringent  du  prisme,  n  l'indice  de  sa 
substance,  \  et  ï'  les  angles  d'incidence  et  d'émergence ,  r  et  r'  les 
inclinaisons  du  rayon  intérieur  sur  les  normales  aux  foùSê,  snfki  D 
la  déviation  totale  du  rayon  lumineux.  Cela  posé,  on  demande 
d'éliminer  les  trois  quantités  r,  r'  d  i'  entre  ces  quatre  équiUions. 

L'équation  (3)  permet  d'écrire 

CM  A = ces  r  cos  r'  —  sinrsinr' 
d'où  cosA4-sinrsinr'=C0Brcosr' 

Élevons  au  carré  et  remplaçons  les  carrés  des  cosinus  en  valeur 
des  sinus;  il  vient 

«in*  r  +  sin*  r'  -f  2  cos  A  sin  r  sin  r'= sin*  A 

Substituons  à  sin  r  et  sin  r'  les  valeurs  que  donnent  les  équations 
(l)et(2) 

Chassons  le  dénominateur  et  remplaçons  i'  par  sa  valeur  tirée 
de  (4);  on  a 

8ÎnS%  +  sin«(D  +  A  — t)-f  2co8Asint8in(D  +  A  — <)  =  n«sin«À 
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Proposons-nous  maintenant  de  trouver  le  minimum  de  l'angle  de 
dévicUion  du  rayon  lumineiui. 

En  ajoutant  les  équations  (1  )  et  (2),  on  a 

sin  i  -f  sin  t'= n  (  sin  r  +  sin  r') 

.     1 4-  i'         »  —  i'  •     r  4-  r'         r^r' 

ou  sm  —^ cos     ^     =  n sm     ^'    cos      ^ 

mais  on  tire  des  équations  (3)  et  (4) 

rH-r'=A    et    tH-i'=:A  +  D 


donc 


Bin  ^(A4-D)  =  nsin  ^  A ^ 


C08^(r— r-J 


cos  ^  (»  —  »') 
Or  t  et  i'  étant  aigus,  on  a 

donc  ^(A4-D)<90» 

Le  minimum  de  D  a  lieu  en  même  temps  que  celuki  de    -^  (A  +  D), 

et,  par  suite,  il  correspond  au  minimum  de    sin  -^  (A  +  D). 

Mais  on  sait  que  la  déviation  i^r  que  subit  un  rayon  à  son  pas- 
sage d^un  milieu  dans  un  autre  augmente  avec  Tincidence;  on  a  donc 

si  »^»',    %  —r'^i'  —  r';    d'où    t  —  t'^r  — r' 

et  si  i'^i,    t'  — r*^»— r;    d'où    «'  — t^r'  — r 

et  dans  tous  les  cas 

cos -^  (r-r')^  cos -^(t-O 

cob4  (r-r') 
Donc  la  fraction  ^ a  pour  minimum  l'unité; 

cos|(»-0 

dans  ce  cas  r— r'rnt  — 1'=0 

Ainsi  le  minimum  de  Tangle  de  déviation  a  lieu  quand  les  angles  i 
et  i'  sont  égaux  ;  alors  le  rayon  intérieur  est  perpendiculaire  au  plan 
bissecteur  du  dièdre  réfringent,  et  l'on  a 
D  =  2(î— r) 

668.  Un  rayon  lumineux  entre  dans  un  tube  noirci  fermé  par  un 
prisme  de  verre  ABC  dont  l'angle  B  est  droit  et  la  face  AB  perpen' 
dioulaire  à  l'axe  du  tube.  Quelle  valeur  doit  avoir  Vangle  ACB 
pour  que  le  rayon  lumineitx  ne  sorte  past  (Bacc,  Nancy,  1879.) 
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Soit  MI  le  rayon  incident  parallèle  à  CB;  il 
pénètre  suivant  ID  et  fait  avec  la  normale  DE  un 
angle  a. 

Pour  qu'il  n*y  ait  pas  émergence ,  il  faut  que  a 
soit  supérieur  à  l'angle  limite  X. 

La  normale  DE  étant  parallèle  à  MI,  le 
triangle  DEI  donne 

«=3a  +  r;    d'où    a  =  t  — r 
La  condition  de  non  émergence  est  donc 

<-r>X  (1) 

OrTangle        MIC=90»— t=aj;    d'où    t=90«»— ac  (2) 

il  faut  donc  que  Ton  ait 

90»— »— r>X,    ou    r<90»— (x  +  X),    ou    8inr<co8(a?  +  X) 
c'est-à-dire  sin  r  <  cos  a?  cos  X  —  sin  a?  sin  X 

Mais  la  loi  de  Descartes  donne,  en  tenant  compte  de  (2), 

•      sint sin(90»  — a)  _  cosag 

""    n    ""  ~ 

la  condition  devient 


n 


cosx 


<cos  oî  cos  X— sin  aj  sin  X 


ou 


sina;6inX<cosa; 


(cosX-1) 


d'où 

Or,  pour  le  verre, 
d'où 
donc 


tg»< 


sinX 


3  2 

n  =  Ty-    et    8inX  =  7r 

■9=-3- 


^  =  0 


co8X=yi 

(a;<6<»43'54") 


669.  Qttel  est  Vindice  d'un  prisme  d'angle  donné  qui  imprime  une 
détnalion  connue  au  rayon  normal  à  Vune  de  ses  faces? 

Soit  A  Tangle  réfringent  donné.  Le  rayon  SI 
pénètre  dans  le  prisme  sans  déviation,  fait 
un  angle  r  avec  la  normale  IN  et  émerge  dans 
la  direction  lE  qui  fait  avec  la  même  normale 
l'angle  t. 

La  déviation  t— r=D,  quantité  connue  ; 
on  a 

sint=:nsinr  (1) 
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Or  r=*A    et    i«=D  +  r«D  +  A 

donc  la  relation  (1  )  devient 

sin  (  D  +  A)  =  n  sin  A 

d'où  „^siD(D  +  A) 

BinA 

Remarque,  Suiyant  que  le  rayon  dévie  vers  la  basé  ou  t^n  U 
sommet  du  prisme,  c'est-à-dire  suivant  que  D  tst  positif  ou  négatif, 
on  a  ^^^ 

670.  Sous  quelle  incidence  un  rayon  lumineux  doU-il  se  présenter 
à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  connus  pour  y  subir  une 
déviation  donnée  f 

Soient  i  l'incidence  demandée,  r  Tangle  de  réfraction,  D  la  dé> 
viation  connue  et  n  Tindioe  du  second  milieu  par  rapport  au 
premier. 

On  a  sini=nsinr 

or  D  =  i  — r;    d'où    r  =  t  —  D 

donc  si  n  t  =  n  sin  (  t  —  D  )  =  n  sin  i  cos  D  —  n  sin  D  cos  < 

d'où  8in<(nco8D  — 1)  =  nBinDcost 

nsinD 


et  tgt=. 


n  cos  D  —  1 


671.  Un  point  lumineux  est  situé  sous  une  épaisseur  d'eau  connue. 
Quelle  est  sa  profondeur  apparente  selon  la  position  de  l'obser- 
vateur 9 

Un  point  lumineux  étant  situé  dans  Teau,  les  rayons  qui  en 
émanent  forment  un  faisceau  conique  avant  leur  sortie  du  liquide; 
mais  on  démontre  qu'après  s'être  réfractés  à  la  surface  libre  ils 
prennent  un  mode  d'association  beaucoup  moins  simple  :  au  lieu  de 
passer  tous  par  un  même  point  qui  serait  l'image  du  point  lumineux, 
ils  sont  normaux  à  la  surface  d'un  ellipsoïde  de  révolution  qui  a  pour 
axe  la  verticale  du  point  considéré. 

La  réfraction  par  une  surface  plane  ne  donne  donc  pas  d'images 
parfaites. 

Une  étude  complète  de  la  question  fait  voir  qu'un  point  lumiaetOL 
plongé  dans  l'eau  apparaît  à  l'œil  placé  dans  Tair  non  comme  un 
point  unique,  mais  comme  une  petite  tache  dans  laquelle  domiaeRt 
deux  petits  segments  rectilignes  plus  lumineux  perpendiculaires  IHia 
à  l'autre.  L'un  est  situé  sur  la  vertieale  du  point  considéré,  et  Taatre, 
ne  touchant  pas  cette  verticale,  est  un  peu  plus  rapproché  de  ï^cnl  de 
l'observateur. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  nous  occuperons  seulement  de  l'image  pir^ 
tielle  située  sur  la  verticale  du  point  lumineui  donné  P. 
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Soit  PI  un  rayon  quelconque;  lE  son  rayon 
réfracté,  dont  le  prolongement  coupe  en  P'  la 
verticale  PS;  r  et  i  ses  inclinaisons  successives 
sur  la  normale  IN. 

Écrivons    SP  =  p    et    S'P'=:p'. 

^        Igt'    '^       Igr 

/  iffr 

P=P 


475 


On  a 
d'où 
Or 


Igi 


1) 


•    •  ji  V      •  sint 

sin»  =  nsinr:    doù    8inr  = 

'  n 


En  remplaçant  les  sinus  par  leurs  valeurs  en  fonoUon  de  la  tan- 
gente, il  vient 

_   IRJ*  _  _        tg» 

tp:*r     _        tg*t 


i  +  tg*r  ■"  n«4-»i«tg«t 


Jg» 


donc    lg«r=  -,-r-r  *4T^«-     ^l    *g**=  — 
cette  valeur  substituée  dans  (1)  donne 


et  comme    n=3- 


y__  3p 

/Î6  +  7tg«i 


f2) 


La  profondeur  à  laquelle  le  rayon  émergent  prolongé  vient  couper 
la  verticale  PS  varie  donc  avec  Tangle  i  d'émergence. 

Tous  les  rayons  issus  de  P  qui  font  un  môme  angle  r  avec  PS  (les 
génératrices  d'un  cône  de  révolution)  donnent  des  rayons  réfractés 
qui  font  aussi  un  même  angle  i  avec  PS  et  sont  les  génératrices  d'un 
cône  de  révolution  de  sommet  P'.  Ce  sommet  P'  est  un  foyer  partiel 
du  point  P.  Une  infinité  de  foyers  partiels  semblables  sont  distribués* 
dur  la  normale  PS. 

Si  l'on  ne  considère  qu'un  pinceau  oculaire  de  rayons  réfractés,  les 
diverses  valeurs  de  i  diiïërent  très  peu  les  unes  des  autres;  de  sorte 
que  les  foyers  ou  images  partielles,  telles  que  P',  que  l'œil  aperçoit 
sur  la  normale,  sont  extrêmement  voisins  les  uns  des  autres  et  don- 
nent presque  l'impression  d'un  point  unique  qui  est  Timage  imparfaite 
de  P.  Cette  image  est  d'autant  plus  lumineuse  et  d'autant  plus  éloi- 
gnée do  la  fcurface  de  l'eau ,  que  la  valeur  moyenne  de  l'angle  i  est 
plus  petite. 

La  formule  (2)  montre  comment  varie  la  profondeur  de  l'image 
avec  la  direction  de  l'œil  : 
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8i  l'œil  est  sur  la  normale,    t  =  0,    p'=-^ 
si    i  croît,  p'  dimiDUô 

ri  •=«••  p'=^ 

Si  tgi  devient  successivement  égal  à  2,  3,  4, ...,  /c;  on  a  pour  p'  les 
valeurs 

3p        3p  3p  3p 

V/îî'     v^7^'     v'îSd'    *"'     /16  +  7/c» 


672.  Que/  angle  une  tige  reetiligne  plongée  dam  Veau  fait-dU  avec 
son  image,  et  quelle  inclinaison  faut -il  donner  à  la  tige  pour  que 
cet  angle  soit  maximum  9 

Soient  AB  la  tige  considérée ,  SAs=p  la 
profondeur  constante  de  Textrémité  immergée, 
SAB  =  a  Tangle  variable  de  la  tige  avec  la 
normale  AN,  et  enfin  AlA'=d  Panglede  U 
tige  avec  son  image  supposée  rectiligne. 

D'après  le  problème  précédent,  la  profon- 
deur de  ri  mage  A'  du  point  A  est 


SA'=:- 


V/n«  +  (n«-l)lg«i 

expression  qui  varie  avec  la  valeur  moyenne  de  l'angle  i  d'émergence 
du  pinceau  oculaire.  De  sorte  que  la  quantité  dont  est  relevée  l'extré- 
mité A,  c'est-à-dire 

AA'=SA-SA'=pA-   ,  ^      ^  _  ,_^_,^ 

dépend  de  la  direction  de  Toeil. 

L'angle  6,  sous  lequel  on  voit  AA'  du  point  I,  varie  donc  avec  la 
position  de  l'observateur.  Pour  plus  de  simplicité,  suppoeons  que 
î'oail  regarde  normalement  à  la  surface  du  liquide,  et  qu'il  soit  suffi- 
samment éloigné  pour  que  tous  les  rayons  qui  lui  arrivent  de  AI 
aient  une  incidence  sensiblement  normale.  On  aura  toujours  tgt=0, 
et,  par  suite, 

On  a 

SA       'SA 

tg8=tg(S!A-siA')=:^î;;;:|^ 

i+     -  Sl»-hSA.SA'     S1*  +  SA.SA* 

SP 
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d'où,  OD  remplaçant  SA',  A  A'  par  leurs  Talours  et  SI  par  ptga, 
,^,_P*^g''(^)_(n-l)lg, 


p.,g.,  +  £l         "«K^^  +  l 


4 
ou  enfin,  puisque   ««  =  -t> 


lg8  =  -      ^'« 


4tg«a  +  3 
Pour  trouver  la  valeur  de  a  qui  rend  5  maximum,  écrivons 

d  sera  maximum  en  même  temps  que  sa  tangente,  c*est-è-dire  quand 
le  dénominateur  sera  minimum  ;  or  ce  dénominateur  est  la  somme  de 
deux  quantités  dont  le  produit  est  constant.  Le  maximum  cherché 
aura  donc  lieu  pour 

d'où  tga-y/î  =  4v^ 

et  a  =  40<»o3'36",2 

(n-i)\/4-         4 
Le  maximum         Ig  8  = g-i — -  =  —--=- 

d'où  8«8«ir56",i 

673.  Un  éUrJrogeope  de  Henley  se  compose  de  dexAX  boules  eonduc- 
triées  isolées,  égales  entre  elles,  l'une  mobile  autour  d'un  point  dans 
un  plan  vertical,  l'autre  fixée  au  point  le  plus  bas  du  cercle  qt*e 
peut  décrire  la  première.  Les  deux  boules  étant  en  contact ,  on  com- 
munique  à  leur  système  une  certaine  quantité  d'électricité.  Calculer 
la  charge,  sachant  que  la  boule  mobile  s^est  écartée  d'un  angle  a. 

Soit  A  le  centre  de  la  boule  fixe,  B  celui  de  la    ^ 
boule  mobile,  2x  la  quantité  cherchée  dont  la  moi- 
tié est  distribuée  sur  chaque  boule,  et  l  la  longueur 
OA  =  OB. 

La  boule  B  est  sollicitée  par  deux  forces  :  1*  son 
poids  P  qui  est  connu;  2»  la  répulsion  électrique 
F  qui,  d'après  les  lois  de  Coulomb,  est  propor- 
tionnelle au  produit  des  quantités  d'électricité  en 
présence  et  en  raison  inverse  du  carré  de  leur  distance.  En  appelant 
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f  le  coefficient  de  répulsion,  c'est-à-dire  la  répulsion  qui  «^exerce 
entre  deux  quantités  égales  à  Tunité  d'électricité,  situées  à  Tunité  de 
distance,  on  a 

"^^^       4i«sin«« 

Or  la  condition  d'équilibre  d*un  corps  mobile  autour  d'un  point  fixe 
est  que  les  forces  appliquées  à  ce  corps  aient  une  résultante  unique 
dont  la  direction  passe  par  le  point  fixe.  Puis  donc  que  la  boule  6 
est  en  équilibre,  la  résultante  BR  des  forces  P  et  F  est  dirigée  sur 
le  prolongement  de  OB  ;  c'est-à-dire  qae  PBRsaa,  et  par  suite, 

FBR=90«— -2- .  Mais  dans  le  parallélogramme  BPRF,  chaque  force 

est  proportionnelle  au  sinus  de  Tangle  des  deux  autres  {Mécaniqut, 
n<»  25);  donc 


F 
T 


sin  PBR 
sinFBR 


ou 


_/£i 


4P/«sin»-|. 


=_5iû«_  =  28in^ 


cos- 


d'où 


8P««sin»|-                             4/'2Psin»f 
aî«= j — —      et      2x=4/  f  j-^ 


Ainsi  le  carré  de  la  charge  est  proportionnel  au  cube  du  sinus  de 
l'angle  d*écart. 


674.  La  boule  mobile  de  la  balance  de  Coulomb,  après  s'être  Hec- 
Irisée  au  contact  de  la  boule  fixe,  s'est  écartée  d'un  angle  a.  Qtie 
devient  l'écart  si  Von  enlève  à  la  boule  fixe  la  moitié  de  son  électri- 
cité? 

Soit  0  la  boule  fixe  dont  la  charge  est  q 

puis  S- .  Soient  Â  et  Ai  les  deux  posittons 

successives  de   la  boule  mobile   dont   la 

charge  reste  égale  à  q.  Soient  enfin  F  et  P{ 

les  répulsions  électriques  correspondantes 

et  9,  9i  leurs  composantes  tangentielles. 

Coulomb  a  fait  voir  que  TelTort  nécessaire 

pour  tordre  un  fil  est  proportionnel  à  Tangle  de  torsion;  on  peut 

donc  écrire  que  les  composantes  tangentielles  9,  ç^  sont  entre  elles 

comme  les  angles  d'écart  correspondant;  c'est-à-dire 


Or 


9  =  FC08-|- 


JL=r-9L 
91        «1 

et 


(i) 
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Mais,  d'après  le  problème  précédent, 

F  =  -i2i—         d'où         ?  = -^2! 

ot  .    .     a  â      a 

__  \l 


4sin«-|.                                   48in-^tg-« 
et  F,=      ^''*  d'où         ?,  = tl 


la  relation  (1)  devient  donc 
28in-|ltg-|« 


»in^tg|- 


Ij       ou      2a.8in-^lg«l=sin|-tg|- 


et  si  Taogle  a  est  assez  petit  pour  qn^on  puisse  le  substituer  à  son 
sinus  et  à  sa  tangebte,  il  viendra  approximativement 


2a' =  a»,        d*où        «i  =  ^ 
/2 


675.  EvïlTt  VinciinaUon  magnétique  i  d*un  lieu  el  les  inelinaxBons 
apparentes  i'  et  i"  de  V aiguille  aimantée  dans  deux  plans  verticaux 
rtclangulaires ,  on  a  la  relation 

col  g*  i  =  cotg*  i'  -h  col  g'  i". 

Soit  O  Tun  des  pôles  de  TaiguiUe  d'inclinai- 
son, OF  la  composante  du  couple  terrestre  qui 
lui  est  appliqué. 

Construisons  sur  OF  comme  diagonale  un 
parallélépipède  rectangle  dont  les  bases  soient 
horizontales;  le  plan  OAFN  est  le  méridien 
magnétique,  OF'  et  OF''  sont  les  projections  de 
OF  sur  deux  plans  rectangulaires;  donc 

FOA  =  t,      F'OA'  =  »'      et      F"OA"  =  t". 

Désignons  par  a  et  90<>  —  a  les  azimulhs  AOA'  et  AOA'';  on  a 

tg^>^  A-P_    OAtg*  _   Igi 
^  OA'        OA  cos  a        cosa 

(#)'+(#f)'=' 

d'où  enfin  cotg«  i  =  colg*  i'  4-  colg*  i 
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OA 
Autre  mélhode.     colg  i  =  y^p 


cotgr  =  J^'.  coigt-  =  -^,.^; 


or  AF  =  A'P  =  A"F"      et      OA*  =:0A'»  +  OA'** 

donc  cotg*  t  =  col  g*  i'  +  cotg*  i" 

La  i'*  méthode  a  PaTaDlage  de  faire  paraître  la  relalioD  utile 


tgt'  = 


^f^J 


676.  Une  aiguille  d'inclinaison ,  dont  l'axe  de  suspension  ne  patte 
pat  exactement  par  le  centre  de  gravité,  ayant  été  aimantée  tuectt- 
sivement  dans  un  sens  et  dans  l'autre,  a  donné  des  inclinaisons  i 
et  i".  Démontrer  que  l'inclinaison  magnétique  i  est  donnée  par  la 
relation 

tgi  =  .^(tgi'  +  tg»") 


Soient  A  et  B  les  pôles  de  l'aiguille 'd'inclinaiton,  0  son  centre  de 
suspension,  C  son  centre  de  gravité,  p  son  poids,  F  la  composante 
du  couple  terrestre. 
(Pour  la  facilité  de  récriture,  posons  a  et  ^  au  liêu  de  i'  et  t''.) 
Si  Ton  prend  les  moments  par  rapport  au  centre  0 ,  Téquation  de 
réquilibre  est  dans  le  1*'  cas 

2F.0D=p.0Csina    ou    2F.0Asin(a  — i)=p.0C8ina 
et  dans  le  2»  cas 

2F .  OD'  =  p .  OC  sin  p      ou      2F .  OA  sin  ( t  —  p)  =p .  OC  sin  p 
En  divisant  membre  à  membre ,  il  vient 

sin  Qt  cos  t  —  sin  i  cos  a  __  sin  g 
Bintcosp  — 8inpco8«         sin  p 

ou  i£«ZlMi  =  i 

tgi-tgp 

Dans  la  pratique,  OC  est  très  petit,  a  et  p  diffèrent  peu;  on  peat 
donc  prendre  approximativement 


ou  enfin 


♦  =  -5-(«+P) 
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677.  Deux  aiguilles  aimantée»  fixées  à  un  même  axe  perpendicU" 
laire  au  méridien  mcignélique,  font  enlre  elles  un  angle  donné.  Dans 
quelle  position  le  système  se  tiêndrcht-il  en  équilibre  sous  Vaclion  de 
la  terre  f 

Prenons  pour  pian  de  la  figure  le  méridien 
magnétique. 

Soit  0  le  point  de  luspension  des  aiguilles; 
A,  A'  les  deux  pôles  de  l'une;  B,  B'  les  deux 
pôles  de  Tautre;  p>  — p  le  couple  qui  agit 
sur  la  première;  q,^q  celui  qui  agit  sur  la 
seconde.  Enfin  soit  i  Tinclinaison  magné- 
tique, et  X  Tangle  que  fait  Taiguille  OB  avec 
rhorizontale  OH  quand  le  système  est  en 
équilibre. 

Les  deux  forces  p  et  g  se  composent  en  une  seule  R  appliquée  en 
un  certain  point  G  de  AB  ;  de  même — p  et — gr  ont  une  résultante  —  R. 

Le  système  des  deux  couples  {p,^p)i  (qt^q)  pout  donc  être 
remplacé  par  un  couple  unique  (R,  — R),  et  Téquilibre  aura  lieu 
lorsque  les  composantes  de  ce  dernier  seront  en  ligne  droite  et  pas- 
seront par  le  point  0.  Alors  Tangle  COH  =  t. 

On  a 

CA  _  o     cim    CA  _  sin{a4-aî— »)     «*     CB  _  sin(t  — x) 
CB-"p-  ^^  15Â wHl! ®*    T5F sinC 

donc  3.  =  QAsin(«-j-a?— t)  .  OBsinÇt  — a?) 

p  sînC  •  sm  C 

d'où 

8in(i-.x)  p.OA     .„  ieii-x)  ^P.OA 

sin[a  — (»  —  «)]        q,OB  sina  — C08atg(t  — a?)       q.Oti 

équation  qui  détermine  Tangle  x. 

§  5.  —  Questions  de  Mécanique. 


678.  Décomposer  une  forée  en  deux  forces  égales  faisant  un  angle 
donné  eu 

Soieot  F  la  force  donnée  et  x  les  forces  cherebées. 

On  a  F«  =  2x«H-2x«cosa 
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F«         _       F» 


•^•o^  »^=-2-(l+co8«)-  — ,. 


2C08-| 


Si    a=0,    008^  =  1,    et    a;=:-^F,    ce  quioBt  éndent,  car,  les 

forces  étant  de  mdme  sens,  la  résultante  ëgale  la  somme  des  compo- 
santes. 

8i  a=90»,  x= — 
Si  a=120,  a?=F. 
Si    a  =  i80»,    cos-2-=0,    et    x=oC.    Il  n'y  a  pas  de  solution, 

car  les  forces  étant  directement  opposées,  la  résultante  égale  leur 
différence,  c'est-à-dire  0;  or,  étant  nulle,  elle  ne  peut  égaler  la 
force  F. 

679.  Du  point  de  concourt  P  deê  hautettrê  <fun  triangle,  on  ap" 
plique  deux  forcée  dirigéee  suiùant  PB  el  PC,  et  respectivement  égcdee 
au  einue  de  l'angle  B  et  au  sinus  de  V angle  C.  Démontrer  que  Uur 
résultante  est  égale  au  sinus  de  l'angle  A ,  et  trouver  la  direction  de 
cette  résultante,    (Bacc,  Marseille,  13  avril  1885.) 

Soit  X  la  résultante.  Appelons  a  et  p  les  angles  qu'elle  forme  avec 
les  composantes. 
10  On  a 
0?»  =  sin'  B  -h  sin*  C  —  2  sin  B  sin  C  cos  A 

±=  sin«B  -h  sin*  G  -h  2  sin  B  sin  G  (cos  B  cos  C  —  sin  B  sin  C) 
adsin<B  +  sin*C  — 2sin<  B  8in»G  -{-  2sin  B  sin  C  cos  B  cos  C 
=s  sin»  B  (1  —  sin*  G)  +  sin*  C  (1  —  sin*  B)  -h  2  sin  B  sin  C  cos  B  cos  C 
=  sin*  B  cos*  G  +  sin*  C  cos*  B  +  2  sin  B  cos  G  sin  G  cos  B 
=  (sin  B  cos  G  +  ein  C  cos  B)* 
=  sin*A 
d'où  a;  =  sin  A 

FF  R 

^"^°*  sin  (F,  ft)  =  sin  (H,  H)  =  sin  (F,  F») 

sinB  _  sin  G sin  A       _,j 

sin  a  ""  smp        sin  (a  +  p) 
d'où  a=:B    et    p  =  G 

la  résultante  est  dirigée  suivant  la  3«  hauteur. 

680.  Calculer  dmn*  le  motâoement  de  rotation  la  viteèse  (espace  par- 
couru en  une  seconde)  d'un  point  du  parallèle  terrestre  sur  lequel 
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Pétris  est  sUué.  On  stÂppose  le  rayon  terrestre  de  6,366  kilomètres,  et 
la  latitude  de  Paris  égale  à  48o5(y  11".      (Lille,  19  novembre  1880.) 

Soit  r  le  rayon  du  parallèle,  et  B  le  rayon  terrestre.  La  oirconfé- 
rence  étant  parcourue  en  24  heures  ou  86400  secondes,  chaque  point 

2'trf* 

parcourt  en  une  seconde    ùu>^  * 

Or  r  =  Rco848«50'il";    donc    (a  =  48<'50'll'') 

2'jiR  008  a 
""-     864UÔ 

log2=0,30103 

log  11  =  0,4971509 

logR  =  3,803  8666 
logcos  a  =  1,818  3655 
L  86  400  =  5,063  4863 


1,4838993 
v=  0^304°». 


681.  On  joint  un  point  quelconque  A  d^uhe  circonférence  aux 
n  sommets  d*un  polygone  régulier  inscrit  ;  ces  droites  représentant 
des  forces  concourantes,  indiquer  la  direction  de  la  résultante  et 
calculer  son  intensilé. 

Soient  /*„  /i,  /j,  ...  /"»,  les  forces  données. 

1«  En  appelant  a  Tare  compris  entre  le  point  A  et  le  premier 
sommet,  et  h  chacun  des  arcs  égaux  sous-tendus  par  les  côtés  du 
polygone  régulier,  on  a 

A=2Rsin|- 

A  =  2R8in-^ 

A  =  2R8in-«  +  ('*2-^A 
Si  Ton  projette  ces  diverses  droites  sur  la  tangente  en  A,  ij  vient 
proj.  de  /i  =  /i  cos 5^  =2R sin  ^008^=^ sin a 

proj .  de /",  = /i  cos -^5^^  =  R  sin  (a -h  A) 


proj.  de  /•„  =  R  sin  [a-^in-- 1)  h] 
Donc  la  projection  de  la  résultante  = 

js  R I  sin  a  +  sin  (a  +  A)  + ...  «in  [a  +  (n  —  1)  /»]  | =0 
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Par  coDiéqndDt,  la  résullante  est  perpendicnlaire  à  Taxe;  elle  est  donc 
dirigée  suivant  le  diamètre  du  point  A. 
2*  Projetons  les  diverses  forces  sur  le  diamètre  du  point  A  : 

proj.  de  A=Acos^(ic  — a)=/i8in|-=2R8in«|-  =  R(i  — coBa) 

proj.  de  /i  =  R[i  — cos(a  +  /»)] 


proj.  de  /;  =R {l  -cos [a4-  (n-1)  h]  ] 
d'où    S=anR  — R|cosa  +  cos(a  +  /i)  +  ...cos[a  +  (n  — i)/i]|  =  fiR 

682.  Un  triangle  matériel,  pesant  et  homogène,  ABC  est  posé  par 
le  sommet  A  sur  un  plan  horizontal.  Étant  donnés  deux  côtés  b  e/  c, 
et  l'angle  A  compris,  calculer  les  deux  parties  i  et  y  de  l'angle  A 
formées  par  la  verticale  de  ce  sommet  quand  le  triangle  est  en  égui- 
libre,    (Bacc,  Lille.) 

Quand  le  triangle  est  en  équilibre,  la  verticale  passe  par  le  centre 
de  gravilé  du  triangle  ;  elle  se  confond  avec  la  médiane  menée  par  le 
point  A.  Or  on  a 

jb sinjs 

c        siny 

d*ailleurs  x  +  y  a  A 

En  résolvant  ce  système,  on  trouve  sans  difliculté 

.  6BtnA 

Iff  05  = ; 

*  c-f6cosA 


6  +  C  C08  A 
(Voir  la  discussion:  Exerc.  de  Mécanique,  n«  131.) 

683.  On  suspend  par  le  point  0  une  barre  pesante  homogène  AOB 
fonnée  de  deux  parties  droites  AO  =  a,  0B  =  6,  inclinées  Vune  sw 
Vautre  d'un  angle  9.  On  demande  de  calculer  les  angles  a ,  ^  que 
fait  la  verticcUe  du  point  de  suspension  avec  les  deux  parties  de  la 
barre  quand  l'équilibre  est  établi.    (Bacc.,  Amiens.1 

En  prenant  les  moments  par  rapport  au  point  0,  on  a 

aX^cos(90»  — a)  =  6X-2-cos(90«  — p) 

d*où  a*sina=:6*sinp 

sin  a       6* 

°  wp:=-5ï 

d'ailleurs  a  +  p  =  9f     système  connu. 

On  en  tire  sans  difficulté 
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On  peut  d'ailleurs  écrire  directement  les  valeurs  de  a  et  de  ^;  car 
la  première  équation  peut  s'écrire 

8in((p  — p)  __  6* 
sinp  1? 


ou 
d'où 
de  même 


sin  y  coB  p  —  sin  p  cos  y 6» 


siny 


.C0S9  =  ^ 


684.  Cfnc  harrt  homogène  forme  un  levier  coudé  en  A  à  angle  droit 
et  dont  les  deux  parties  ont  pour  longueur  AC  =  a ,  AB  =  b.  Trouver 
la  position  d'équilibre  :  1«  quand  on  le  sxispend  par  le  point  A  ; 
2«  quand  on  le  suspend  par  le  point  G. 

lo  Soit  p  Tangle  de  AB  avec  rhorizonlale  menée  par  le  point  A. 
Dans  réquilibre,  le  point  d^appUcation  de  la 
résultante  des  deux  forces  parallèles  appliquées 
aux  milieux  M  et  N  de  a  et  de  6  devra  se  trouver 
sur  la  verticale  du  point  A  et  sur  MN,  donc  à 
leur  intersection  D;  et  Ton  aura 

DA  X  sin  DAN 
sin  AND 


DN  =  - 


DM=: 


DAXsinDAM 


d'où 
donc 


sin  AMD 
DM  _  a  _  sin  (90»  —  p)  sin  G  _  cos  p  ,  b^ 


TJST 


sin  p  sin  B 


sinp 


2«  Soit  a  Tangle  de  GA  avec  Phorizontale  menée  par  le  point  G. 
Dans  réquilibre,  la  résultante  a  son  point  d'appli- 
cation au  point  D  qui  divise  MN  en  parties  inver- 
sement proportionnelles  à  a  et  6; 

MD  _  6 

"NF  — "HT 

MD       _     h 

MD  +  ND  ""âTF 


donc 


ou 


d'où    MD=:^BGX 


a-\-b 


b 
=  "2" 


a  +  6 
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ou 
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MD  _  sjdMGD 
MC"~  siniAbù 

•o«  H-  6« 

a-\-b      8in  (90*  —  g) cosût 

a  ""  siii(G-f  a  — yOo)  ~       C08'(n "+  «) 

co8(C  +  tt)  _       a{a-\-b) 


Oq  en  déduit  tga  = 

Mais  cos  C  = 


a 


sinC 
et    sînC*=- 


Si    a  =  fe,    lga  =  3. 

Ce  problème  est  extrait  du  Coun  de  Mécaniqitet  probl.  138.  On  peut 
consulter,  pour  les  nombreuses  applications  de  la  Trigonométrie  aux 
questions  de  Mécanique ,  spécialement  les  problèmes  depuis  i30  jus- 
qu'à 160. 

685.  Une  miushine  se  compose  de  deux  tiges  rigides  de  longueurs 
égales  01,  IK,  articulées  sans  frottement  en  l\  ta  première  peut 
tourner  librement  autour  d'un  point  fixe  0  et  Vextrémité  K  de  la 
seconde  glisser  librement  sur  la  verliccde  de  ce  même  point  0  dont 
elle  ne  peut  s'écarter.  La  résistance  est  un  poids  attaché  en  l,  et  la 
puissance  est  appliquée  en  K.  Trouver  la  condition  d'équilibre  de 
celte  machine  et  prouver  qu'alors  le  travail  moteur  est  égal  au  tra- 
vail résistant.    (Bacc*,  Dijon,  juillet  1884.) 

1^*  Méthode.  —  Si  Ton  regarde  la  machine 
comme  un  solide  libre,  il  faut  considérer, 
outre  le  poids  P  appliqué  en  I  et  la  force  F 
appliquée  en  K  :  !<>  la  réaction  M  du  point  0 
dirigée  suivant  01;  2»  la  réaction  N  de  la 
lige  OK ,  perpendiculaire  à  OK. 

Les  quatre  forces  sont  dans  un  même  plan  ; 
or,  pour  qu*un  système  de  forces  situées  dans 
un  même  plan  soit  en  équilibre,  il  faut  :  1«  que 
la  somme  de  leurs  projections  sur  deux  axes 
rectangulaires  soit  nulle;  2«  que  la  somme  de 
leurs  moments  par  rapport  à  un  point  du  plan 
soit  également  nulle. 

Les  trois  équations  du  problème  sont  donc 
(projection  sur  un  axe  vertical) 
Fcosa-t-McosB  — P=0  (1) 
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projection  sur  un  axe  horizontal  ) 

Fsina  — N  — Msinp=îO  (2) 

(moments  par  rapport  à  0) 

FxOB-NxOK-PxOC=0 

Or    OC  =  lsinp,     OK  =  2ico6p,     OB  =  OK8ln«£s2lflinaCoajî; 

ta  ii^tsième  équation  défient  donc 

2F8inaco8p  — 2Nco8p  — P8inp=0  (3) 

Il  n'y  a  plus  qu*A  éliminer  M  et  N  entre  ces  trois  équations.  L'élimi- 
nation de  M  entre  (1)  et  (2)  donne 

F  (sin  oc  008  p  -f-  «in  p  008  a)  —  P  sin  p  —  N  ces  p  =  0  (4) 

En  égalant  les  valeurs  de  N  cos  p  tirées  des  équations  (3)  et  (4),  il 
vient 

F  cos  «=-2" 
c'est  la  condition  d'équilibre  de  la  machine. 

2^  Méthode»  —  On  peut  résoudre  la  question  sans  recourir  aux 
équations  générales  de  l'équilibre. 

La  machine  sera  en  équilibre  lorsque  les  actions  verticales  qui  sol- 
licitent le  point  K  seront  mutuellement  détruites. 

La  force  P  se  décompose  en  deux  forces  égales  :  l'une  lA  dirigée 
suivant  KL  et  que  Ton  peut  transporter  en  KA';  l'autre  dirigée  sui- 
vant 10  qui  est  détruite  par  la  fixité  du  point  0. 

Les  composantes  qui  sollicitent  verticalement  le  point  K  se  réduisent 
donc  aux  projections    F  cos  a    et    A'cosp    de  F  et  de  A'  sur  une 

p 
verticale.  Or  il  est  visible  que    A'cosp  =  -ô-;    la  condition  d'équi- 
libre est  dono 

p 
F  cos  a  =  a^ 

Bemitfqae.  —  Lorsque  cette  machine  se  meut  uniformément,  on  vé- 
rifie sans  peine  que  le  travail  moteur  est  égal  au  travail  résistant. 

Supposons  que  P  descende  d'une  longueur  e,  le  travail  de  la  pe- 
santeur sera  P  x  e.  Or  il  est  facile  de  voir  que  le  point  K  desceod 
d'une  longueur  2e;  de  sorte  que  le  travail  de  la  force  F  est    F  cos  a  X  2e. 

p 
Et  puisque    F  cos  a  ==  -^ ,    il  est  évident  que 

PXc=Fcosax2« 
c'esUà-dire  que  le  travail  moteur  égale  le  travail  résistant. 

686.  Un  poidê  P,  gan$  dimenêions,  est  fixé  à  l'extrémité  A  d'une 
Hge  rigid*  et  9an$  pe$anieur  OA,  de  longueur  r,  cUtachie  par  mm 
extrémité  au  point  fixe  0  autour  duquel  elle  peut  tourner  sans  frot- 
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iement  dans  un  plan  vertical.  En  A  esl  atlacké  un  fil  flexible  et  eant 
pesanteur  qui  passe  sans  frottement  au  point  B  situé  sur  t'horisontale 
menée  par  0,  à  une  distance  OB  de  ce  point  égale  à  r;  à  VexirimiU 
pendante  de  ee  fil  est  suspendu  un  poids  Q.  Cela  posé,  on  demande 
de  calculer  Vangle  que  la  tige  OA  fait  avec  Vhorison  dans  la  position 
d'équilibre  du  système,    (Baoc,  Dijon,  juillet  1885.) 

Soit  2x  raogle  demandé;  les  angles 

•^w.  A  el  B  en  égalent  chacun  la  moitié. 

^^*v^  Le  point  B   peut  être  considéré 

\     ^v^^^^  comme  une  poulie  infiniment  petite; 

''^''"vX       ^^^\^  *•  ^P^^  Q  ^  transmet  donc  intégra- 

A.     /     ^\^^^  Iement  au  point  A. 

[ '/frV^ u^^N^l^^        Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut 

t>  "  5  I       que  la  résultante  des  forces  P  et  Q 

passe  par  le  point  0;  alors  les  mo- 

9     ments  des  deux  forces  par  rapport  au 

centre  0  sont  égaux  ;  c^est-à-dire  que 

PxOD  =  QxOC 

ou  Pxrcos2iD=:QXr8inaî 

ou  P(l— 28in«aî)  =  Qsinaj 

ou  2PBin«aî  +  Qsinû5  — P  =  0 

La  condition  de  réalité  des  racines  est  Q<  — SP^^O,  ou  simple- 
ment   Q^2Pv/^. 

Sicile  est  remplie,  les  racines  sont  de  signes  contraires;  la  racine 
négative  est  à  rejeter,  puisque  Tangle  x  est  nécessairement  aigu. 
Quant  à  la  racine  positive ,  elle  ne  peut  représenter  un  sinus  que  si 
elle  n^est  pas  supérieure  à  l'unité.  Or  cette  condition  est  toujours  rem- 
plie, puisque  le  premier  membre  de  l'équation  est  positif  pour 
sina7  =  1  ;    d*où  il  suit  que  1  est  supérieur  à  la  racine  positive. 

Donc,  si  Ton  a  Q^2P/2^,  le  problème  a  toujours  une  solution» 
et  une  seule. 


687.  Quatre  tiges  de  même  longueur,  mais  sans  épaisseur  et  sanê 
poids,  sont  réunies  par  leurs  extrémités  de  manière  à  former  un 
losange  parfaitement  flexible  en  ses  articulations  A ,  B ,  A',  B',  dont 
les  angles  aigus  A ,  A'  ont  pour  valeur  commune  a.  Cela  posé,  en  A, 
dans  la  direction  AA',  et  en  A',  dans  la  direction  A'A ,  on  applique 
des  forces  égales  à  P  ;  en  B,  dans  la  direction  BB\  el  en  B',  dans  la 
direction  B'B ,  on  applique  des  formes  égales  à  Q.  On  demande  la 
relation  qui  doit  exister  entre  P  et  Q  pour  qvie  le  système  soit  en 
équilibre,  (Baoc.,  Dijon,  1882.) 
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1>^«  Mélhode*  Décomposons  chacnne  des  forces  Q  ea  deux  forces 
égales  entre  elles  et  dirigées  suivant  les  côtés  du  losange. 

Soit  F  la  valeur  commune  des  quatre  composantes. 

Transportons  ces  quatre  forces  aux  points  A ,  A',  qui  sont  sur  leur 
direction.  Elles  se  composent  deux  à  deux  en  deux  forces  F  appli- 
quées en  A  et  A',  et  directement  opposées  aux  forces  P.  La  condition 
d*équilibre  est 

P'  =  P 


Or 

Q«  =  F*-f  F«-2F«cosa«2FV 

.2sin«|- 

d'où 

F=       0 
2sinf 

D'autre  part, 

P't = 2F«  +  2F«  ces  a  =  2F« .  2  co8« -|- 

d'où                             F-2FC08-5--     Q 
La  condition  devient  donc 

d'où 

^""TT 

C'eal-à-dire  que  les  forces  doivent  être  proportionnelles  aux  diago- 
nales dans  la  direction  desquelles  elles  sont  appliquées. 

2*  Méthode,  Chacune  des  forces  égales  P,  appliquées  en  A  et  A', 
peut  se  décomposer  en  deux  autres  forces  égales  F  dirigées  suivant 
les  côtés  du  losange  ;  de  même  pour  les  forces  égales  Q  appliquées 
en  B  et  B'. 

L'équilibre  du  système  sera  établi  si  les  deux  composantes  F  et  F' 
qui  agissent  suivant  le  côté  AB,  par  exemple,  se  neutralisent.  Or 
on  a 

F      _     P 


«''^"  d'où       F  =  . 


Psin- 


sin  01 


Qcos^ 
et  de  même  F'=- 


sina 
En  égalant  les  valeurs  de  F  et  F',  on  a  la  relation  cherchée 

Psin^  =  Qco8^       ou       Plg-^  =  Q 

688.  Un  levier  coudé  BAC  est  formé  de  deux  barre$  homogènes  AB 
el  AC  faiêant  entre  elles  un  angle  0.  La  barre  AB  a  une  longueur  1 

Digitized  by  LjOOglC 


A90 


COMPLéMBlfTS  DE  TRIGONOMÉTRIE 


ei  une  deiuUé  d;  la  barre  AG,  une  Umgtieur  V  et  une  dentiU  d'. 
Calculer  VineUnaison  de  AB  sur  l'horizon  q%Mnd  le  levier  est  en 
équilibre.  Le  levier  est  mobile  autour  du  point  A.  (Bacc.,  Besan- 
çon, juillet  4875;  Nancy,  13  novembre  1884.) 

Les  poids  Id  et  td'  des  deux  barres  penTenl 
être  considérés  comme  deux  forces  parallèles, 
appliquées  aux  milieux  N  et  M  de  ces  barres. 
L'équilibre  existant,  les  moments  de  ces  forces 
par  rapport  au  point  fixe  A  doivent  être  éganx. 
On  a,  par  suite, 

l«cosp=— r«crco8(p  +  0) 

ou,  en  développant, 

2*d  cos  p  +  r^' (cos  ^  ces  0  —  ^n  ^  BÎn  6)  =cO 

M4-^'Vi'(cose  — sinOtgp)  =  0 

♦.fl^^cf+JWcosO 

A  cette  valeur  de  la  tangente  correspondent  pour  ^  deux  arcs  dif- 
férant de  ic.  L^arc  inférieur  à  ic  répond  à  une  position  dMquilibre 
stable;  Tautre,  à  une  position  d^équilibre  instable^,  symétrique  de  la 
première  par  rapport  au  point  A. 


ou 


d^où 


689»  Dei  pointe  matérielê  pesants,  Mi ,  M^ ,  M|,...,  en  nombre  quel» 
conque  et  assujettis  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  autant  de 
droites  OA,  OB,  OC,...,  ^Mt  concourent  au  point  0,  partent  simut- 
ianiment  de  ce  point  0,  sans  vitesse  initiale,  en  glissant,  sous  faction 
de  la  pesanteur,  sur  leurs  trajectoires  respectives,- On  demande  quel 
est,  à  un  instant  quelconque,  le  Ueu  géométrique  des  points  Mi , 
Mt,  M3,...  (Bacc.,  Bordeaux,  3  août  1885;  Marseille,  24  septembre 
1884.) 

Désignons  par  a  Tangle  de  la  trajectoire  OA  avec  la  verticale  OK 
du  point  0. 

Le  poids  p  du  point  M|  peut  être  décomposé  en  deux  forces  :  Tune, 
dirigée  suivant  la  droite  OA  et  égale  à  pcosot;  Tautre,  normale  à 
OA  et  détruite,  par  la  résistance  de  cette  droite. 

La  force  p  cos  a  imprime  au  point  M  Taccélération  g',  tandis  que, 
sous  Faction  seule  de  la  pesanteur,  ce  point  prend  raccélération  g. 

Les  accélérations  étant  proportionnelles  aux  forces  qui  les  produi- 
sent, on  a 

g'  ^  P  CO8  « 
9  P 


■  =  C08a 


(1) 


An  bout  d'un  temps  t,  le  point  Mi  a  parcouru  Tespace 


(2) 
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un  second  mobile,  tombant  en  chute  libre,  parcourrait  dans  le  même 
temps  Tespace 

OK  =  ^gf^  (3) 

En  divisant  (2)  par  (3)  et  tenant  compte  de  (1),  il  vient 
OM,  ,^,  OP 

(P  désignant  la  projection  de  Mi  sur  la  verticale  OK.) 
donc  ÔM"i*=OP.OK 

Cette  relation  montre  que  Mi  appartient  à  la  circonférence  de  dia- 
mètre OK. 

On  verrait  de  même  que  les  autres  points  Mj,  Ma,...)  se  trouvent 
également  sur  cette  circonférence.  Donc,  la  circonférence  de  diamètre 
OK  est  le  lieu  cherché. 
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EXERCICES  ET  PROBLÈMES 


TRIGONOMÉTRIE 


PREMIÈRE    PARTIE 


EXERCICES  DES  CHAPITRES  I  ET  II 


1.  kamener  au  premier  quadrant  les  arcs  suivants: 

i*  8inl05o48'4".    —    2*  8mi24*3'12'.    —    3»  Bm223*32'21".    — 
40  8in14i3ol8'43". 

lo    sin  105o45' 4"  =  sin  (180»  —  i05<»45'4") 

Rép-    Bin74ol4'56" 
2»    8ml24*3'i2"  =  8in(i80»-124*3'i2") 

Rép.    sin  55056' 48" 
3*    8in223«32'21"=— 8in(223«32'21"-.i8Ûo) 
Rép.    -.8in43<»32'21" 
40  i413*»=3circonférences  +  333«,    donc  sin  1413»  =  sin  333*;    or 
<in  â39«  «'43''=  —  sin  (3(JO — 333*  18'43"). 
Rép.    8in2ft»4i'i7" 

2.  Étant  donné    8ina  =  -jr,    trouver  les  autres  lignes  trigonomé- 

iriques  de  Parc  a. 

o 
De  la  formule    sin*  a  -f  cos*  a  =  1    on  lire    cos  a  =  ^ 

^-=^'  "*-<'•  •  •    '«"=4 

i  3 

cotga=-r ,    donc.    .    .      colga  =  ~ 

i  5 

aéca  =  — - — ,    donc.    .    .        8éca  =  4r 

cofla  '  à 

i  5' 

cos4e(ts=--« ,    donc.    .    .    cOBéeas=i-f 

sin  a  4 
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3.  Même  queiticn ,  sachant  que    coséc  a  ss  v^ . 
Les  mêmes  formules  donneat  : 


•5 


008  a 


=4 

cotga=/2 

O 

4.  Trouver  <ef  mus  e(  le  eonnin  d'un  arc  dont  la  tangente  égale  -j-. 

On  peut  obtenir  le  résultat  à  Taide  des  formules  (6)  et  (7).  Pins 
simplement  :  Si  le  sinus  était  3  et  le  cosinus  4,  le  rayon  serait  5; 

3  à 

donc,  le  rayon  étant  1,  le  sinus  égale  d=  ^  et  le  cosinus  ^^* 
En  général,  si  Ton  a    tga;  =  -^,    on  peut  écrire 

sina? j^ 

cosx  ""  q 


ou 


sing  _  cosa? ysiD'x-Hcos^a? i 

P     ""     9     ""        v^p*-i-9«        ""  ity/p»  -h  q* 

d*où  sinx= ^  et     cosx= ,,^_ 

6.  Trouver  lee  lignes  trigonomélriques  des  arcs  de  120*  et  de  105*. 

Les  lignes  trigonométriquee  de  Tare  de  i20>  ont  les  mêmes  Talenrs 
absolues  que  celles  de  Tare  de  60«;  les  lignes  trigonométriques  de 
Tare  de  iOG»  ont  les  mêmes  valeurs  que  celles  de  Tare  de  70*.  (Voir 
le  calcul ,  applications  du  chapitre  II ,  2«.  ) 

Rép.        sin  120»  =  -g^  v^  sin  106*  =  ^^"^^ 

cosl20o=-^  cosl06o=  ^-V^ 

tgi20*=  — /î  *     tg1(»<»=-(2  +  v^) 

cotgl20»  =  — 1/5  colgi05«=v/3^-.2 
8éoi2t>o  =  — 2  séciO»»  =  — (•ff  +  V^) 

coséoi5»»=|.v^  co8éol05»=/(r— •? 
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6.  Trouver  tous  les  angles  compris  entre  0  et  900«  pour  lesquels 
on  a    tga=s1. 

a  =  45o    et    /cic-|-45«;    en  faisant    fc=»l,  2,  3,  ...,  on  a 

225<» 
40ÎJ» 

765» 

7.  QtieUtf  est  la  valeur  de  l'expression 

sin  60»  —  sin  ^ 
sin  tJO»  -I-  8ID  3U0 

On  a  Bin60«  =  ~/3    et    8in30^=^ 

tlonc  œ=^  ^"~*  =2-/3 

V^  +  1 


8.  Élantdonnés    8in(A  — 8)  =  -^    *^    C08(A  +  B)=3^,    Irotivcr 
AelB. 

On  a  A  — B=30»    et    A-|-B=60 

par  suite  A  =  45» 

B  =  i5» 

9.  Ca(et4er    tg(a  +  6),    sachant  que    tgasl    «^    tg6c=5--^. 
La  formule  tg(a-i-6)^  ^i^jf^^^ 

donne  tg(a  +  6)  =  |i^=2H-/3 

1  3 

10.  Siçaa-^,    0086  =  -»-;   calculer    8in(a±6)  e<   co8(a±6). 

On  a  sin  (  a  :i:  6)  =  sin  a  008  6  di  sin  6  008  a 

or  8in6=y/n^  =  -J 
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donc  6in(arb6)  =  -l.|rb-^.l/î5^ 

ou  8in(a±:6)=-^rb-^V^ 

De  même 

cos {a±b)  =iCos a cosb zç-Bin asin b  =  -r^ïS >  ir=F-T-  .-5- 

ou  C08(a±6)=:TOrVÏ^=ï=-g- 

11.  Étant  donné    8iDa  =  4-i    tfvut>er  tàn2a,  coê2a  et  tgSSa. 
Les  Tormules  fondamentales  donnent  (probl.  2«)  : 
cosa=7    et    tga=-g. 

or  8in2a=2sinaco8a     ='^ 

•7 

cos  2a= cos*  a  —  sin*  a  =  —  -^ 


t^aa 


_     2tga  •    .      24 


12.  Calculer  sin3a  e<  C083a  en  fonction  de  sina  e/  cosa.  Vérifier 
pour  a =60».  ( Saint- Cyr,  examens  oraux,  1877.) 

Dans  la  formule  sin  (a  +  6 )  =  sin  a  cos  6  +  sin  6  cos a ,  si  Ton  fait 
b=:2a,  il  vient  sin  3a  =  sin  4  ces  2a  +  cosa  sin  2a;  remplaçons 
sin  2a  et  cos2a  par  leurs  valeurs  (14)  et  (15). 

ein3a=sina(oo8*a-->sinSa)  +  oo8a2rinacésa 
ou  =8ina(co8'a  — sin*a)  +  2sinacos*a 

=  sio  a  (1  —  sin*  a)  ^-  sin*  a  -f  2  sin  a  (  1  —  sin**  a) 
=  sin  a  —  sin*  a  —  sin*  a  +  2  sin  a  —  2  sin*  a 
=3  sin  a -^4  sin*  a 

Vérification:  |v^-|.v/3  =  0 

.    De  môme 

cos  3a  =  cos  a  cos  2a  —  sin  a  sin  2a 
ou  ±=coBa(cos»a  — sin^a)  —  8ina2Btnacosa 

=  cos*  a  +  cos  a  (  Costa  —  1)  —  2  sin*  a  cos  a 
=:2co8*a->-co8a — 2oo8a(i^co8*a) 
=  4co8*a— 3co8a  , 
Vérification  :  =|.  _.  |.  =±sV  f 
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13.  Sachant  qite   cos30<»  =  -^,  calculer  8ini5o,  cos  15°  et  Iglb». 

On  a 


sin^s 

4/1  —  cos  a 
~V        2        - 

_4  /1+cosa  . 

V2-v^H 
=        2 

.v^-v/2 

COfl-^- 

_  V2  +  V/3 

_v/6  +  /2 

ooB  2 

V 

ET— 

2 

2 

4 

,„  a      4  /l  — cosa'      o       /ç 


Les   radicaux  des  formules  doiyent  être  pris  avec  le  signe  +« 
Tare  i  étant  dans  le  1"  quadrant. 


14.  Trouver  qin9»  et  ces  9». 

Ona  sinl8o=^(v^  — 1)  et  co8l8o=  iv^i0-f2^5;  en  appli- 
quant les  formules  (20)  et  (21  ),  qui  donnent  sin -la  et  cos  ^  a  en 
fonction  de  sin  a,  on  obtient 

sin  90  =  i  Vs  +  y/S  -  ^  \/5-v/5 

15.  Sachant  que    lg30o=:-î=r,    «rouwcr  tgl»«,  puw  lg7«30'. 

•3 


Ona  tg^-:=i^gS^  =  2-v/5 

Parc  •§■  étant  dans  le  l*'  quadrant,  on  ne  prend  que  la  racine  positive. 

En  appliquant  une  seconde  fois  la  formule ,  on  a 
tg7o3(y=v^-v/5-hv^— 2 

16.  Étant  donnée  tga:£^ — »-,  calculer  tg^  e(  en  déduire  sin  -î 


e/  cos  ^ 


La  môme  formule  donne 
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on  en  déduit,  comme  au  problème  4», 

8in4==tg^    et    co8^=ib^ 

ou  8in-^=dbg^    et    co8^=±-k 

17.  Co8  a  =  0,7;  calculer  tg4a. 

0-  Hr^=a=s/î|i|=±V'g=±V^  ou  0.71 

Rendre  caUsulcibleê  par  logarithmeê  les  expressiona  suivantes  : 

18.  Sin  34«  24'  12"  +  sin  12»  i4'  28" 

La  formule  (23)  donne     28in23»19'20"oo8ll«4'82 

19.  Sin  2^  36'  14"  +  ain  le*»  3'  46" 

La  même  formule  donne     2  8in  20o  50'  cos  4«  46'  14" 

20.  Sin  320  8*  17"  —  8in  9»  10'  25" 

La  formule  (24)  donne     28inllo28'56"co8  20*39'21" 

21.  Co8  45»  17'  41"  +  cos  27*  56'  4" 

La  formule  (25)  donne     2co836*36'52",5co88<»40'48",5 

22.  Cos  60 12*  5"  —  cos  62o  40'  32" 

La  formule  (26)  donne    28in34o26'18",58in28M4'i3",5 

23.  Cos  20«»  0'58"  -  sin  35»  53'  8" 

On  change  le  cos  en  sin,  et  Ton  applique  la  formule  (24),  il  vient 
2  sin  170  2' 57"  cos  52<»  56' 5" 

24.  Tg  180  24'  9"  +  tg  lOo  0"  42" 

La  formule  (28)  donne    —^^:^^,^^ 

26.  Cotg  37038*  49" — colg  76o  1'  59" 

La  formule  (29)  donne     3i^37-t'KiTiFSr 

2g  sin  63^  34'  12"  +  sin  38»  T  45" 

sin  63«  3V  12"  —  sin  38»  7'  45" 

L.  formule  («)  donne     gg-gl;» 
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^  8in  98*  6'  35"  —  sin  25<»  32*  8" 

*''  Bin  »8o  6'  35""+  sin  25o  32*  8" 

La  môme  formule  donne     ^«.^L/^i'^V 

Rendre  ccUet^aMeê  par  logarithmeê  les  expreesiona  : 

28.  1+ sin  20»  32' 44" 

On  remarque  que  1=: sin 90»;  en  remplaçant  i  par  cette  valeur,  la 
formule  (23)  donne    2  sin  55»  16'  22"  cos  34o  43^  38" 

29.  i-8in30o45'ir 

De  môme,  on  remplace  1  par  sin 90»,  et  la  formule  (24)  donne 
2  sin  29»  37'  21",5  cos  60»  22'  38",5 

30.  i+co8l8«4'50" 

On  remplace  1  par  cos  0<»,  et  Ton  a,  d*aprè8  la  formule  (25), 

2co8*9»2'25" 
On  arrive  au  même  résultat  par  la  formule 

1  +  cos  a  sa»  2  C08«  Tj-  a 

91.  1— cos  64*  56' 48" 

De  même  (26)  donne       2  sin*  32«  28*  24" 
On  peut  aussi  se  servir  de  la  formule 

1  —  cos  a  =  28in« -ç- a 

32.  l-|-tg43o9'6'' 

On  remarque  que  l=tg45»;  d'ailleurs  cos45»=^/2.  La  for- 
mule (28)  devient     Ig a  +  tg 6  =  ""^^^6^^ 

V^  sin  88»  9' 6" 
^"  cos43«9'6"' 

33.  1— lg7«5'8" 


n-mAmA                        /ï  sin  370  54' 52" 
De  môme  ^^705'^" 
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34.  4— cotg76»3r2«" 

On  remplace  1  par  colg^fto,  el  la  formule  (29)  donne 
y2Bin31«»31'26;i 

35.  i-fcotg52ol5'24" 
De  môme  ginS2oiK'24"    ' 


'■•  H-tgÎ8-24'38" 

Onpeutécrire  -î^=.,t^^|^  =tg(45o-a, 

ce  qui  donne  tg29«35'25" 

«f  i4-tg27o8'15^^ 

^'-  1— lg27o8'15" 

ce  qui  donne  <g72<»8'!5" 
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38.  Trouver  U  log  de         8in7«»24'20" 
Les  tables  de  Lalande  donnent 


log  70  24'  =1,10990i0 
pour    20"  +3238 


Rép.  r,1102248 

Les  tables  de  Callet  donnent  pour  les  deux  dernières  décimales  51. 


39.  Trouver  U  log  de       cos24<>15'40'' 


log  cos  24«  15'  =  r,959  8815 
pour    40"  —379 


Rép. 


1,9588436 


De  même  pour  les  problèmes  suivants.  Les  différences  sont  posi- 
tives pour  les  sinus  et  négatives  pour  les  cosinus. 


Trouver  le$  logarithmes  de  : 


40. 

8inl5«32'30" 

41. 

cos  59*»  24' 50" 

42. 

8in28o45'23" 

43. 

co841o33'59" 

44. 

sin36«52'32" 

45. 

cos  570  42*  2" 

46. 

8in48»0'4r' 

47. 

C0868<»51'12" 

48. 

sin52ol2'54",2 

49. 

cos  2ol7'35",7 

50. 

8in64*25'9",8 

Rép.  T,4280361 

—  î,7065751 

—  î,6822232 

—  r,8740l04 

—  î,7782034 

—  r,727  82ll 

—  r,871 1512 

—  r,5572143 

—  T,8978008 

—  r,9996520 

—  T,9551963 
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51. 

C08l8o26'42',0 

Rép.           î,9770952 

52. 

8in75<'33'i2",6 

-              T,9862085 

5a. 

co8  72<»0'2",3 

-             T,4899675 

54. 

8m88o48'25".4 

—             1,9999059 

66. 

co8  87o8'23'',5 

-             ^,0980841 

56. 

sin  0»  12"  7,3 

—              3,5472873 

67. 

C08  89»(y45",8 

—             2,2362933 

58. 

trouver  U  log  de        Ig  iO«  22*  10" 

Iogtgl0o22' 

=T,2622921 

pour    10" 

+  1189" 

Rép. 

î,2624110 

69.  Trouver  le  log  de       cotg25'>12'30" 

logcolg25M2'  =0,3273810 
pour    30"=      —1639 


Rép. 


0,3272171 


De  même  pour  les  problèmes  suivants.  Les  différences  sont  posi- 
tives pour  les  tang.  et  négatives  pour  les  cotg.  Si  Parc  dont  on 
cherche  le  log  cotg  est  plus  petit  que  5«,  il  y  a  avantage  à  remplacer 
cette  cotg  par  la  Ig  de  Tinverse  du  même  angle. 

Trouver  les  logarithmes  de  : 


00. 

tg21<»45'20" 

Rép. 

r,6010512 

61. 

cotg36«2r40" 

— 

0,1329945 

62. 

tg  32- 16' 35" 

— 

r,8004401 

63. 

cotg  47039' 28" 

— 

r,9596509 

64. 

tg43<»0'46" 

— 

1,9698500 

66. 

cotg58«42'17" 

— 

r,7838298 

66. 

tg  540  27' 57' 

— 

0,1461843 

67. 

cotg  69*0' 9.' 

— 

1,5841208 

68. 

tg65«33'8",l     ' 

— 

0,3'i23463 

69. 

cotg80«53'13",2 

— 

T,2052227 

70. 

tg76o38'12",3 

— 

0,6242342 

71. 

cotg  6<»16'22",4 

— 

0,9589150 
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72. 
73. 
74. 
75. 
76. 
77. 


Rëp. 


1,4070876 
0,4526367 
2,5593588 
0,3995436 
5;6627983 
3,5654684 


tg87o45'25",K 
colgl9*25'33",6 

Ig  20  4' 34V 
colg2lo43'42",8 

Ig  0»15'48",9 
cotg  O»0'56",4 

78.  Trouver  le  log  de       sin  164o' 27'  30^ 
Ramenant  an  premier  quadrant,  on  a 

180»  -  164o  27' 30"  =  15«  32^  30" 
d«nt  le  log  Bîn  est  1,428  0360 

79.  Trouver  U  log  de      cos  120°  35'  10" 

De  môme,  180*-120o35'10"=59*24'{Ky' 

Rép.    r,7065751. 

80.  Trouver  U  log  de       sin  208»  45'  23" 

De  même ,  208o  45'  23"  —  180o  =  28»  45»  23" 

Rép.    T,6822231. 

81.  Trouver  le  log  de       cob  221^  33'  59" 

De  môme,  221» 33' 59"  — 180* =41*33' 59 

Rép.     r,8740104. 

Trouver  le»  angle»  du  premier  quadranl  correspondant  aux  toga^ 
rilhme»  suivants  : 


82. 


log  sin  a;  =  1,408  8894 
Iog8inl4«51'  =  r,4087306 


1588x60 


=  20" 


83. 


Rép.    14*  51' 20". 

logcosa;=r,8849065 
logco8  39o53'  =  r,8849945 


—  880x60  __^, 
-4056     ="^ 


Rép.    39*  53' 50". 
De  même  pour  les  problèmes  suivants  : 

84.  log  sin  X  =  T,775  6935  Rép. 

85.  log  cos  a;  =  1,714  9428  - 
Tbiookométbib.  —  M. 


36»  37' 40" 
58»  45' 10" 
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log  sin  X  =  5;765  4321  Rép.  3<»  20'  25'\5 


86. 

87.  log  C08&  =  r,998  8776 

88.  log  sin  a: =5,912  3456 
80.  log  008  a; =1,9834560 

90.  log  sin  0)  =  r,357  9468 

91.  log  cosa;  =  f,944  3325 

92.  log8inx=î,5671248 

93.  logcosa;=f,8765432 

94.  log  sin  a;  =  î,753 1864 

95.  log  cos  X  =  1,789 1234 

96.  log  sin  X =1,942  6715 

97.  log  0080;= r,6548245 

98.  lcg8inaî  =  r,97600U 

99.  log  cos  x=:  2,753 1789 

100.  log  sin  x-r,999 1357 

101.  log  cos  «  =  3,8900216 


4*r2",7 
4M1'15",4 
15o42'52",7 
13'»10'47",1 
28«23'39'^6 
21*39' 32'\8 
4IM1'13",4 
340  30' 19" 
52«!'21M 
6M2'13",3 
63»  10' 56"  ,2 
71or42",8 
86»4y9",4 
86»23'11",4 
89»33'18",8 


TrùWùtr  Ui  angles  du  premier  quadremt  e-jrrespondant  atfx  hfa- 
rilhmes  tuivanU  : 


101. 


log  tgx  =  1,882  0134 
loglg37»18'=î,8818386 


1748x60 

"^^m — 


c40" 


103. 


Rép.    37«18'40" 

logcotga:  =  1,059  2624 
log  cotg4- 5^  =  1,059  5056 


-2432x60  _,.,„ 
-44674     -^^ 


Rép.    40  59*10" 
De  même  pour  les  ej^^rcices  suivants  : 


104.  log  tgx  =  0,360  3752 

106.  log  cotg  X  =  r,817  0712 
10».  log  igx  =  f, 321 0789 

107.  logcotgâ»=0,3579124 


Rép, 


66»  26' 10 
^         56*  43' 30" 
^         11«49'46",4 
—         23*40'09",4 
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108.  logtgaî  =  f, 654 1245  Rép.        24ol6'22",l 

109.  logcotg  05  =  0,125  2468  —  36<»51'1",4 

110.  Iogtgaî=:î,86420i3  —  36oir4",8 

111.  logcolg  a;  =s  0,048 1789  —  41o49'42",3 

112.  Iogtgaî  =  r,99e0045  —  44o40'13V 

113.  logcotg  35  =  1,9750072  —  46o38'51",8 

114.  loglgx= 0,123  4568  -^  53o2'10",4 

115.  Iogeotga5=r,6785401  —  64<»29'5t",9 

116.  logtg  a?  =  0,345  6789  —  65»43'2",9 

117.  logcotg  a?  =1,234  5625  —  80ol5'42",8 

118.  logtgx=  1,7890012  —  89«4'7",4 
110.        logcotg  a?  =  3,890  0036  —  89o33'18",9 
120.           logtgx  =  3,850 1854  —  0<»24'2a',8 
IH.       Iofootf«=3,9758l24  ^  0»3'38",3 

Évaluer  les  plus  petits  arcs  positifs  qui  satisfont  aux  équations 
suivantes  : 


122. 


8inx=  5^ 
5 

log  sin  œ  =  log  3  —  log  o 
log  3  =  0,477 121  2 
log  5  =  0,698  97 


T,7781512 
Rép.    aî  =  36o52'11",6 

123.  lgx  =  3 

log  lgx  =  log  3  =  0,477 121 2 
Rép.    a;  =  71o33'54",l 

124.  co8a?=:0,7 

log  C06  a?  =  log  0,7  =  f,845  098  0 
Rép.    aj  =  45«34'22",8 

125.  cotga?=~ 

log  ootg  a>  «  log  2  — log  3  =  f  ,823  908  7 
Rép.    «=»98oi8'35'',7 
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126.  8éc(B  =  -^ 

i  3 

8écx=  —  — r;    donc    008»  =  ^=^,    ou    logcoBa;  =  log3— log7 

COS  X  / 

logco8a;»r,6320232 
Rép.    a?  =  64«3r23" 

127.  i«^=-ir 

17 

Soit  y  le  supplément  de  as.  On  a    tgv=:— tgx=:-^;    donc 

log  tg  V  =  log  17  —  log9  =  0,276  206  4 
y=62»6'9",8;      d'où     (b  =  U7«53'«K',2 

K 

128.  colgaj=  — w 

Soit  y  le  supplément  de  x.  On  a    cotgy  s^ootgâDaay;    donc 

log  colg  y  =  log  5  —  log  7 = 1,853  871 W 

y  =  54«2r44",4;    d'où    aî  =  125«32M5",6 

129.  co8écaî=— ^ 

Soit  y  Tare  du  premier  quadrant  tel  que    cosécy^-^.    On  a 

Donc       log  sin  y  =  log  3  —  log  4  =  log  0,75 = T,875  0613 
y  =  480  35' 25";      d'où      »= 2280  35^25" 

130.  Évaluer  U  pltn  pelii  arc  positif  qui  saHêfait  à  Viqualion  : 

tg  œ  =  8in  12*  24' 48"  +  COB  12«24' 48" 
La  formule  (23)  donne    tga;=28in45*co832»35'12" 
d'où  Ioglga0=log2  +  log8in  45» +  logco832«  35^12" 

log  2 =0,301 03 
Iog8in45»=î,8494850 
logco8  32*35'12"  =  l,9256101 

log  tg»=0,076 1251 
œsi«40o59'45",6 
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131.  Évaluer  te  plus  petit  are  positif  qui  satisfait  à  Véquation  : 

tg  oj = tg  «3«  ly  16"  +  cotg«3o  IS' 16" 

La  formule  (28)  donne    igx= ^  ,k..à^} — t^ 

*     '  ^  C08  63°  lîJ'  16"  C08  26»  44'  44" 

eu  log  tg  ce = 0  —  log  C08  63<»  15'  16"  —  log  cos  26»  44'  44" 

E  C08  63»  l»»  16" = 0,346  759  32 

Loo8  26»44'44"=0,049141 84 

log  Ig  a? =0,395  901 16 
aî=68»6'20" 

Évaluer  les  plm  petits  arcs  positifs  qui  satisfont  aux  équations 
suivantes  : 

132,  lga:=56inaî 
On  peut  écrire              ^^ = 5  sin  a? 

En  supprimant  la  solution    8inx=0,    d'où    x=^0^,    il  reste 

1         ^.  1 

=0     ou     008  a? = 4- 

C08X  ^"^      ^ 

Rép.    a?  =  780  27' 47" 

133*  58ina;  =  6cos*aï 

On  peut  écrire 

58inœ=6(l  — sin'a;)      ou     58ina;=6  — 68in>a; 
Donc  on  a,  en  ordonnant  l'équation, 

68in*aî  +  58inx  — 6  =  0 

d'où  8inx  =  ^^5±#ïM  =  :=»^li 

12  î^ 

La  première  valeur  est  seule  admissible  ;  donc  sin  a;  =  -| . 

aî  =  41o48'37",l 

*34.  tg2aî=5tgaî 

On  peut  écrire  ^^^^     =  5  tg  a? 

En  supprimant  la  solution  tga;=0,  il  reste 

■n=W=^   ou    tgtx=| 

Donc  • *  /^ 


aî=37o45'40",5 
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K  4  ^ 

Ou      tgaj  +  cotga;  =  ^     que  Ton  peut  écrire     tgg+  ^^  = -^ 

ou    1g«aî-ylgx  +  l=0;    d'où    tga;=  ^=^v^:rjg.  =  2    et     ^ 

aï'aaft6«33'54",2 


136.  8co4g«ûD  — 8éc*aî=l 

On  sait  que  séc^o?  —  tgia;  =  i;  en  ajoutant  ces  deux  égalités,  il 

g 
vient         8cotg«aî  — tg*aj  =  2;      d'où  ,     ~tg*ag=2 

ou       tg*a?  +  2lg»aî  — 8  =  0;     d*où     lgjî  =  V— 1±^9  =v^ 

aî  =  54o4V8",2 

137.  8inx4-co8aî  =  8écaî 

1 


On  peut  écrire  8tn9  +  co8a!  =  - 


«08  X 

d*où  8ina?co8a;  +  co8*a;  =  l 

ou  8ina;cosa;  =  8in*a?     ou      8ina;(co8œ  —  sina;)  =  0 

équation  qui  est  8ati8faite  par  8ina;  =  0  et  par  sinfl;  =  cosa;. 
Donc  05^=0      et     a;"  =  /j5<» 
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Résolution  des  triangles  rectangles. 

(  Les  eotogaHthmet  sont  désiyiés  par  la  notatton  L.) 


1"  Cm.     138. 


Données  { 


Formules 


!6==a8inB;    log 6  ==  log a  +  log sin  B 
c=ac 


log  a  =  2,361  7278 
log9inB  =  r,7893420 


»  cos  B  ;    log  c  =  log  a  +  log  cos  B 

log  a =2,3^1 7278 
log  008  6  =  ^,896  5321 


2.1510698 
fc  =  141«,6021 


2,2562599 
c  =  181»,2/i24 


139. 


^       ,      /  a=:578«n,25 
Données  {      _ 


Mêmes  formules    C. 

B  =  asinB 
log  a  =  2,762 1156 
log8inB=î,79752'il 

£.5596397 
6  =  362,777 

La  surface  S^ 


380  51' 23" 

îK)-B  =  51o8'37" 

c  =  a  cos  B 
log  a  =  2,762 115  6 
logco8B  =  r,8913818 


2,653 /i97/i 
0= 450,295 


2 


a^sin  BcosB 
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2loga=5,b242312 
log8inB  =  1,797  5241 
logcos^B=:J,8913818 
E2  =  l,69897 


4,9121071 
S  =  81678»S3740. 


a*  Cas.    140. 


Données 


6=102«,40 

B=:55o 

C=90o— B=90«  — 55»  =  35« 


Formules  i  '•^^nT    ^  loga=log6-logsinB 
(  c  =  6colgB;  logc=log6  +  logcolgB 


141. 


Iog6=2,0103 
L8inB=0,0866d55 

log  6 =2,010  3 
logcolgB  =  ï,8452268 

2,0969355 

1,8555268 

a=125-,007 

c  =  71»,7012 

^       ^         6  =5734.25 
^^^^"^^«16  =  3702^12" 

Mêmes  formules    C = 90<»  -  B  =  52o  30'  48" 

log  6  =  3,758  476  6 
Esin  8=0,215684  7 

log  6  =  3,758  476  6 
logcolgB=0,1152288 

3,9741613 

3,8737054 

a=9  422,39 

c= 7  476,62 

S  =  ^6«cotgB;    log S  =  7,331 1520;    S«21436410-< 

«1.    142.                Données 

a  =  117«.80 
6  =  48-" 

Formules    8inB  =  -^;  c=v^(a +  6)(a-6)  =107,5 

log  6  =  1^,681  241 2 
Ia  =  3,9288547 

r,6100959 
B  =  24'>2'45'',6;    d'où    C  =  65o5riV',4 
Si  Ton  voulait  employer  la  formule 


tg.i-c=y/ 


a  —  b 
a-{-b 
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le  calcul  se  ferait  de  la  manière  suivante  : 

a  +  ftrsieS-jSO 

a  — 6=  69  ,80 

log(a-6)  =  i,8438584 

L(a  + 6) =3,7604155 


d'où 


143. 


î,6242709 

-2^C=32«58'37",2 

C=65<»57'i4'',4 
B  =  24«  2'45",6 


a  =  5678«,76 
3456-,48 


Données  { 

sinB  =  -^ 

a 

log6=3.5386341 
La  =  4;2457465 


î",7843806 
B=3  37«29'35".76;    d'où    C  =  52o  30' 24^24 
c=ia8inC  =  »/(a-|-6)(a-6)  =4505,6 


«•  Cm.     IM. 


Données  (  '^l^'^ 
I  c  =  i30» 


Iog6=2.08778i4 
Lfl=3i.8860666 


î,9738380 
B=43»ie'31";  d'où  C=46û43'29'' 


log  6  =  2,087  781 4 
EsinB=0,1639898 


2,2517712 
a  =  178»,5540 


145. 


_       ^      l  6  =  52-,34 
Données  {         ^^' 
^  c=28»,80 

tgB=A    ou    tgC  =  ^ 


log6  =  l,7188337 
Ec=î?,5406075 


ou 


loge  =  1,4593925 
L6  =  2,2811663 


0,2594412 
B=61olO'41",8 


r,7405588 
C  =  28o49'18",2 
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S  =  i6« 


smB 
_log6  =  1,7188337 
Loin  8=0,0574345 


1,7762682 
a=50-,7404 


log6  =  l,7188337 

logc  =  i,4593925 

L  2=1,69897 


log  S =2,877 196  2 


S  =  753-^098  5 


a  =6  542"  ,84 


146. 


DottuôM 


(  a  =65> 

!  B       7 

B       7      ^  (  B  =39o22'30" 

Tr  =  ?'    **^"^    I  G=S0o3r3(y' 


6  =  a  siû  B 
log  a  =  3,815  766  3 
log  Bin  8  =  1,802358  6 


3,6181249 
6  =  4150,7338 


c  =  a  C08  B 
log  a  =  3,815  766  3 
logco8B  =  T,8881854 


3,7039517 
c=:»5057,6835 


147. 


6=48» 


Donnée,  j  ^^32, ^^, 
C==90*  — 8  =  570  3' 


sin  B 
log  6  =  1,681 241  2 
Crin  8=0,264475  4 


1,9457166 
o  =  88»,25039 


cc=6colg8 


log6  =  l,68l2412 
log  cotgBafe=0,186  3127 


1,8695539 
c  =  74%05245 


148. 


Données  I 


a  =163»  ,20 
B=40o22' 

r,  =  90o  — 8  =  490  38' 


6  =  a  sin  B 
log  a  =*:  2,212  720  2 
log«iûB=î,8H3583 


2,0240785 
t«105«,7008 


c  =  acos8 
loga=M127202 
JogcoeB  3=1,881 906  7 


2,0946269 
«  =  424->3346 
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CHAPIiaE  IV 

i  a=176» 
Données  {  .      ,_ 

Calculs  auxiliaires    a  +  6  =  336,50  ;    a  —  b  =p  iîî,50 
c=v/(â-f6)(a-&)  I  lg^C  =  i/|^ 


5ia 


-6_ 
6 


log(a  — 6)=l,19033i7 
Iog{rt  +  6)  =  2^2698ol 


d'où 


3,7173168 
loge— 1,858  658 /i 

c  =  72,220 15 


log(a  — 6)  =  t,1903817 
Iog(a+^)=i=  2,526  9851 


2,6633466 
k)gtg^r:-r,3316733 

-^  G  or  12»  6' 47"^ 


C  =  24ol3'34",74 
B  =  65o46'25",26 


150. 


d'où 


-.  (  6  =  141- 

Donnees  { 

I  c  =  181'»,20 


10^6=2,1492191 
Lc  =  3,7418418 


T,8910609 
B=37o53'i7",2 
0  =  52°  6' 42^^,8 


sinB 
lôg  8=2,149  2191 
t  tin  8=0,211 7457 


2,3609048 
a  =229"  ,596 


151. 


Données 


,-  =  (T ,    donc 


smB 
log6=2,50515 
Esin  8=0,100533  3 


2,6056833 
k403*,3511 


i    B_7 

(  "C--5 


320" 


B  =520  30' 

c  — 37030' 


c=:6cotgB 

Iog6r=2,505f5 
logootgB±=f,8849605 


2,3901305 
<î  =  245«,54468 
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Donnée.  {î  +  '=««^'*«=' 
&  =  -^(rf  +  «)  =  i30»    c  =  -i(«-d)  =  122ViO 


tgBr 


log  6  =  2,113  943  4 
Ec  =  3,9122186 


0,0261620 
B=46o43'28",95 
C=t43M6'3t",05 


a  = 


sinB 
log  6 =2,113  943  4 
Esin  8=0,137827  8 


2,2517712 
a  =  178-,5546 


153. 


Données 


a  =225» 


-^  =  0-,75 

lgC  =  -^=B0,75  log1gC=ï,8750613 

C  =  36o52'11",64;    B  =  53or48",36 
6sa8inB  c=aooftB 


log  a =2,352 182  5 
logBinB  =  r,9030900 


2,2552723 
6=»180™ 


log  a =2,352 182  5 
logcoeB  =  r,7781747 


2,1303552 
c  =  135» 


154.  Biêoudre  un  triangle  rectangle,  connaissant    c=120«    et 
SinB  =  —  =  0,6    log8inB  =  î,7781513 


B  =  36o52'll",64;    C  =  53»  T  48^^,36 

6  =  ctgB 
loge  s  2,079 181 2 
logtgB»T,8750613 


T,9542425 
6  =  90» 


±=0.6 


frc-5400-4 
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156.  Quelle  eêi  la  hauteur  d'une  tour  qui  donne  96*  d'ombre, 
longue  le  soleil  est  élet>é  de  1512^ 90^  au'deuus  de  P horizon? 

c=6lgC 
^  log6  =  i,«e227123 

logtgG=0.1l50i95 


2,09729073 
:i25-.i09 


156.  Quelle  est  la  longueur  de  Vombre  projetée  par  un  arbre  de 
15"  de  haut,  lomque  le  soleil  est  élevé  de  37*30'  au-dessus  de  l' ho- 
rizon? 

6=ccotgC 
Iogc  =  1,n60913 
logcolg  G =0,115019  5 


1,2911108 
6  =  19-,54838 


157.  Déterminer  la  hauteur  du  soleil  lorsque  Vombre  d^un  style 
vertical  exposé  au  soleil  égale  2  fois  -^  la  hauteur  du  style. 

(Figure  précédente,)  On  cherche  G,  connaissant  6=2,5  et  c  =  l. 
Or  *»C=| 

logtgG=L6=î,397  94001 
C  =  21»48'5",07 

158.  Quelle  est  la  hauteur  du  soleil  lorsque  Vombre  d'un  objet  ver- 
tical égale  1  fois  ^  sa  hauteur? 

De  même  tgG  =  |^  =  | 

log2  — log3  =  î,8239087        C=33»41'24",24 

159.  Trouver  la  longtteur  d'une  droite  faisant  un  angle  de  22«40', 
avec  sa  projection,  dont  la  longueur  est  de  16",64. 

b 


(Même  figure,) 


a  = 


cosC 
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log  1^  =  1,221 1533 
E  608  C«  0,034  9101 


1,2560634 
a»18«,09281 


160.  Un  rectangle  a  120<",40  de  base,  et  70^,18  de  hauteur;  qtiels 
gont  le$  angles  formés  par  la  diagonale  avec  les  côtés? 

-|  =  lgB    ou    -|=lgC 

log  6  =  2,080  626  5 
loge  =>=  1,846  213  4 


0,2344131 
B  =  59«45'45"    C  =  30»14'15' 


161.  La  diagonale  d'un  rectangle  a  68"  ,42,  l'angle  qu'elle  forme 
avec  la  base  a  24«»  18*.  On  demande  la  $utface  du  rectangle, 

(  Figure  précédente,  )    S  =  a«  sin  B  cos  B  =  -^  a*  «in  2B 


S  log  A»  3,670 366  2 
log  gin  B  =  f, 614  3850 
logoo»B  =1,9597106 


21oga=a^a66t 
log  8ia2B  =  1^.875 125  6 
t2  =  1,698  97 


3,24/4  4618 

S  =  1755'»<ï,746i> 


3,2444618 


162.  Une  corde  sous -tendant  ttn  arc  de  82»  est  à  20"  du  centre; 
quelle  est  la  longtAeur  de  cette  corde? 

La  corde  BB'  est  double  de  AB;  or 

c=6tg0 
log6  =  1,301 03 
log  lgC  =  r,939 1631 

1,2401931 
c  =  l7»,38574      BB'=34»,77148 


163.  Dans  un  cercle  de  8-,35  de  rayon,  quelle  est  la  longueur  de 
la  corde  d'un  arc  de  17» 8'? 


{Même  figure,) 


c=€islnC 
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0,0947564 
A  =  l-,2438       BB'=2",4876 


164.  Dam  un  cercle  de  72-  de  rayon ,  quel  est  :  !•  le  polygone  ré- 
guliêt  mèCrU  doni  le  côté  égale  25»  ;  2»  quel  eei  le  périmètre  de  ce 
polygone;  3»  qiiel  Mrail  le  rayon  du  ceroie  inêcritf 

{Mime  figure.) 


AB  =  12,5 
c 


BC  =  72 

8inC=-         C  =  10- 
a 


donc  4»    18  côtés  2»    périmètre  t*  18x25  =  450» 

30    6  =  /(a4-6)(a  — 6j  =  70'".90 


161.  On  trouve,  après  avoir  pareot»ru  80  kilom,  en  ligne  droite, 
qu'on  a  fait  43^.25  de  p/u«  vers  le  sud  que  vers  Vest;  quelle  direction 
a-t-on  suivie? 

Soit  es  ia  direclioD  du  sud  et  CEI  celle  de  Test;  on 
a  suivi  une  direction  intermédiaire  GB  =  80  kilom. 
Or,  en  formant  le  triangle  rectangle  BAC,  on  a  la 
différence  des  côtés  de  Tangle  droit  égale  43k,25; 
et  diaprés  la  formule  du  problème  S»,  cbap.  IV, 
applications  du  §  i*% 

8in4(B-C)  = 


'^ 


a/2 


logd= 1,635  9861 

La  «s  2,096  91 

IVÎ=Î.8494850 


1,5823811 


^(B-C)  =  22»28'29",30 
^(B  +  C)=:45o 


C  =  22«3r36",7;    à  peu  près  S.-S.-E. 
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166.  Vhypoiènuse  d'un  triangle  reelangU  a  4  689",76  et  la  hauieur 
i  830«,24.  Résoudre  ce  triangle. 

D'après  le  problème  2«,  chapitre  IV,  applications  du  §  i»',  oo  a 

6  +  c=/a(a  +  2A)  fr  — c=v^a(a  — 2/i) 

a +  2/1  =  8  380,24 
a  — 2/fc  =  i  029,28 


ioga>B  3,671 1506 
log(a  +  2/fc)»«3,9216W0 


7,5928496 

^«3,7964248 

(»  +  c =6  257,844  3 
6  =  4227«,453 


loga=:  3,671 1506 
loff(a-2/i)=:3,0128336 


6,6836842 

^=3,3418421 

6  — c=2197,0610 
c=2030-,392 


8iDB=:-- 

a 


log  6 =3,626  073  3 
La  =  4,328  854  8 


B=64o20'44",2 


1,9549281 

C=25o39'i5".8 


167.  La  perpendiculaire  abaissée  de  Vangle  droit  d'un  triangle 
rectangle  détermine  sur  V hypoténuse  deux  segments  b'«  3  596,32 
et    c'= 2 465,15.    Quels  sont  Us  élémenU  de  ce  triangle? 

a  =  6'  +  c'==6061,47 

log  6' =  3,555  858  3 
loge' s  3,391 833  3 


6,9477016 
^  =  3,4738508 
^=2977,49 
On  termine  comme  au  problème  précédent 

(  a +  2/1  =  12016,45 
)   a— 2/fc=     106,48 
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log  a =3,782  577  9 
(a  +  2/i)  =  4,0797764 

log  a =3,782577  9 
log  (a -2^)  =  2,027  2810 

7,8623543 

5,8098589 

-^=3,9311771 

l  =2,9049294 

6  +  c=8534,48 
6  =  4668,937 

6-c=   803,395 
c  =  3865,542 

sinB 

_  b 

a 

log  SinB  =  3,669  2180  =  4,217  4221  =  r,886  6401 
B  =  50-22'39",7  C  =  39*37  20r',3 


168.  Résoudre  un   triangle  rectangle,  connaisiant  Vhypoténu»e 
a  =  1 346",24 ,  et  la  différence  des  câtéê  de  l'angle  droit  d  =  824>,746. 

log  (1  =  2,916  320  2 

110  =  4,8708775 

ï:v^  =  1,849  4850 


1,6366827 
^(B-C)=25o40'13",62 


1(B  +  C)=45* 

B  =  70040"  13",6t 

6  =  a8iDB 
log  a  =  3,129 122  5 
log8inB=T,9748018 


3,1039243 
6  =  1270-,353 


C  =  19ol9'46",38 

c  =  aco8B 
log  a =3,129 122  5 
logco8B  =  r,519b295 


2,6489520 
c  =  445«,6069 


169.  L'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  égale  4320«,42,  et  le 
rayon  du  cercle  inscrit  r  =  789»,36.  Résotuire  ce  triangle, 

(Chap.  IV,  §  !•-,  probl.  4.) 
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co84-(B-C)  = 

a  +  2r=5899,i4 
log(a-|-2r)  =  3,7707887 
Lat=4,3644740 
Ev^=î,8494850 


1,9847477 


^(B-C)  =  15«5'46",32 
^(B  +  C)  =  45o 

B=e0t»'46",32 

6  =  a8inB 
log  a =3,635  5260 
log8inB=î,9379508 


3,5734768 
6  =  3745»,215 


C  =  29«54'<3',68 

e  =  a  cos  B 
log  a =3,635  5260 
iogco8B  =  ï,6977044 


3,3332304 
:2153»,925 


170.  La  somme  des  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
est  de  6  642», 777;  on  demande  de  résoudre  ce  triangle,  sachant  que 
Vhypoténuse  a  4765-,35. 

cos|(B-C)  =  A±^ 

log(6  +  c)=3,8223497 

La=4,3219052 

Ev/Î=î,8494850 

r,9937399 

2-(B~C)  =  9o42'17",83 


1 


(B  +  C)=t45<» 


Ba54»42'ir',83 

fcesasinB 
log  a  =  3,678  094  8 
log  smB  =  1,911 7899 


3»5898847 
6  =  3889»,419 


G  =  35»17'42",17 

crsacosB 
log  a  =  3,678  094  8 
log  cos  B  =  1,760  767  9 


3,4398627 
c  =  2753",3B8 
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Triangles  quelconques. 


i7i.     V  Cm. 


/  A  =  32o5r 
Données  |  B  =:  123<» 

(  a==H7-80 
C=180o-(A  +  B)  =  24»3' 


\  8inÂ 

i  asinC 

V  sm  A 


Formules 


Caloul  de  6. 
loga=»  2,074  1453 
IOffsl*Bî=r,9fi35914 
Lain  A =0,264  4754 


2,2502121 
6  =  181»,643 


Calcai  de  o. 
logfoî=  2,071 1410 
log  tin  C«r,610 1635 
Esin  A  =  0,264  4754 


1,0457842 
c  =  88-264 


logS=3,63»4909 


S=4360n>«,044 


172. 


6  = 


/  A  =  138' 31' 

Données  |  B=  SS^IT 

(  C=  14-,76 

C=:180«»— (A  +  B)  =  8«»12' 

cstnB 
sînC 


log  0=1,1690864 

IofirsinB= 1,739  3080 

EslllC= 0,8^^5  7924 


1,7542768 
6:^56-,7S0Ô4 


csin  A 


smC 
loge  =  1,169  0864 
log8inA  =  r,8211217 
Csin  0=0,8457924 


1,8360005 
a— 68»,54890 


S  =  —  c«  sinAsin  B 
2  smC 
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L2  =  r,69897 

2  loge  =  2,338 1728 

log  tin  A  =  1,821 1217 

log8inB  =  1,739  3080 

Usin  G =0.845  7924 


173. 


2,4434549 
S=277"K,6227 

iA=»72<»17' 
B=48<»12' 
c  =  560-,40 
C  =  180o-(A4-B)=59^3r 

ctinB 
8ÎnC 


loge  =  2,748  4981 

log  8iDB»r,872  4337 

Lsin  G  «0,064  6052 


2.6855370 
Il  =  484-,  771 4 


e  gjp  A 
sinG 


log  6=2,7484981 

log  8inA=î,978  8983 

Lsin  G =0,064  6052 


2,7920016 
a=619»,4434 


o       1    .  8inA8tDB 
^  =  ^^'       8m  C 
L2  =  î,69897 
2  loge  =  5,496  9962 
log  8m  A  =  1,978  8983 
log  8inB  =  T,872  4337 
Esin  G =0,064  6052 


174. 


5,1119034 

S  =  129  390-^,80 

iA=57«32'7",6 
B  =  73<»42'50'' 
a  =  25432»,46 
G  =  180o-(A  +  B)  =  48o45'2",4 


6  = 


asioB 


•in  A 
log  a  =â  4,405  3883 
log  8inB  =  r,982  2139 
EbId  A  =0,073  7996 


4,4614020 
6  =  28933-,56 


a  tin  G 

^=-im:r 


log  a =4,405  3883 

log8mG=T,8761297 

L8in  A  =0,073  7998 


4,3553178 
c=22663«,02 
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E2  =  T,69897 

2lojça  =  8,8107766 

log8iDB  =  1,9822139 

log8inC  =  î,8761297 

Efiin  A  =  0,0737998 


535 


175. 


8,441 8900 
S  =  276  624  000°" 

L   A  =  74<»o3'33",8 
Données]  B  =  47oir3",2 
(    c=56894»,60 

(Sainl-Cyr,  1852.) 

C  =  180«»-(A  +  B)  =  57o49'23" 


.       csinC 
*""    sinC 
loge =4,755  0711 
log8inB  =  1,866 1265 
E8ioC  =  0,072  4205 


4.6936181 
6  =  49387'-,62 


cs'inA 

^"^   sinG 
loge =4,755  0711 
log8inA=î,9847250 
E  8m  G  =  0,072  4205 


4,8122166 
a  =  64895«,81 


a      1    •  8inA8inB 
S=^^*       SinG 

E2  =  1,698  97 

2  loge =9,510 1422 

log8ioA  =  r,9847250 

log8inB=f, 866 1265 

E  sinG»  0,072  4205 


9,1323842 
8=1356388000»» 


176. 


( 


B  =  79»  50' 39" 


Données  j  G  =  64«25'48" 
(  a  =  439",258 

(Sainl-Cyr,  1849.) 
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6  = 


asinB 


sin  A 
log  a  =  2,6427197 
lo^  sin  Bz=  1,993 1415 
L8iDA=0,233656i 


2,8695173 
l»  =  740-,4868 


a  8in  C 

C—  • ■ j — 

sin  A 


Ioga=î  2,6427197 

log  sin  0  =  1,9552348 

E  sin  A  =  0,233  6561 


2,831 6106 
c  =  678«,5947 


Q      1     -  sin  B  sin  C 
^  =  T^*— imA- 

L2  =  î,69897 

2  log  a  =ç  5,285  4394 

log  sin  B  =  r,993 1415 

log  sin  C  =  r,955  2348 

L  sin  A=0,233  6551 


5,1664418 
S  =  146703"SÔ5 


177.    a-Ca..  /  a  =167» 

Données)    6=145- 
(  C=54« 

/  a4-6  =  312;      a-6  =  22 
Calculs  auxiliaires  <    | 


Formules 


4c  =  27o;      ^(A  +  B)=63* 

*4(^-"«)=â^^tg^c 

gginC 

C  = : T — 

Sin  A 


Calcul  des  angles  A  et  B 

log  (a— 6)  =  1,3424227 
ï:(aH-6)  =3,5058454 

ïogcotgiC;=  0,292  8341 
M411022 
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Or 


GUAPITRB  I? 


-i(A^B)  =  7«52'44",6 


SS7 


A  =  7(hîi2'44",66 
B=55«  7'15",34 


Calent  de  c. 

log  a  =  2,222  716  5 

log8inC  =  ï,907Ô576 

L8iiiA  =  0,0246467 


2,i853908 
c=142«»,995 
Sait  i43>» 


Calcul  de  S  =  -i  oftsiDC. 

L2  =  r,60897 
log  a  =  2,222  716» 
log  6  =  2,161 3680 
logsinC  =  l,9079576 


3,9910121 
S  =  9795-M722 


178. 


1a  =  203-»,20 
6  =  215,40 
C  =  72»10' 

6  +  a  =  418,60;       6— a  =  12,20;       ^C  =  36<»5' 
tg4{B^A)=J-:^>lgC 

U)g(6-a)  =  l,0963î598 

L  (6 -fa)  =3,3782008 

logcotg-2-C=0,4374113 


Or 


2,601 971 9 


-2-(B-A)  =  2«ir24",83 
^(B  +  A)  =  53«tty 


B=556«»12'24",53 
A«51«»37'3K",47 
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g  BJn  G 
gin  A 


log  a  =  2.307  923  7 

log8mG  =  r,9786148 

i:8inA=0,1056913 


2,3922298 
c  =  246«',73^5 


i:2=r,69897 
log  a  =  2,307  923  7 
log  6= 2,333  2«5  7 
logBinC=T.9786148 


4,3187542 
S-20833«î,H 


17». 


Données 


6  =  61686-,54 
c=51956«»,90 
A  =  24o26'56" 


6  4-c=l!3643,44;       6^c  =  9729,64;       ^A=12ol3'28" 


lg^(B«C)  = 
log(6~c)  = 


^(B~C)  =  21«33'4r',97 

^(B  +  C)  =  770  46' 32'' 
c  ein  A 

a= : r^— 

sinG 
loge  =  4,7156433 
logBÎnA=î,6168759 
]:8inG  =  0,0803408 


T?f-'<^4- 


4,4128600 
a  =  25873-,78 


=3,9880968 
=  6,9444557 

:0,6642325 

r,*S967850 

B=99«20'16",97 
G=56<»12'47",03 

S  =  -^6c8inA 

L2=î,69897 
log6  =  4,7901904 
loge =4,715  643  3 
log8î.nA=l",6168759 


8,8216796 
S=663233500»«i 
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CHAPITRE  IV  5:î9 

180.  /   6  =  i  109,75 

Données  }    c  =  i  489,62 

(  A  =  47o9'50"     (École  navale.) 

c  +  6  =  2599,37;       c  — 6  =  379,87;       |^  A  =  23«34'55" 


tgi(C~B)=f;-J-cotg4 

lo^(c  — 6)  =  2,5796350 
L(c  +  6)  =  Î,58513I9 

logcotgl.A=0,3600018 


r,5247687 
-t(B-C)  =  18o30'35",57        i        B  =  47^54' 2^^,43 
^(B  +  C)=66o25'5"  I       C=84<»55'40",57 


^ fesinA  çgjn  A 

sinB    —    BinC 


logB=3,0452252  loge =3.173  07.^5 

IogtinA=î,8652826  logBinA=î,8652826 

L  SinB  =0,129  554  3  i:8inC= 0,001 7040 


3,0400621  3,0400621 

a=1096'-,635 


S  =  -H^  6cBinA 


1:2  =  1,6 

log  6  =  3,045  225  2 

logc=3,1730755 

Iog8inA=ir,8652826 


5,782  5533 
S  =  606112»<i,70 

181.    »•  Cm.  r  a=:75- 

Données  <  6=92- 
(  c  =  107« 


dbyGoC^k 
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Formule»    {         ^  '^  ^ 

p=137  Eon  log.  est  «,1367206 

p  — a=  62  —           1,7923»!  7 

p  — 6=  45  —          1.6532125 

p—c=  30  —           1,4771213 


Calculs  auxiliaires 


2  log  r  =  2,786  004  9 


logr=:i,3930024 


Calcul  de  Â 

log  r  =  1,393  002  4 
L(p-a)=:  5,207  6083 


r,6006107 
i  A =210  44' 8" 
A=43o28'16" 
Calcul  de  B 

ldgr:r=:l,3930024 

X;(p  — 6)  =  î,3467875 


r,7397899 


2 


B  =  280  46' 44" 
B  =  57*  33*28" 


Calcul  de  C 

logr=l,3930024 
L(p— c)  =  2;5228787 


r,9158811 


^ 


C  =  39«29'8'' 


C  =  780  58' 16" 

Calcul  df  S 

log  p»  2,136 720 6 
logr  =  l,3930024 


3,5297230 
S  =  3386™»,  2815 

Vérification    A4-B4-C=180» 


182.  (  a  =  543» ,90 

Données  |  6^597»,60 

(  c=625«»,90 

p= 883,70  le  logarith.  est  2,9463049 

p  — a  =  339,80  —  2,5312234 

p- 6  =286,10  —  2,4565179 

p -0=257,80  —  2,4112829 


log  2r= 4,452  719  3 
log  r  =  2,226  359  6 
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CHAPITRE  IV 


5di 


iff^A. 


logr  =  2,2263o96 
E(p-a)  =  5,36S7766 


1,6951362 
|-A  =  26o21'4r',8 
A  =  32o/i3'35",6 


logr  =  2,2263596 
Lrp-6)  =  3;5434821 


1.7698417 
^B=30»28'5«'',3 
B  =  60<»5rf52",6 


'4c=^ 


logr=2,2263596 
E(p-c)  =5,588,7171 


l,815fr767 
|-C  =  33o  9'1Î5",9 

C  =  66ol8'31",8 

S  =  pr 

logr  =  2,2263596 
logp  =  2,946304  9 


5,1726645 
S  =  148  821  "MO 
Vérification    A  -h  B  +  C  =  180° 


4W-  [  a  =  456",40 

Données  l  6  =  5I8»,50 

(  c=592«30 

p  =  783,6  son  log.  est  2,8940944 
p-a=i  387,2  —  2,514  8133 
p— 6=265,1  -         2,4234097 

p-c  =191,3  -  2,2817150 


Calcul  de  A 
log  r  s  2,162  921  8 
L(p-*  a)  as  5,485 186  7 


î,6481085 


1 


A«i23«»58'36",26 
A«47«>5ri2",52 


log  2r  =  4,325  843  6 
log  r  =  2,162  921 8 


Calcul  de  B 
log  r= 2,162  921 8 
L(p  — 6)  =  3,5765808 


1,7395121 
^B=28»45'45",36 
B  =  57*81'36",72 
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Calcul  de  C 

logr=2,1629218 

L(p--c)=3,7182850 


r,8212068 
^C=:37ol5'35",38 

C  =  74o31'10",76 


Calcul  de  S 
logp  =  2,894094A 
logr  =  2,1629218 


5,(K570162 
S  =  114029»«,23 
Vérification    A+B  +  C=180o 


184. 


Données 

p=:  670,925  le 
p-a  =  103,555 
p- 6  =  251,075 
p-c  =  316,295 


Calcul  de  A 

logr  =  2,044 196  45 
L(p— a)=5,98482895 


0,0290234 

^A  =  46*54' 47".6 

A=93<»49'35",2 

Calcul  de  B 

logrr=  2,044 196  45 
t(p-6)=3,60019655 


î,64439300 
^B=a  23»  47' 42^^,9 
B  =  47«3y25",8 


|a  =  567»,37 
6=419-,85 
c=r354-,63 

log.  est  2,82667395 

—  2,01517105 

—  2,39980345 

—  2,50009235 


log2r=4,08839290 
log  r= 2,044 196  45 

Calcul  de  C 

log  r=r  2,044 196  45 
L(p  — c)  =  5,49990765 

T,544i0410 
-^C=19ol7'29",5 
C  =  38o34'59" 
Calcul  de  S 

logp  =  2,826  673  95 
logr  =  2,04419645 


4,87087040 
S  =  74279»i,76 

Vérification    A+B  +  C==180- 
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CHAPITRE  lY 

Données  <  6  =110"» 
(  A=58o 


533 


8ioB=A^iiiA 


Formules 


C  =  180»-(A4-B) 


0  = 


asinC 


•ioA 

Comme  on  a  a<Cb,  le  problème  a  deux  solutions. 
Calcul  de  B 

log  6  =  2,041 392  69 
logBinA  =  r,9284205 
La  =  5,97881069 


f,94862388 

B=e2<»40'(36",45)  ou  117ol9'(23",55) 

d'où      C  =  59*20'  4o40' 

(Dans  ce  premier  exemple,  aûn  de  simplifler  un  peu  les  calculs, 
le  reste  de  Topération  a  été  fait  sans  tenir  compte  des  secondes.) 


i^  Solution 

2«  Solution 

log  a»  2,021 1893 

log  8inC  =  î,934  5738 

Lsin  A =0,071 5794 

ou 

2,0211893 
5,9104089 
0,0715794 

2,0273425 

1,0031726 

c=106-,50 

ou 

10»,073 

Calcul  de  la  surface 

S=a-^a6sinC 

L2=T,69897 
loga=2,0211893 
log  6  =2,041  392  7 
log8inC  =  r,9345738 

ou 

r,e9897 
2,0211893 
2,0413927 
^,9104039 

3,6961258 

2,6719559 

8=4967»i,362 

ou 

479«»«,80 

186.  /  a=85-,40 

Données  |   c=38-,85 

(  C  =  15«25' 

On  a  c<a,  le  problème  a  deux  solutions. 
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sinA  =  ^«iLC 
e 

log  a  =11, 931 4579 

logsin^G=î,424614  7 

Lc=2,4106090 


1,7666816 

A  =  30«45'(28".41)  ou  144ol5';   d'où  B  =  128«50'  ou  20«»20'  (en 
négligeant  les  secondes). 

csinB 


b  = 


sinC 


logc=1.5893910 
log8inB=r1,8915707          ou 
Lsin  0=0,5753853 

1,5893910 
1,5409314 
0.5753853 

2,0563470 

1,7057077 

6«=113«,8536               <m 

50<»,786 

S  =  -2.ac8mB 

I2=î,69897 
log  d=tt  1,931 4579 
logo«1.5893910 
log  Btn  B  te  î,891 570  7          ou 

î,69897 
1,9314579 
1*5893910 
1,5409314 

3.1113896 

2,76u7503 

S  =  lâ92««,â783               ou 

577«i,36 

1.                        ,b-. 

Données  /  c  - 

=  53-,6Ô 

=  35" 

,20 

187. 

Données     ^  — w-, 
(  B  =  7!ol5' 
On  a  6>c,    le  problème  n*a  qu'une  solution. 


sinC  = 


fîsin  B 


logc=1,5465427 

log8inB  =  ï,9763179 

Eè  =  2,2708352 


1,7936958 


C  =  38«27'8",71;    d'où     A-79«ir5M",29 
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^__  csinA 

810  G 

loge  =  1,543  542  7 

log8mA  =  î,9738001 

i:8inCîeO,î063042 


1,7266470 


a  =  53»  ,290 16 


S  =  -^  6c  sin  A 

E2  =  T,69897 
log6  =  l,7291648 
logô=^l,5465427 
logsin  A  =  1,973  8001 


2,9484776 
S  =  888"«i,1322 


488 


a  =  657  92»  ,60 
Données '^    6  =  96045-,dÛ 


/  a=e 

*=' 

\  A=28«»51'48",6 

(École  navale,  1853.) 
On  a  a <6,  le  problème  a  deux  solutions. 

log6t=4,9914281 

log8mA  =  î't6836995 

La  =  5,1818229 


d'où 


r,8569505 

B^  46*0'r,10     ou      133»50'52" 

C  =  105<»8'3",30      ou       17»  8'19"4 

A  sin  C 
c=  — . — IS-- 
sinB 

log  6  r=a  4,991 4281 


lQg8mC  =  l,9846698      ou 
LsinB=0,1430495 


4,9914281 
1,4693597 
0,1430495 


5.1191474      on      4,6038373 
c  =  131  567»,12      ou      40164«,04 


S  =  ia6sinC 


r2  =  l,69897 
log  a =4,818 1771 
log  6  =  4,991 4281 
log8mC  =  î,9846698 


9,4932450 
S  =  3113472000»n<i      ou 


1,69897 

4,8181771 

4,9914281 

I      T,4e93597 

8,9779349 
9504627b0»i 
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iS9.  (  A  =  123«» 

Données  }   a=181"»,60 

f    6-c  =  29».54 
Les  rapports  égaux  -^  =  .^.^  =  _^  donnent 
6  — c  a 


d'où 


ou 


8in  B  —  sin  C       sinA 
6-c  d       28in|(B-C)co8-J(B  +  C) 


ou    —  = 


a  ;     ^1  A 

2  sin  -^  A  cos  4^  A 


^       sini(B-C)  dcosl 

-5-=  i  ,        »     ^'oû     sinJ(B-C)=-^ 


logd=i,4704105 

logco8-j=î,6786629 

Ea=5,7408842 


,  A 
a 


ai,8899576 
^(B-C)=  4»27    (     B  =  32«5r 

i(B  +  C)  =  28«'30'    I     C  =  24«  3' 

(Voir,  pour  le  reste  de  Topération,  le  problème  171  ;  les  données 
sont  les  mômes.) 

6  =  H7-,80;      c  =  88-,26;      S  =  4360«i 

190.  r  A  =  58o 

Données  <   a =105" 

(    fe  +  c  =  216-,50 

«sin^rA 
Le  même  raisonnement  donne    cos  i  (  B  —  C  )  = — 

log  1=2,335  457  9 

logsin-^A=î,6855712 

ra=«at,9788107 

i',9998396 

|(B-C)  =  1«34';     or      ^(B  +  C)=61o 

donc  B  =  62«34';       C  =  59«»26' 

(Le  reste  au  problème  177.) 

6  =  110»;       c  =  106-5;    etc. 
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EXERCICES  DU  CHAPITRE  V 


19i .  Vangle  d'élévaHon  du  sommet  d'une  tour  verticale  e$tdeà3f>  itS' 
à  72«  de  to  tour.  Quelle  en  est  la  hauteur,  l*œil  de  VobservaUuv 
étant  à  lB,iO  au-dessus  du  soif 

6  =  c.tgB 

loge  =  1,8573325 

logtgB  =  r,9734539 


1,8307854 
6  =  67,73083;    ajoutant    1,10.      Rép. 


68-.830. 


Ci, 


192.  L'angle  d'élévation  du  sommet  d'une  tour  verticale  dont  le 
pied  est  inaccessible  est  de  24»  36';  on  s'avance  de  32"»  vers  la  tour, 
l'angle  d'élévation  est  alors  égal  à  40»  12'.  QuelU  est  la  hauteur  de  la 
tour  f  La  base  d'opération  est  horizontale,  et  l'csil  de  l'observateur  est 
élevé  de  1»,50. 

GBD  =  15»36'      . 
btiaaa=  _._  /^,>,,  ;     or     AB  =  aBmG 


donc 


~  BÎnGBD 

^^ 8in  CtiD 

logGD  =  1,505 1500 

log8mD  =  r,6193864 

log  «in  G  =  1,809,8678 

UsinGBD =0,5703772 


1,5047814 
AB  =  31.973;    ajoutant  1,50,  il  vient  :      Rép.    33",473. 

193.  Mesurer  la  dislance  d'un  lieu  A  à  un  aiUre  inaccessible  G. 
On  a  pris  une  base  d'opération  AB  perpendiculaire  à  AC  el  longue 
de  80«.  Uangle  formé  au  point  B  par  les  rayons  visuels  menés  en  A 
et  m  CégaU  48»  25'. 
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t  6  =  C.tgB 

logc  =  l,90309 
loglg  8  =  0,0519190 

'\.  1,9550090 

^    '\b  AC  =  90i»,1589S 


194.  Deux  obêervcUeurs ,  distants  de  1750»,  mesurent  au  même 
instarU  Us  hauteurs  d'un  point  remarquable  (Tun  nuage.  Ce  point 
est  dans  te  plan  vertical  de  la  base  d'observation,  et  les  angles  d'é- 
lévcUion  sont  72»  et  80*.  Quelle  est  la  hauteur  du  nuage  en  admettant 
que  les  deux  obêertaleurs  ont  te  même  horiton  f 

ç._BÇsinB       ^^    aD=ACbIiiC 
sin  BAL. 

donc  AJ)-5Ç4^»AC 

sm  A 

logBC  =  3,2^3  0380 

Io|Ç«bB  =  Î,9976143 

— ^c  log»mC  =  ï",9782063 

Usin  A  =0,3906867 


3,6095453 
AD  =  /i070in 

105.  Calculer  la  distance  de  deux  points  inaccessibles  A  el  B,  «on- 
naissant  une  base  00=150»,  Vqngls  BCDs40»,  l'angle  ACD=:69*, 
l'angU  ADC=38«30',  et  Vangle  BDC  =  70o30'. 

Calcul  de      AC  =  6=  CD«»nADC 
6in  CAD 


PL 


log  CI)  =  2,1760913 
\  log  &iaADC  =  T,794 1496 

''jA  Uftin  CAD =0,0305805 

^  log  6  ==t  1,9908214 

Calcul  de  BC=a 

Dr_  CDiinBDC 

**^ imCBD" 

log  CD  =  2,176  091  3 

logtiQBDG  =  l,9743466 

CtioCBD  =  0,0284124 


log  a  =  2,178  850  3 
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Cilcal  des  angles  A  et  B  du  triangle  ABC.  (Trig.,  n*  7»,  Rem.) 

lg|-(A-B)r=lg(45.~-(p)colg|c 

-^C=l4o30'>    tg9==r|:,    logtg9=iloga--log6=0,1S8W89 

9  =  D7M'58",5;    dono    f  —  45«»  =  i2M'58",5 
loglgCAo-  — 9)  =  ï',3286998 

logcolg-lc  =  0,5873419 

r,9160417 

2^(A-.B)  =  39o29'45"(  g  ^  355, 


-2-(A  +  B)  =  75o30' 

Calcul  de    AB  = 


(y  15" 
A  =  il4<»59'45" 

ACsinC 


sîqB 

logAC=l,9908214 

Iogjin29o=ï,68557i2 

Lsin  3  =  0,241363  6 

1,9177562 
AB  =  82«,747  74 


198.  Trouver  la  hauteur  d*une  montagne,  La  base  d'opération  AB 
qu'on  a  choiiie  a  225»  ;  les  anglee  form49  par  cette  base  et  tes  rayons 
visuels  menés  au  sommet  de  ta  montagne  sont  A  =  52'»27'18"  et 
B=:4M9'25";  de  plus,  l'un  de  ces  rayons  visuels  AC  fait  avec 
la  verticale  de  la  slaticn  A  un  angle  de  43*  19^12". 


AC«6s 


donc 


^BiaB 
Bin~C 


/i  = 


or    /i=6coaa 

c  sin  B  C08  g 
siFC 


loge  =  2,352 182  5 

log8inB  =  l,8197487 

iogco»a=ï^l8529 

L  sin  C  =  0,000  9451 


2,0347292 
/i«-108«,325 


>> 
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197.  Trois  pointé  A,  B,  C  HarU  donnés  sur  la  carie  d'un  pays , 
on  demande  de  déterminer  la  position  d'un  quatrième  point  M, 
d'où  les  dislances  AC  =  200*,  et  BC  =  170-  ont  été  vues  «otM 
des  angles  conntis  o  =  46Mri3",2  et  p  =  30»9'.  On  sait  de  piut 
que  les  quatre  points  sont  sfu*  le  même  plan,  et  que  l'angle 
ACB  =  H4«40'8",/i.    (Oq  calculera  MC.) 

x4-y=360*-(C  +  a  +  p)  =  168*«3'38"/i 


.4. 


Bina 
log6  =  2,30103 
log8iDp  =  l,7009334 
Lsin  a =0,1409756 


2,1429390 
c  =  138,9757 
a  +  c  =  308,9757,    a-c=3l,0243 

log(a  — c)  =  l,49l70l2 

E(aH-c)  =  5,8l00758 

logtg-j(x  +  v)  =  ^0122316 


0,0140086 
^(x-i,)  =  45-55'26"     i  ^^43o.22'i5^.,2 
t-y)  =  84«26'49",2  f  y^  "^^^  ^  '' 

c;m= 


log6=^2,30103 
logsiDa;»r,8818794 
L8ina=0,1409756 


81D  ^ 

log  a =2,230  448  9 

10RsiDy  =  l,7943695 

L8inp  =  0,2990666 


2,3238850 

CM  =  210-81 


2,3238850 


198.  Un  observateur,  placé  à  une  hauteur  de  120"  au 'dessus  du 
niveau  de  la  mer,  a  trouvé  que  le  rayon  visuel  aboutissant  à  Vfw- 
riion  sensible  faisait  avec  ia  verticcUe  un  angle  de  89*  39^.  On  de- 
mande quel  serait,  d'après  ce  calcul,  le  rayon  terrestre.  (Sorbonne, 
6  novembre  1862.  ) 


R=r 


Acostt 


28in«"î7 
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A  =  120    el    a  =  21' 

log;i  =  2,0791812 
logco8a  =  1^9999919 
L  2  =  1,09897 

-  2  logsin-j- a  =  5,030170/1 


6,8083135 
R  =  0431  520» 

199.  Un  are  AC  =  28»3o'  tourne  autour  d'un  diamètre  BB'  per- 
pendiculaire à  sa  corde;  quelle  est  la  surface  de  la  zone  décrite,  le 
rayon  du  cercle  étant  5", 43? 

S  =  47rRJ8iD«^  a 

*log4  =  0,60206 
log  15=0,4971499 
2logR=  1,4695996 

2  Ing  gin -g.  a  =  2,784  894  6 


1,3537041 

S  =  22""ï,578968 

200.  Calculer  U  rayon  d*une  toiir  inaccessible.  On  a  pris  une 
base  AB  =  17",5;  les  angles  formés  avec  cette  base  par  les  couples 
de  tangentes  menées  des  extrémités  sont,  au  point  A  :  a  =  60«, 
a'  =  20*,   el  au  point  B:  p  =  75%   p'  =  25-. 

dsini(a-a')8m4(pH-p') 
n=  \ 2 

8in^-(a  +  a'  +  p  +  p') 

ou  R  =  (i8in20*8in50' 

logd  =  1[,2430380 
Iog8in20«  =  1,5340517 
logsin  50- =  1,884  2540 


0,6613437 
R=4'»,58î)046 
8oil  R  =  4",585 


Tuioo^'o^kiuiE.  -    M. 


16 

Digitized  by  VjOOQIC 


EXERCICES  SUPPLÉMENTAIRES 


Calcul  des  Lignes  trigonooiètrfqoet. 

QueUes  sont  Us  valeurs  des  fonctions  Irigonomélriques  suivantes  f 

Rép. 


io 

sin450o 

2* 

tg54Uo 

30 

COB630O 

40 

colg720<» 

5« 

BinSlO» 

6« 

CO8éc900o 

Ran 

%ener  au  prenu 

lo 

fiml72«» 

2« 

COBiOO 

30 

tgi25o 

/lo 

colg95'» 

5e 

C08179O 

©• 

8in204«»12' 

7«» 

co^g264<»39' 

8» 

8éc245»i9' 

9* 

tg2i2o48'4V' 

10» 

C08  2740  9^52" 

Hép. 


i 

0 

0 

oc 

1 

OC 

fictions  suivantes  : 

8in8« 

=  00882'» 

—  cosSO» 

=  —  810100 

-tg55«» 

=  — cotg35° 

—  ootg85« 

=  -lg5- 

— cosio 

=  — 8in89« 

—  Bin24ol2 

'  =  -co865<»48' 

cotg84o39' 

=  tg5o21' 

sécôSM^ 

=  — C08éc24«41' 

Ig  32' 48' 44' 

=  cotg57Ml'16" 

—  C08  85»  SCy  8" = sin  4»  9'  52" 

Simplifier  Us  expressions  suivantes  : 

1*    aco8(90«  — a)H-6cos(90  +  a)  Rép.    =(a  — 6)8ina 

2»    a«  +  6«  — 2a6cos(7:  — a)  —      =:a«H-6«4-2a6cosa 

g.     «jiD[»-(a-f  P)]  _      ^asinCa-f  ft) 

sin  a  BÎn  a 
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A»    si n  ( 90»  +  a  )  C08  (  7c  —  p  )  +  C08  (  90«  H-  a  )  8in  (  Il  —  p  ) 

Rép.    =co3(a  +  p) 
6-    C08  (180- +  a) co8(270*  —  p)  — sin (180«-f  a)»in(270—  p) 

Rép.    =810  (p  — a) 

^     aBin(180*  — g)  — 6Bm(90*  — g)     p.  aBing  —  ôcosg 

*^    ~ilgT90«-f  g)  +  6tg(90---g)       "^P'    "^    (6-a)cotgg' 

-.    nsingtgÇit  +  g)  _      _^ 

'      tgg0O8(90*  — g)  ~" 

«,     (a»~6«)cotg(180*~g)    ,    (a«  +  6«)  tg(90*-g) 
lg(90--gj  "^        cotg{180^^^^) 

Rép.    =26» 
9*     6m(9(y'  +  g)co8(90*  — g)    .    sinf^  — g)co8(9qMia). 

Rép.    =0 

-^     8in(270'— tt)tg(i80^  — p)    .    cotg(90<'  — g)8ip(Y-90") 
^"^     lg|180*  +  pjco6(180-— g)  "^      cos(180«  — YJtgC^g) 

Rép.    =  —  2 

41-     tg(90'  +  g)  COB(270*- g)  C08(-g)      ^,        -_Mn« 

-o.     tg(270*--g)ootg(90o  +  tt)    .    sin (270''  +  g ) cotg (27»  —  g) 
8in(27U*  +  g)colg(  — g)     "^  cotg(270*  +  g) 

Rép.    =C08g ^2JL 

JDorM  ^  eerc^  trigonomilriqtie,  queUeê  fondions  semblables  égalent 
en  grancleur  et  en  signe  les  fonctions  suivantes  9 

Rép.  8ini68- 

—  sin  96- 

—  sin  142» 

—  C08  334» 

—  Ig225* 

—  cotg252» 

—  CO8240* 

—  tg271* 

—  8in349» 

—  cotg329*M' 

Dans  qiAcl  quadrcMl 

1*  le  sinus  et  le  cosinus  sont-ils  négatifs  f  Rép.  dans  le  3« 

2*  la  tangente  et  le  cosinus  sont4ls  négatifs?  —       —       2* 

3»  la  cotangenteest'^le  positive  et  le  sinus  négatif?  —       —       3« 
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!• 

sin  12* 

2- 

sin  84- 

3o 

8in38' 

/!• 

ces  26* 

»• 

lg45* 

6- 

cotg72» 

7^ 

CO8120' 

8* 

lg91« 

9* 

sin  191* 

10- 

cotgi20*9' 
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Pour  quelk»  vcUeurs  de  a  Uê  fonctionê  êuivanta  êont-diet  posi- 
tivée 9 

1«    8in  a  +  C08  a  Rép.    do  0  à  13o*  et  de  315*  à  360* 

2»    sina  — cosa  —      de  45*  à  22o* 

3.    gin  g  — cosa  _      j^  ^,5.  ^  jggo  et  de  225*  à  3I5* 

8in  a  4-  CO8  a 

'r    tg  a  ±  sin  a  —     de  0  à  90*  et  de  180*  à  270* 

!)•    tga  H- cotga  —      de  0  à  90»  et  de  180*  â  270» 

6-    tga— colga  —      de  45-  à  90*,  de  135*   à  ISO-, 

de  225*  à  270*  et  de  315*  à  360- 

?•    séc  a  ±  tg  a  —      de  0  à  90*  et  de  270*  à  360- 

Calculer  toutes  les  lignes  IrigonomUriques  d'un  arc  a  du  premier 
quadrant,  connaissant  : 

l«Bina  =  ^;        Bép.  co8a  =  -^,    tga  =  -g^,    cotga=j, 

8éca=-n^    et    co8éca=-?- 
2*cosa  =  -^Y;      Rep.  8ina  =  -5^,    lga=-^,    colga=-^, 

8éca  =  -g-      et    co8ëca  =  -Tg- 

12  12  5  5 

3Mga  =  -^;        Rép.  sinass^j^,    cosa  =  ^,    cotga  =  -j, 

8éca=-g-    et    co8éca=-T^ 


8éca  =  v^l  4- m*    et   cosëca  =  ^    "^^ 
5*  co8a=^^^^^;  Rép.8ina=-,  tga=— ^— ,  colga=^-^^=^, 

»éc  a  =       ^  et    coséc  a  =  -?- 

1  \  a 

6*  lga=:  — ;  Rëp.  sinfl= —   —    cosa=-r=,  cotga=:a, 


%éca  =  ^-— î- —    et    coséc  a  =  v^l  -+-  a  * 
a  ' 
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cotga  =  ^^  ~^*     et    coséca=^ 


Ç 


8-  co8éca=^;Rép.8ina=^7-^,  co8a=?^,  lga=*^-** 
m-n       «^  m+n'  m+n'  ^'*     ^^fj^» 

colga=,|^    et    8éca  =  :î5±^ 

Connaiisant  leê  vaUun  des  lignes  Irigonomélriques  des  arcs  de  30», 
43»  ei  60»,  écrire,  avec  les  signes  convenables,  celles  des  arcs  de: 

1M20o;Rép.8mi2O>=^,    co8l20-  =  -^.'   tgl20*  =  -v/5, 

cotgl20*=-.^V^,  séci20«=-2  et  C08éci20«=|v'3 
2MS0-,  Rép.siniSOozzz-^,    cosl50*=-^V^,    tgl50-=- -^V^â, 
cotgl«0«=— /3,  8écl50«=— |v/3   et  co8écl50-=2 
3M25«;Rép.8inl25»=^»/2,  C08l25*=-.^/2,  lgl25*=colgl25*=-1, 

8éc125-  =  --^^2     et    C08écl25<»  =  |v^ 
'Calculer  le  sinus  et  le  cosinus  des  arcs  de  : 
^'      585«  Rép.    8iD585-  =  — -iv/^=C08  585* 

2-     690-  Rép.    8m690>:3.-|,    cos690-=^/3 

3*      930-  Rép.    8in930-  =  --^,    co8930-=-^v/5 

/i-   6420*  Rép.      sin  6/420- =  --iv^,    cos6420*  =  -^ 

Calculer  les  fondions  Irigonomélriques  de  l'arc  de  105-,  sachant 
que    8in15*=-iv^2  — /î. 

Rép.    C08 105«  =  —  sin  15»  =  —  ^  ^2  —  \^d 

d'où  BiQ  105«  =  -^  v/2  +  /â 

tg  105- =- (2 +  /3),    etc. 

Digitized  by  VjOOQIC 


5i6  EXERCICB8  ET  PROBLÈMES  DE  TBIGONOMÉTBIB 

Ecrire,  en  fonction  de  sina  seulement,  le$  expreuions  suivantes: 

1o  8inacos»a  +  -i^^ ^^^^^— 

CCS  a       cosasma 

nx                      .  ,      ,        sina               1 
Rép.    sma  — 8in'a  +  -j r-= j— 

r^  /       •        I    C08  a         sin  a 

cotga        cos*a 

Rép.    l  +  sina-         ®"*^ 


1  —  sin*  a 
3"  tg*a  +  1— co8éc>a  +  28inaco8a 

Rép.        »''^'^      -|-l,-^J^4-2sipav/l-8in*a 

ou  7 r-5 .— ^ f-28inav/l— sinsa' 

4»  séc*  a  —  Ig*  a  H-  co8*  a  —  cotg*  a 

ou  2-1^^^ 

Ecrire,  en  fonction  de  tga  seulement,  les  expressions  suivantes: 
!•  cotg  a  H-  sëc  a  —  coséc  a 

2»  (1  +  cosa)  (i  — cosa)  +  tga(cotg*a  — 1) 

Rép.        *?l£_  +  _±--iga 

3»  8iD  a  cos  a  +  cos  a  tg  a  +  cotg  a  sin  a 

RéD  tgo       ,     l  +  tgg 

4-  i--8inaco8a^  ^^^ 

l-f-smacosa  "^ 

Rén      1— tgg-i-tg^a 1 

t+lga4-lg*a        /IHr^lgiT 
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Calculer    sin(a±:6)    et    cos(adb6),    connaissanl: 

\   sin  a  =  7,-  ;    d'où    cos  a  =  -n-  v/3 
(   sin  6  =  1  co8  6  =  0 

Rép.    8in(a±6)=±^/3 

\ 

cos(a±6)=:^  Y 

-s-  ;     d  ou     C08  a  =  -5ç- 

i  5  12 

(  »in6=-j5-  C086  =  ^ 

Rép.    8in(a+6)=^,    sin  (0  —  6)  =  ^ 

C08(a  +  6)=^,    co8(a  — 6)  =  ^ 

Calculer    tg  ( a  di  6  )    et    cotg  ( a  ±  6  ) ,    connaman^  ; 

tga=4-;nép.    lR(a  +  6)=4-,      lK(a-fc)  =  -:^ 
Ig6=-^  colg(a  +  6)==  2  ,  colg(a-6)=-^ 


i   sin  a: 


(   tg6  = 


49 
10  colg(a  +  6)  =  -^,  colg(a-fe)  =  -^ 


1"  sin(a  +  6  +  c);  Rép.  sin  a  cos  6  co8  c  +  sin  6  cos  a  cos  c 
+  8in  c  C08  a  cos  6  —  sin  a  sin  b  sin  c 

2**  cos(a  +  &— c);  Rép.  cos a cos  6  cos c  +  cos a  sin  6  sin  c 
+  C08  6  sin  a  sin  c  ^  cos  c  sin  a  sin  6 

3•lffra-64-c^  RéD      tga-tg* -Mgc  + tgatg6lgc 
J    (g(a-(^-f-c),  Hép.  i4:tgatg6-tgatgc  +  tg6tgc 

4«  colfffa— 6-c)-  RéD    cotgacolgfcrcolgc— colga  +  cotg6+xotgc 
o^  /»      *^'colg6colgc— colgacotgc — bolgacolgô— 1 

JFton/  donné    sin  18*  =  4-  WS  —  1 } ,    calculer  : 

1*    sin36»  Rép.    sin36«  =  -i  V^10-.2/5 
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2-    C08  36*  Rép.    C03  36-  =  l(v'5-hl) 


4 


3»     tgae-  Rép.     tg36«  =  V5  — 2V'5 

ce  1  ^~'  'ï' 

Calculer  cosx,  sachant  que     lg-^=a,    Rép.  cosx  =  ^  ,  ^^ 

i4pp^'ca(tons.    a=1;  Rép.    cosac=  0 

a  =  -j  ;  —      cos  œ  =  -^ 


ce  2a 

CaicM^  sino;,  «ac/»aîif  9U«   colg'2^=a.    Rép.  8ina;  =  -^-^j^^ 

Appliealions.    a  =  \  Rép.    Binx=  1 

a=\/2  —     sina;=^^2 

av^24-1  —      6inaî  =  YV^ 

Ttonf  donné    cos  a;  =  ^  ,    calculer  : 

!•    C08ÎX  Rép.    co8  2x  =  — -g- 

2'     tg2jc  —       tg2x  =  — v'â 

f'^an/  donné    ces  a  = -Jpg-,    calculer  loules  les  lignes  trigonomê' 
triques  de  -^ . 

Rép.     sinf-i^,    co8|.=±^.       Ig  .|=±^|. 

co.g4=±f.     séc|==±l|,    coséc:l=±:^ 

Scuihant  que    tg43*=1,    calculer  toutes  les  lignes  trigonomé- 
triques  de  Varc  moitié  22*  3(y. 

Rép.    sin22«30'=-i-V^2-v/2,      ces  22'>  30*  =  ^  ^2  +  v/2 

tg2-2«30'=:v'2  — 1,  cotg22»3(y=v'2  +  i,    etc. 
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Sachant  que    sin  30*  =  -^ ,   calculer  toutes  les  lignes  de  Varc  de  1 5*. 
Rép.     8in  i5*  =  -^V2-/3=  ^  (v^- v^î) 
C08i5*  = -^  V/2  +  v^  =  I  (v^+ V'2) 

colgl5*=  2  +  v^3  =  ^^±i,    etc. 
V3  —  1 

Rendre  logarithmiqties  les  expressions  suivantes  : 

!•    sin  iOB*  4- sin  75«»  Rép.    28m90*oo8l5«  =  2co8l5* 

2»  co8  75*  +  cosi{J«  —  C08  45'C08  30'=4v/b 

3»  siûlie*  — 8iQl2«  —  2  8in{J2*co8  64» 

4*  C0811»— C08  53'  —  2  8iD32«8in21* 

5*  C08135*— C08  45*  —  —  2sm90*8m45*  =  — v'f 

6»  sin240*  +  8inl20*  —  2  8in  180*  8m  60"  =  0 

Identités  à  ▼érSfier. 

I.  Application  des  formules     8in a coséc a  =  1 ,     cosa8ëca  =  l, 
tgacotga  =  1  : 

1*  ■ =  8ina86ca  +  i 

cosa 


Ig  a 

tga+cosëca  * 

,,  sin  g  -f  séc g co8*g-f  1 

co8g — séog       cos*  a  —  1 

K.  tga  +  ootg*a  _  tg»o+l 

tg  g  —  cotg»  o        lg*a— 1 

r.  •  1    —       1  H-  M"*  <*       5_       sin*g  — 1 

8in  g      tiii|ia  +  co8éc*g        8iQ*g— colg*g 

7-  tg>r|^       l-ftg^g       _       tg4g-1 

"»  **      tg*g  +  cotg«g       tg«g— cotgig 

g,    !in«±cA8^+Jl«=8écgcotgg+co8écgcotggH-8écaco»éca 
Bingcosgtgg  ^ 
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9.  ^  +^»"«       1+8éca         jino^        flftç_a 

l  +  cosa  '  i  +  cos6ca        cosa  *^  coséca 
10»  1  +siDa  _  co8éca-H 

1  —  sin  a       coséc  a  —  1 

11.  Application  de  la  formule    Isa^^B^- 

cosa' 

1-  tga—    ^^^* 


coséc  a 
2*  8éca±:coséca=i£5±i 


3- 


sin  a  +  008  a  =:  iii^-* 


sina 

-htge 
sec  a 


5 


8inacosfe  +  co8acosfe4-8ina8mfe  +  co8asin6== 
=  (*  + tga +tg6  4- tga  lg6)  cosa  CO86 
tg/x  =  i.f8iDa  +  cosa        \ 
\        Bina  J 

6*  i  4-tg  fl  -f  tga  /i  -^  sin»  g  +  sin  a  cos  a  -f-  cos»  o 

C08«a 

7.  BJn^HhjDOgg  _  tgg  +  l  Ij-cotgg 

sintt  — cosa       tga  — 1  ""  1— cotga 

g.  sin»  a  —  cos»  g      , 

~lm"a^8  g— =  *fi^  «  -  cotga 

9*  (1  +tga)(l  +cotgg)  =  li'5.^+-Ç98a]i 

smgcosg 

^0*  M-f  ffr/.)n^ct^-  cos»  g -sin»  g 

1— tgg 

111,  ^ppiicgrton  de  la  formule    sin»  g  +  co8»g  =  1  : 
^'  8ina=/(i+co8g)(l  — cosa) 

2*  tga=i/;^HÇ2!l£. 

V  1  — 8in«a 

3*  tg/i-rnfp..-   i-2c08»a 

8in  a  cos  a 

^*  tga  =  — lÎHiî»— 

cos  a — cos'  a 

^*  sin»a  +  tg»a  =  JL=Ç2?liL 

cos»  a 

6*  sing  Jj^osa  séca-j  tga 

1-cosg  Bina         <>"    -ïg^-=^|-_^-^ 

^*  tg  +  cotgg=Ç2!t£» 

cos»  g 
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8*  sin*a  +  lg«a  =  8éc*a  — C08*a 

li<*  séca^cosa  =  sinaiga 

10*     (8ina4-lga)(cosa  +  colga)  =  (l  +siDa)(1  +C08a) 

IV.  Application  des  formules  relatives  à  la  somme  et  à  ta  différence 
de  deux  arcs  : 

l»  sina  =  sin6co8(a  — 6)  +  co8  68in(a  — ft) 

2°  «m(a  — 6)co8  0-f-8in(6  — c)co8a  +  8in(o  — a)co8  6=0 

So       sin  (a  4-  6)  sin  (a  —  6)  =  (8in  a  +  sin  6)  (sin  a  — 8in  6) 

4«  8iD  (a  +  6 )  C08  (a  —  6  )  s«  sin  a  C08  a  +  8in  6  co8  6 

>  8in(a  +  6)co8(a  — 6)  =  8in(a— 6)co8(a  +  6)=28inaco86 

C»      sin*  (a  +  6)4-  cos* (a  —  6)  =  1  +  4  sin  a  cos  a  sin  6  cos  6 

8»      tg(a  +  6)tg(a-fe)=  ^g.^,,,^.^  =  co8.a-»in«b 

9o     txrffl  I  fe^=»  sin»a  — 8io»6  _  sinacosa  +  sindcosô 

10» 


sin  a  cos  a  —  sin  6  cod  6  C08*a  —  8in'6 


sin  (a  -f  6)  +  ÇÇS  (ûi_—  6 j^  _  co8  6  4-  sin  6 
"8in(a  — 6)4-co8(a4-6)  ~  cos 6  — sin 6 

V.  Application  des  formules  relatives  aux  multiples  des  ares  : 

1"  co82a=(co8a  — 8ina)(co8a4-sina) 

29  (sina=hco8a)»  =  l=b8in2a 

3*»  28in2a  =  (8ina4-co8a)*— (sina  — cosa)* 

4»  séc2a=    8éc'aco8*a     _    sëc^a cosëc*a    _  sécacoséca 

coséc*rt — séc*a  ~T — tg*a      cotg«a  — 1  ~  colga — Iga 

50  cos2a=Î7*^-^- 

1  4-  lg«a 


60       tg2a 


1  —  Ig  rt  ^  1  4-  Ig  a         1  —  tg  a        1  4-  ig  a 


7«  ^"!«=2tKa 

cos*  a  ^ 

80    4  1  cin2a:::.  fj+tg^)'  ^  (l4-eotga)*  ^  (1  4-tga)(1  4-cotga). 
1 4-tg*a         1 4-  cotg*a  lga4-colga 

90       sin  2a     __     >tga  -^Qjy_^^  2 

14-8102  a       (14-tga)*  ""  (l4-cotgâ)«  ""  (l  4-lgo)(l4-cotga) 
^Qo  C082a      _    1~tg*a  cotg*a  — 1     __ 

14-8în2a        (14-lga)*  ""(14- cotga)*  ~ 
__  1  — tgo  _  cotga_— J  __  coiffa  — Iga 

14-lga        cotg a 4- i       '(T4-'tgay(l  4- cotg a7 
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VI.  Apfdicalion  de  formules  diverses  : 

gipa--siD6  ^co«6-co8a__^     i  .    _^. 
cos  a  4-  cos  6        8ia  6  -t-  sm  a        ^  2  ^  ^ 

2«         c08a  +  8iDa=/ÏC08(45«  — a)=/5*sin(45«  +  a) 

3®  (cosa  +  8ina)eoa(/i5<»  +  a)  =  -2-/2*co8  2a 

/|0  gina  +  co86  =  2co8(45o  — -^-^^j 

^^^  tg(a-f  6)  _  8in2aH-8Jn 26 

*^  tg(a  — 6)  ~  sin 2a  —  8in~2F 

6o  8jn(a-f  6)  +  9in(a  — 6)  ^  Iffa 

8in(a-|-6)  — 8iii(a  — 6)        igb 

7o      BIP  (g  4- 6) -f  sin  (g  —  6)  __  C08(g  — 6)— co8(g  +  6) . 

C08 (a +  6)4-008 (g— 6)  ~  8in(g-|-6)  — sinXg  — 6)'""^^" 

g,  _ço8ig  +  61+008  Ca^M  =colgacotg6 

co8(g  — 6)  — co8(a  +  6)  ®         * 

C08(g  — 6}  — co8(g  +  6)  «^ 

lOo  tgg  +  tg6      ^8ing8iD6  ^^ 

cotgg  — colg6       cosaco86       ^    ^ 

Déduire  des  équcUions  suivantes  toutes  les  lignes  trigonoméirique$ 
de  l'arc  x  : 

io  98in«aî  +  27  8ina;  =  i0 

Rép.   sma?=i;    co8aî=^v^;   lga;  =  -^v^;    ootga?  =  2/Y,  elc. 

2«  C08x  =  2  — 3co8*aj 

2 
Rép.    C03x=-x-     ou    i,    elc. 

ao  2tgx  +  l         2tgag  — 4  _^  1 

^  '2tg'ar— r"*"^tga;  +  f  """^^ 

Rép.    lgflc  =  =t:l  =  cotgaî;    8iDx  =  db -5^/2=0080?,    etc. 

4«  _2_      .çotKX^2cotgx 

colgo;  ^2  ** 

Rép.    cotgcc  =  -*-/3  ;    lgx=-K-v^F;    co8ajr=yv^T;    8inx=4v^2r 
50  20tgx(lgaj  — l)  =  8(tgic  — 1)-1 

Rép.    Iga5=^-     ou     ^;      8iDx=-A_     ou     if 

coso?— -^_     ou     1^/5^;     cotgx=J^     ou     2 
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dos  X  —  2  ,4 


6»  ^^-rr_^.  =  oMx+-, 


Rép.    C08a!=-j;    ainx  =  -|/2';    lgx=2/î;    cotgx  =  ^-/2 

7.  (_l__4V_(l i_V=3 

\  C08  X        /       V        C08  X  ; 

Rép.    8écx=:2;     008  05  =  -^;      8inx=y^/3 


lgaj  =  v/3;      colgaî=i/3 


Equatîoiis  à  résoudre. 

(On  peut  se  borner  an  caloal  d*ane  ligne  trlgonométrique.) 

I.  Application  des  formtde$  fondamentales  (1»'  degré). 

1°     8m*x  +  8iii«a  =  i 

Rép.  sin3D  =  ±co8a;  a5=90<»dba,  270o±a 
2«      sina5=— cosac 

Rcp.  Ig  x  =  —  1  ;      œ  =  135<»,  315o 
3®      sinxcoigx  =  a 

Rép.  co8a;  =  a 

cotgo; 

Rép.    igx  =  ±:}/l 
5»     asm*x-f6cos'a5  =  c 


6®      a  sin  X  =  — ^ 

smx 


Rép.    8inx=±i/-^~ 
Rép.    smx  =  ±i/A. 


7*»      asinx=6tgx 

8o     a(8inx-|- tgx)  =  6(lgx  — sinx) 

et 
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Rép.    cosx=  — 1    et    8mx=— - 

colgaj  +  coso?  ^  ' 

Rép.    sinx  =  1    et    siDag=  ^T" 

II.  Application  des  mêmes  formules  (2«  degré), 
1«      tga;±colga5  =  a 

Rép.    tga;= Y^^ 

2o      tg  aï  ifc  séc  a;  =  a 

Rép.    8ina?=|j^pj-    ou    Ig 

3°      a8inx  =  6co8*x 


2a 


Kép.    8ina;  = ^jl 


/i*»      8ina5tgaî=a 


5«     a8ina;= 


Rép.   cosx=:^.^i^^^±± 


Rép.  8maî=y ^2^    -  - 

6«      f?ina;4-cotgaî  =  — ^^ — 

^  81U  X 

Rép.  009«=-i-=t>|^^ 


70      -^^  =  8in'aî  — cos'cc 


Rép.      008  0?=—^^ 

8«      a8in*aî4-6sinxco8a?  +  ccos*a;  =  0 


Rép.    tgx=,  -fr^v^f^^ 


:2a 


9»      cosîa;  — 8in*aî  +  lg>aî  =  -^ 


Rép.    00805  =  4  V^     ou     i/ô^ 
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\(y*      a(tga?-|-co!gx)  =  6 

Rép.    igx=^^y^^ 

III.  Applicalion  des  formula  relaUves  à  la  tomme  ou  à  la  diffé- 
rence des  arcs. 

1°      8iii(a?4-a)  — 8inaco8a;  =  co8a 

Rép.    8iDa;  =  i;      aî  =  90«^ 

2o      co8(aî  — a)  =  msina;— ncoâic 

Bép.    igx=z  ^  +  co8^ 

3°      lga;(  +  a)  +  lg(a;-a)  — 2cotgaî  =  0 

Rép.    cotga?  =  v/l  +2ig*a 
40      lg(45<»-haî)  — atga;  =  a— l" 

Rép.    tgx  =  ^^^ 

5o      co8(a  — 6)  sm{c  — aî)  =  cos(a  +  6)8in(c  +  a?) 
Rép.    tgaî  =  tgatg6tgc 

IV.  Application  des  formules  relatives  aux  mulliples  des  arcs  : 

l^     smxc<Mx=:a 

Rép.    8in2a;  — 2a 
2o      sin(a  +  a5)co8(a--a;)  =  6 

Rép.    8in2a;  =  26  — 8in2a 
S»     acotg2a?  =  6(1  -\-igx) 

Rép.    tgaî  =  l    et    tgx=2fe-^ 

4-     a(cotg.-tg.)=,-^^^ 

Rép.    co8  2x  =  1    et    co8  2x=.-J*^f^^ 

5»      sin«a5--2co8«œ  +  l  8m2x  =  0 

Rép.    tgx=l      ou      —2 

V.  Application  des  formules  relatives  aux  sous ~ multiples  des 
arcs  : 

1»      a(1— co8aî)  =  68in-|- 

Rép.    8in^  =  0     et     sin^^-j^ 
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20      a(l— C08a5)  =  6tg-^ 

Rép.    8in-|-=0     et     gin-^^  — 

«^         gcosjg     _      b%\nx 
1  +  C082aî        l  — co82a? 

Rép.    tgaî=|- 


h 


Ao  1  H-co82jg  _.        6in23g 

Rép.    co85c  =  0     et     co8x=-~- 

Ko      a(i  — tga?)»  _  6(1  H-  co82ag) 
1  +  tg*x  cotg  a? 

Rép.    8iii2aî=-^^ 

V[.  AppliccUion  de  formules  divertes  : 
1»      cosaî=tgaj 

Rép.    8100?  =  -^  (v^  —  l) 

2*»     co8û5=sin*aî  — C08*a; 

Rép.    co8X  =  — 1    ou    -^ 

30       cotga?-i    ^1 
cosxcotgos        16 


3 
Rép.    8in  œ  =  ^ 


40      C08«  -|-  —  8éc*  -^  =  2  v^  C08éC«X 

Rép.    008»= -^y/^ 

50      colg»tg2a5  — tgaîColg2aî  =  2 

Rép.    tga;=V3±/« 

6*     tgx(l  +  C082a)  =  C082atg2a; 

Rép.    tgaî=0     et     tgiB=±tga 

70     tga3-f*8éc«x=3 

Rép.    tgaî=l      ou      —2 

8»      tg-^=C08écx  — sinx 

Rép.     C08CB=1(V^-1) 
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9*     8ia'jc  +  co83a5=0 

Rép.    tgx  =  -i 

10«    2sin*x  — KcoBx  — 4  =  0 

Rép.    cosx=— 1      ou     —2 

Equatîoni  à  deux  înoonnuei. 

io      sinx  =  asini/ 
tga;  =  6lgy 

Rép.    8inaj  =  0    el    siDJ  =  i/  .^Z^^ 

siny=0    el    8»»!/=  ^  y  ^iZi' 

2»     8in*aî  +  cofc*j/  =  a 
C08»iB  — 8in*i/  =  6 


'^^ 


Rép.    sinx  =  ±v/-^ 


3°      a8inaî  =  6co8i/ 
8in*x  +  sin*î/  =  c 


Rép.    sina;  =  6y^-^j^— ^ 


40     9lgajH- tgi/  =  4 

2  colg  X  4-  4  cotg  1/  =  ^ 

4  2 

Rép.    lgx=—     ou     77 

|gy=-8      OU      -2 

50      cosxsini/ -h  lgxcolg»/  =  0 
cotgxcolgt/  — 1  =0 

Rép.    sinx=^(v/5'±l);    v  =  270o  — x 

6°     8in(x  — î/)  =  co8(x-Hi/)  =  Y 

Rép.  x  =  45o,  1650,  2850,  225o 
i/  =  15o,  1350,  1330,   750 
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Queitîoni  diverses  sur  le  ealoul  des  lignes  trigonométrîques. 

1®  Le  produit  des  tangentes  de  deux  angles  aigus  égale  1  ;  Vun  de 
ces  angles  étant  û,  quel  est  Vautre  9 

Rép.    90o  — a 

2<»  On  donne    cotg  (  45°  +  a  )  =  m  ;    calculer    cotg  (  -'iK®  —  ot  ) . 

Rép.     — 

3»  Si  Von  a    tg  54" .  tg  ( 45<»  —  x)  =  1 ,    déterminer  Vangle    x. 
Rép.    x  =  9o 

4  4 

4»  On  a    lga=-s-    et    tg6  =  4-;    déterminer  Vangle    8  + 2b. 
Rép.    45»      ou      225« 

ViO  — 2/5 
5«  Soit  donnée    lg36o==  —        ,g-      ;    calculer    lg54o. 


Rép.     Y/-^(5-h2v/'5) 


6°    Si  Von  donne     cos (a?  —  i/)  =  cos  (œ  -f  y)  =  ^ 

calculer    x    et    y. 

Rép.    05  =  600,    i80« 
y=z  Oo,    I20o 

7»  Vérifier  les  i^lations  : 
(sina  +  sin  6)  — sin  (a  +  6)  =  4sin  -^-  (a  +  6)8in-^  s*"*  Y 

(cosa-fcosfo)  — co8(a-f6)  =  4oo8  ô  (a  +  6)sin5-sin  -n^  +^ 

8°  A  quelle  condition  peut-on  avoir    sin  a  +  sin  6 = sin  (  a  +  6  )  ? 
Rép.    Il  faut  que  a^  6  ou  a +  6  égale    0    ou    360*. 

9"  Vérifier  que  sin  45°  est  moyen  harmonique  entre  tangente  et 
cotangenU  de  22®  30'. 

Rép.    sin 400  =  i:^;    tg22o30'=/2— 1;     cotg 22o 30'=/2  —  i 

riurerae  du  1«%  ^2*  égale  la  demi -somme  des  inverses  des  2  autres. 

Résolution  des  triangles. 

Le  tableau  qui  suit  permet  de  multiplier  à  volonté  les  exercices 
numériques  sur  la  résolution  des  triangleB;  en  prenant  trois  él(5- 
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ments  quelconques  d'une  colonne,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  . 
les  autres. 

Les  hauteurs  y  sont  représentées  par  AA!=h,  BB'==/i',  CC'-=h''; 
P  désigne  leur  point  de  concours  ;  par  suite,  les  segments  de  la  hau- 
teur h  sont  PA  et  PA',  etc.;  les  segments  qu'elfe  détermine  sur  le 
côté  BG  =  a  sont  BA'  et  CA',  etc. 

a,  3,  Y  désignent  les  bissectrices  intérieures;  m,  m',  m"  les  mé- 
dianes, respectivement  issues  des  sommets  A,  B  et  G. 

Les  autres  notations  sont  connues  ;  ce  sont  les  notations  usuelles 
employées  dans  les  formules  sur  les  triangles. 

Divers  élèmentt  de  quelquet  triangles. 


a 

18 

146 

101 

401 

87 

h 

U 

26 

29. 

41 

18 

e 

14 

160 

120 

408 

40 

A 

68«  7'48",4 

78»44  23",3 

48086  10  ,1 

77ol9'lO",6 

67'>22'48".5 

B 

87<'22'48",5 

9»3l'38",2 

ll«26'l6",8 

5043'29",3 

18<»66'28",7 

C 

59«S9'33",1 

96»43'68",6 

124<»68'38",6 

96^67'20",1 

98«4l'42'',8 

8 

84 

1800 

1200 

8160 

940 

h 

18,9831 

24,8876 

23,7684 

40,6988 

12,9780 

h' 

IM 

144 

82,7686 

898,0488 

86,9281 

^\ 

12 

84 

80 

40 

12 

ca' 

7,6164 

--  8.9810 

-  18,6238 

—  4,9651 

—  0,8878 

OB' 

8,4 

42 

86,8966 

89,6610 

15,8846 

BO' 

5 

148 

99 

399 

85 

BA' 

6,8846 

147,9810 

117,6888 

406,9661 

87,8878 

ab' 

6,6 

—  17 

-  57,8966 

—  48,6610 

—  2,3846 

AC 

0 

7 

81 

9 

6 

V 

21 

160 

125 

426 

45 

p^a 

8 

16 

24 

24 

8 

p-6 

6 

186 

96 

384 

32 

p  —  c 

7 

10 

5 

17 

5 

B 

8,125 

75,6208 

73,226 

205,5126 

20,0417 

r 

4 

n^Ji 

9,6 

19,3 

•I 

/ 

10.6 

120 

50 

840 

80 

r" 

14 

»ï 

12,5 

21.26 

7,8 

r'" 

18 

180 

240 

480 

48 

PA 

9,76 

48,2917 

106,06 

90,225 

16,4167 

PA' 

8,1781 

-  17,4641 

—  82,2876 

—  49,6867 

—  8,4487 

PB 

6,25 

148,9688 

148,66 

408,976 

87,9167 

PB' 

4,96 

-  4,9688 

-  60,7914 

—  10,9862 

—  0,9986 

PC 

8,25 

-  17,7083 

-~  86,95 

—  49,775 

—  2,6888 

PO' 

8,76 

41.7088 

106.96 

89,775 

14,6888 

a 

12,9688 

84,2867 

48,8705 

58,1848 

16,8270 

P 

11,2178 

146,9488 

109,1889 

408,9651 

87,9186 

T 

12,0984 

88,8882 

80,8166 

49,8168 

18,169 

m 

12,9711 

79,4119 

71,2057 

.  209,475 

28,2868 

m' 

11,8861 

146,9906 

109,9657 

408,9964 

37,977 

m' 

18,1686 

72,1110 

48,8892 

199,0608 

19.8094 
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Dîvort  élémenU  de  qoelquot  trianglei. 


a 

87 

109 

229 

229 

197 

h 

15 

61 

61 

109 

68 

e 

4S 

102 

282 

^"     ., 

240 

A 

5B0  7'48",4 

79«86;40" 

7908640" 

88«28'54  ,6 

81«58'26'',9 

B 

18««b's8',7 

88<»28'54'',6 

15»ll'2l'*,4 

16oll'2l",4 

8•10'l6^4 

C 

107o6e'42",0 

66o59'25'',4 

85<>ll'58",6 

181«24'44'' 

189«56'l6",7 

8 

S«4 

3060 

6960 

9860 

8360 

h 

14^708 

56,1468 

60,7860 

81,7467 

84.1117 

V, 

8«,2 

109,8279 

228,1967 

171,7481 

126,7926 

h" 

18 

60 

60 

60 

88 

OA' 

—  4,6S16 

28,8440 

5,1048 

-  72,1 

—  40,5686 

CB' 

W,4 

18,8984 

41,8861 

260,4771 

208.7717 

BO* 

85 

91 

221 

221 

195 

BA' 

41,6816 

85,1560 

223.8952 

801,1 

287,5685 

ab' 

—  11,* 

42,6066 

19,168fl 

—  161,4771 

-  160,7787 

aC 

9 

11 

11 

91 

45 

p 

48 

186 

261 

825 

245 

p  —  a 

11 

17 

82 

96 

48 

p~b 

88 

75 

200 

216 

192 

p  —  c 

4 

84 

29 

18 

5 

K 

28,185 

55,4088 

116,4083 

208,0088 

186,4464 

r 

5,5 

22,5 

-V 

28,8 

18,n48 

r 

24 

-i 

217,5 

97,5 

70      . 

r" 

8 

40,8 

34,8 

"7 

17,5 

r'" 

66 

90 

240 

720 

672 

PA 

27,75 

19,9888 

41,9388 

847,8167 

316,6071 

PA' 

—  18,4707 

86.1636 

18.8027 

—  265,57 

—  282,4954 

PB 

48,76 

92,5167 

224,6888 

401,4888 

869,1071 

PB' 

-8,55 

7,8112 

8,8158 

—  229,7402 

—  242,8140 

PO 

-  14,26 

48.8167 

19,4888 

-  »7.-..183S 

—  285,8929 

PO' 

26,25 

16,6888 

40,5167 

335,1833 

818,8929 

a 

20,0109 

58,6487 

74,2107 

151,7417 

88.4852 

P 

88,6506 

100,9895 

228,4688 

261.8160 

215,8846 

Y 

12,5652 

66,2881 

70,9148 

60,7656 

28,6107 

m 

27,1708 

63,9707 

125,1489 

208,7210 

148,1860 

m' 

89,0581 

101,0557 

228,4781 

268,1832 

217,9«01 

w" 

17,6918 

72,1110 

120,9389 

88,4590 

80,0562 

Relation!  entre  lei  éléments  d'un  triangle. 

Démontrer  les  retatiom  iuivantes  : 

i*  c  — 6co8A=/a«  — 6*8in*A 

Rép.    En  élevant  au  carré,  on  trouve  la  relation  de  Carnot. 
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ttn-^  Asio-j  B 

= 

p^c 

sinlc 
sin  -ç-  A  cos  -^  B 

c 

p-b 

C08-^C 

c 

Rép.    On  remplace  les  sinus  ou  les  cosinus  par  leurs  valeurs  on 
fonction  des  côtés. 


C09-|C 

-2V                   P 

BJD^  Acos-^j^B        ^ 

sinlc 

n° 


2  2  2  aOc 


6-         «in4Ac.84Bco9lc  =  £i-P-''Hf-«) 
2  2  2  a6c 

Rép.    Dans  ces  quatre  exercices ,  il  suffit  de  remplacer  les  lignes 
trigonométriqucs  par  leur  valeur  en  fonction  des  côtés. 

n6„.    r"      ^sinAsinB 
■  sinG  =  c- 


c  sinti 

Rép.    Se  déduit  de  la  relation  des  sinus. 

8«    Si    a«  =  6«  +  c*-|-6c,    l'angle  A  =  120*. 
Kép.    On  retranche  de  la  relation  donnée  celle  de  Carnot. 

Q.  igA^ g»  —  ab  cos  C 

tgB        6*  —  a6co8u 

Rép.    Une  figure  donne  sans  difficulté  tg  A  et  tg  B. 
10»  c  sin  — A  sin-ff  B  =  (p  —  c)  sin  4  C 

C8in  -- AcoSô-  B  =  (p  — i^jcos-n-  G 

Rép.    On  remplace  les  sinus  et  les  cosinus  par  leurs  valeurs 
connues. 
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r  1  i 

,  si'i-ç^B        C08-Q  B 


Rép.    Dana  la  relation  des  sinus,  on   remplace  les  sinus  des 
angles  par  leur  valeur  en  fonction  des  demi -angles. 

12*    Si    A  =  2B,    on  a    a«=6(6  +  c). 
Rép.    C'est  une  conséquence  de  la  relation  des  sinus. 

iZ-  c*    _.      al^b* 

sinC       8in{A^^) 

Rép.    Gomme  la  question  précédente. 
14-  tg^Atg-|B  +  tglBtgic  =  | 

Rép.    On  remplace  les  deux  termes  du   premier  membre  par 

-P^^et^::^. 
p  p 

.g.  q^sinBsinC  _  6>sinA8inG c'sinAsin  B 

sin  A  smB  smC 

Rép.    Se  déduit  de  la  relation  des  sinus. 

46-  sinA=^,    sinB  =  -^,    siaC=-^ 

bc  ac  ^  ab 

Rép.    On  reconnaît  sans  peine  une  expression  de  S. 

17-  4S  =  6*  sin  2C  +  c«  sin  2B 

Rép.    On  écrit  que  Taire  du  triangle  est  la  somme  des  aires  de 
deux  triangles  rectangles. 

18-  S=p(p-a)lgiA=:(p-6)(p-c)cotg-^A 
Rép.    On  peut  remplacer  S  par  pr,  etc. 

\^  bc==2Rh,    ac=t2R/i',    ab  =  2Rh" 

Rép.    On  peut  substituer    2R  =  -^ . 

20»  a  +  6  =  'iRcos~Ccos-|  (A  — B) 

a  — 6  =  4R8in-2-C8in-i(A  — B) 
Rép.    On  ajoute  et  on  retranche  a  =  2R8inA,  6  =  2RsinB,  elc. 
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2h  a«  — 6«  =  4R«8inCBin(A  — B) 

Rép.    C'est  le  produit  des  deux  relations  précédentes. 

14  1 

22»  p  =  4Rcosi  Acos^  Bco84^C 

Rép.    Voir  la  formule  (17)  des  triangles. 
23*  r'  +  r"  =  ccolg-i-C 

Rép.    r'+r"  =  s(^-  +  -i-^)=C(p— S_^ 

24-  6»  +  c«  =  2m«  +  ^ 

Rép.    Cette  relation  est  donnée  par  la  Géométrie. 

Rép.    Dans  la  relation  géométrique,  on  retranche  a*  aux  deux 
membres  et  l'on  substitue    a«  =  6«  +  c«  —  26c  cos  A. 

26«  4mî  —  a«  =  46c  cos  A 

Rép.    On  fait  la  substitution  précédente. 

27*  (4m«  — a«)tgA  =  8S 

Rép.    On  multiplie  les  deux  membres  de  la  relation  précédente 
par  sinA. 

28*  3(a«H-6«  +  c«)  =  4(m«-f-m'«  +  w"*) 

(Voir  n«  313,  a.) 

Quadrilatères. 

Nolalions.  Coiés  :    AB  =  a,    BC  =  6,    CD=-c,    DA»d. 
Diagonales  :    AC  =  «,    BD  =  f. 
Angles  des  côtés  :  A,  B,  G,  D. 

—  des  diagonales  :  9. 

—  des  diagonales  avec  les  côtés:   BAC=a,   CAD=a'; 
CBD  =  p,    DBA  =  p';    DCA  =  y,   ACB  =  y';    ADB  =  6,    BDC=âÔ'. 

Si  le  quadrilatère  est  un  trapèze,  les  côtés  parallèles  sont  a,  c  et 
la  hauteur  h. 

Si  c'est  un  parallélogramme ,  a  =  c,  b=:id,  etc. 
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Résoudre  un  paralUiogramme,  connaisiant  : 

2S 
!•  e,  f,  S.  Rép.  sin9  =  -^ 

bt=^-+-^  +  I  efcwf,  etc. 
2-a,6,ç.  Rép.  («  +  n»=2{6«+a«)  +  l^^^ 


CO89 

A  =  a  +  a',  etc. 

3*  a,  c,  S.  Rép.  8ina'=  — 

6»  =  a*  +  c*  — 2aeoosa',  etc. 

1  i 

e«  008»  ~  A  —  ^  8in« -H- A 

4-  c,  /;  A.  Rép.  (a  +  6«)  = ^^-^^^ ^— 

4  i 

p  cos«  Tj^  A  —  e*  8iD«  ^  A 

(a^6.)= -^--3^ ?- 


4  â/'/^cotg^A-e» 

»g-î(P-p)  =  \/  ^-1 ,  clc. 

2  y     e*_/^tglA 

.                     (a  — 6)8in4A 
5*  a  — 6,  A,  tf.      Rép.  8in  Y  ( «'  —  »)=  -      — ^ 

ccos-5-(a'  — a) 

a  +  6  =  — j ,  elc. 

CO8-Ç  A 

Retondre  un  trapèze  symétrique,  cowxaissant  : 

l-a,c,6.  Rép.  co8A  =  ^.^;    tga'=-?|^ 

««=6>sin>A  +  |-(a  +  c)» 

S=i-(aH-c)68inA 
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2*  a,  c,  A. 


3*  a  —  Cf  h,  e. 


4*  a,  c,  c. 
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Rép.  lgA=-^;    6t  =  /..  +  i---^ 


8mi'=-^;    a4-c  =  2cco8a 

S  =  he  C08  a' 

Rép. 

cos  a'  =  — ^  ;    h  =  e  sin  a' 

S  =  -i(a  +  c)/i 

Rép. 

tg.'=-g;    c.  =  /i.+  ^ 

5-  6,  /i,  S. 

8inA  =  -T-;    a-]-c  =  ^ 
a  — c=26co8A 
Résoudre  un  trapèze  quelconque,  connaU$anl  : 

gs^  (a«-6«)c-(c«--d«)a  .    ^^  (a«~rfî)o-(c>-d«)a 
a  — c  *'  a  — c"" 

2*  a,c,  b,  A.        Rép.  8in(C-A)  =  -î^^:^8inA;     B  =  180--C 


^=l^î    S=^(a  +  c)68inB 


3*  a-c,  6,  e, /i.    Rép.  8inB=y;    8ma'=  — 


V  a,  c,  e,  ç. 


Rép.  8inp=.^;    a'  =  ?-p 

/'=4^fc^8ina';    rf«  =  c« +  cî  — 2ccco8a 

BIQ  Ç 


6î  =  a*  +  C*  —  2atf  c?s  x' 
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A    r»         tyx     u      (a  — c)8iiiA.     ^  _  fa  — c)8inB 
5-a,c,A,B.       R^P-ft=^sia(A4-B)  >     ^-  8in(À  +  b) 
/^  =  at  +  d*  — 2ad  cos  A 

6-a,  6,c-+-rf,  e.    Rép.  co8B  =  ^^±^^=^;    C08a^=  ^+^""^ 

t    i  D^     e8in«-  d=£SiB«:,  etc. 

Résoudre  un  quadrilatère  inscriplible,  connaissant  : 

l«a,  6,  c,  R.        Rép.  8mY  =  -^;    8m8  =  ^;    8ma  =  -^ 

D  =  Î-|-y;    A  =  a-+-3 

B  =  180«  — D;    C  =  180-— A 

P  =  B  — a;    d  =  2R8iiip 

2*  a,  6,  A,  R.       Rép.  8my  =  -ï^;    8iii8=^;    a=A  — Ô 
c«2R8ma;    G  =  180*  — A,    p  =  G  — y 
d=2R8inp;    B  =  a-+-p,  etc. 

3«a,c,B-+-C,R.    Rép.  8inY=j^;  Bina=?^;  2p=B+G-a-T 

B  =  a  +  p;    C  =  P  +  t;    A  =  180*-C 
D  =  180«  — B;    d=2R8inp;     6  =  2R8ine 

4*  e,f,  ç,  R.  Rép.  8inA  =  -2^  =  8inG 

8mB  =  -^  =  8mD;    2y  =  C-i-D— 9 
»•  a,  c,  e,  B.        Rép.  D  =  180«-B;    8mY=  "^|.°^ 


8ina  = 


-£iia£.;    p  =  B-«;    G=p  +  Y 


6*a,6,  e,A         Bép.  cosB^^iî-^î^^^j ;    co8y  = gç;^ 

2âë '    8inA=»      ^ 

a  =  A-8;     p  =  B-.a;    rf==-iîi^ 
Résoudre  un  quadrilatère  drconscriptible ,  connaissant: 
l»a,  B,e,n        Rép.  8mY  =  -|8mB;    a'==180»  — B-y 

,        c  sin  a' .     ^^«^  ^  r«  —  ^  ^  /.«f  »  ^  R 


colg^A  =  ^-colg^B,    etc. 
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2'  a,  h.  B,  r.        Rép.  ■cotglA=^-cotg|B;  cotKic=^-cotg^B 


rsin -1(0  +  0) 

"  =  — r — i— 


rf  = 


rsin-ifA-fD) 
sin-s^  Asin  ,r  D 


3V>  ft.  «,  A.        Rép.  0086=  ^^^;    ^^^4i«4B 

sin^^CA  +  B) 


gin|Csin^O 
4-  6,  d,  T.  Rép.  8inA=-^-;    emB=.?|: . 

C  =  180-  — B;    D  =  180-  — A 

sinB 

S  =  (6  +  d)r 

«•a  +  c,  6,  r.       Rëp.  d  =  a  +  c~6;    8mA  =  ^ 

a 

8inB  =  ^;    ^-,-rf8in(A  +  B) 
Résoudre  un  quadrilatère  inscHptible  et  circonscrxptibU ,  connais- 


sant : 


!•  a,  A,  B.  Rép.  C  =  180>-A;    D  =  180*-.jB 

1  i 

a  sm  --  A  sin  4  B 

r ^ ?— 

8in2.(A  +  B) 

r8in^(B  +  C) 
6=    ^ 

«in^Bsin-g-C 
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2*a,  r,  A.  Rép.  C  =  l80--A;    cotgiB  =  ^  — colg^  A 

r8in4(B  +  C) 

D  =  180«-B;    6= 4       ,    i 

sin  ^  B  sin  ^  C 

3*a,r,  S.  Rép.  c  =  |^-a;    on  a    .^  =  8in?;    d'où 

colg-^A  =  tgic=^cos»| 

Riioudre  un  lo8ange,  connaissant: 

i-a,  e,  r.  Rép.  sin  |^  B  =  ^ ;    colg -i  A  =  ^  —  colg  i^  B 

c  = _L-_— ,    etc. 

2sm(A  +  |B) 

2-a  +  e,B,A      Rép.  a=— ^±^;    tg^D==    .        ^      |    . 
l  +  28iû^B         ^        2(^/'— acoB^Bj 

c«  =  ^  +  (/'-aco8^By 
3«  B,c,e +/•=«. 

»(28m-ÎB-hcos-2B)±y^c«(28in^B+co8|BJ*+(c«— ««)8in>^B 

Rép.  a=^ 7 4 2 — ri r 

(^28m  |B-+-co8^Bj  -+-Bin«^B 

a8m-5^B 
c=2a8in-^B;    8in-^D  = ,    etc. 


4»B,  a,4  =  m.     Rép.  c  =  2a8m ^  B;    f=:me 


.  a8m^B 

tglD  = ^;    c==^  .    i^.    etc. 

/•— acos-^B  28m|D 


5*a,  S.-^=m.    Rëp.  c=/2m6;    /'=y/^ 


«*4^  =  -è'    *^2^  = 


2(^/'— acos^B) 
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Calculer  la  iurface  d*un  quadrilalére  quelconque,  connaisiant  : 

1- a,  c.  A,  B,  C,  D. 

Soit  E  le  point  de  rencontre  des  prolongements  de  6  et  d. 

On  a  surf,  totale  ABE  =  4  a«  ""/Vi"bv 

«....f  T\rv  —  *  ^t   sin  C  sin  D 
8urf.DCE  =  ^c«^j^^^^^P^ 

^,^.  Q      1    ,   RinAsioB        1    «  sin  C  sin  D 

doù  ^  =  -^''\in(A-^ïi)-2'\in{C-\-D) 

2-  b,  c,  d,  C,  D. 
On  a 
surf. toUle  ABE  =  ^AE .  BE  sin  (C  +  D) 

=^6d8in(C+D)+^«*«nD+i6c8inC+^c«!g^ 

«orf.DCE=âc«  ""^/i".° 
2     8in(C  +  D) 

d*où  S=^bdùn(C  +  D)  +  ^cdsinD-[-  ^6csinC 
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DEUXIÈME    PARTIE 

EXEROCES  KT  PR0BI£MES  SUR  LES  FONGHONS  TRIGONÛMÉTRIQUES 

PROPOSÉS  POUR  LA  PLUPART  A   DIVERS  EXAMENS 


§  1.  —  Calcul  des  lignes  trigonométriques. 

201.  Quel  est  l'angle  du  i"  quadrant  dont  le  sinu»  est  égal  à 

iUel 


^?    (Sorbonne,  7  août  1860,  17  juiUel  1862.) 


donc  logsinx=:-^(log2  — log3)  =  T,9119543 

œ  =  54o44'8",i2 

202.  Calculer  à  0'',1  Varc  du  U'  quadra^U  dont  la  tangenie  est 
k/~.    (Sorbonne,  27  avril  1860.) 

logtga?-=-|  (Iog2-log3)  =  î,9119543 
aî  =  39ol3'53",23 

203.  Calculer  la  tangente  d*un  arc  égal  au  quart  du  quadrant, 
sans  recourir  à  l'emploi  des  tables  trigonométriques,  (Sorbonne, 
20  avril  1863,  11  novembre  1869,  26  octobre  1880.) 


donc  tg^a  =  — l+v/¥  =  0,4142135 
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204.  On  êail  gua  le  êinus  d'un  arc  compris  entre  ^  et  180  a 
pour  valeur  0,75825;  on  demande  de  calculer  le  coêinus,  la  tan^ 
génie,  la  cotangente,  la  sécante  et  la  cosécante  du  même  arc,  en 
affectant  ohaque  valeur  du  signe  convenable,  (Sorbonne,  22  juillet 
1859.) 

L*arc  étant  terminé  dans  le  2«  quadrant,  le  sinus  et  la  cosécante 
sont  seuls  positifs. 

donc  sin  oî  =  +  0,758  25 

cos  x=v''l— 8in*x  =  —  0,652 

tga,=-S!££.  =-1,163 
«  cos  X  ' 

cotgaî  =  -^  =-0,860 

séca5= 
co8écaî=    -^^ 


205.  Quels  sont  les  angles  compris  entre  0  et  i  000<»  qui  ont  pour 
cosinus    +0,548?    (Sorbonne,  29  juillet  1859,  2  août  iSQ^,) 

Soit  X  le  plus  petit  des  angles  demandés. 

logaî=r,7387806;       a>  =  56<»46'12" 
Les  autres  qui  ont  même  cosinus  sont  : 

360-a:  =  303«13'48'' 

3604-aj  =  416o46M2" 

2X360— «=6630  13' 48" 

2X360  +  ac  =  777o46M2" 


206.  Trouver  le  nombre  de  degrés  de  Varc  dont  la  longueur  égale 
le  sinus  de  30». 

Soit  X  le  nombre  de  degrés  de  cet  arc.  A  cause  de  sin  30»=-^ 


on  aura  la  proportion 


^=^-,     d'où     x=«2l 
2 
log  90*  =  1,954  242  5 
ï:w=T,5028504 


loga;  =  l,457  0929 
«=280  42' 36" 
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207.  Calculer  au  moyen  de  la  Trigonométrie  l'exprestion  /2  +  y^- 
On  a  v^==28in4^>     et     /T=28m60» 

donc      v^2"+/3=2(8in45<»4-8in60«)  =  48m-^co8-î|^ 

208.  Trouver  le»  lignée  irigonométriquee  de  l'are  de  iS*.  (Sor- 
bonne,  28  juillet  1868,  i%  juillet  1870,  5  novembre  1874,  7  nofembre 
1882,  7  mai  1885.) 

On  peut  considérer  cet  arc  comme  la  différence  des  arcs  de  45<»  et 
de  30»,  ou  comme  la  moitié  de  Parc  de  9D<>.  D'ailleurs  15»  étant  le 
complément  d^iTS»,  il  suffit  de  prendre  les  valeurs  des  lignes  trigo- 
nométriques  de  75»,  calculées  aux  applications  du  chapitre  II ,  29, 

On  a  ainsi      sinl5o^  V^J^      ou      V^^ 

co8l5o=V^|V^      ou     ^^^ 

tg  150  =  2-/3";      cotgl5o  =  2+/3 
sécl5«=v/15^-./5^;      cosécWosry'tt +V'2 


209.  Calculer  sina,  connaissant  tg-§-.  Expliquer  à  priori  pour- 

quoi  la  formule  ne  donne  qu'une  valeur  pour  sina.  (Bacc.,  Dijon, 
novembre  1879  et  1883.) 

Soit  a  Tun  des  arcs  dont  la  tangente  égale  la  tangente  donnée. 
Tous  les  arcs  qui  répondent  à  la  môme  tangente  sont  compris  dans' 
la  formule  Acic  +  a  t  et  les  arcs  dont  on  cherche  le  sinus  dans  la  for- 
mule 2kw  +  2a.  Or  ces  derniers  se  terminent  tous  au  même  point  ; 
donc  ils  n'ont  qu*un  même  sinus.  (Voir  no  19,  Remarque.) 

La  formule  sin  a = 2  si  n  ^  cos  -^ 

peut  s'écrire  sin  a = 2  tg  -^  cos^  Y 


*  +  V|- 


ou  8ina=- 


?'«l- 


La  même  question  a  été  proposée  aux  examens  de  la  Sorbonne 
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80UB  cet  énoncé  :  On  donne  ig-^=b;  calculer  sina  et  cosa,  etc. 
(22  juiUet  1885.) 
Il  vient  8ina=-^-|^ 


cosa--^-'*' 


(Voir  les  probl.  213  et  231.) 

210,  Ftoni  donnée  tg a  = -g-,  trouver  sina,  coso,  8in2a,  coB2a 
et  tg2a.   (Sorbonne,  2  mai  1884.) 

On  a  sina= ^^^==±:± 

di/l  -h  lg»a  î> 

co8a= ^  =^^ 


±/l  -h  tg«a 


0 


8in2a^    2ginaco8a    =  ,  ^if^,  ::^ ■^. 
cos«a-f  8in*a       1  +  lg«a       25 

CQQ^ar^  C08>a  — 8in>a  _  1  -tg>a  __       7 
C08*a4-8in«a       1  +  lg«a  ^' 

o  1— tg*a  7 

211.  On  fltonn«  tga  =  ^  et  tg6  =  ^;  calctâer  !<>  tg(a  +  6)  et 
2*  tg -^  (o  +  6).    ( Sorbonne ,  25  octobre  1879.) 

on  a  i.      t,(«  +  6)  =  ,jl«^i^  =  l 

212.  On  donne  8ina  =  ^  et  8in6  =  4-,  a  et  b  étant  plus  petits 
que  9(y>.  Trouver  8in2(a  +  6). 

!'•  So/u(ion.  —  On  a     co6  2a=-jr     et     cos26  =  i 

d*où  sin  2a  =  ^^  ;      sin  26  =  X? 

donc  8in(2«  +  26)  =  M+V3:  =  iv^I+V3 

%•  Solution,  —  On  calcule  d'abord  sin  (a +  6),  puis  8in2(a-|-&). 
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213.  On  donne  lg-^=6;  trouver  sio  a.  —  Appliealion  :  6=2— y'S. 
(Sorbonne,  8  juillet  1880.) 

On  a  (probl.  209)      8ina=  ^  ^^ 


Application  sin  a  =  ^'^~^^'  =  4 

8-4v^  '^ 

donc  .a=30o     et     f     2/fit  +  30o 

*'      (     (2/c4-i)ii-30o 

214.  Z)anf  (e«  formules  de  sin  -^    «<   cos  -2-    «n  fonction  de  sina, 

9ti«Z«  signée  faudra-t-il  donner  aux  radicaux  quand  on  aura  a = 2  473"? 
(Sorbonne,  20  novembre  1881.) 

Les  formules  sont 

sin  5-=±-2-(v^t  -Hsina  ±v^l— sina) 

008  Y  =±^(v^'î  +  8ina  içi/l— sino) 

a  =  2  473* =6  circonférences  +  313*.  Cet  arc  se  termine  dans  le  qua- 
trième quadrant;  donc  sa  moitié  se  termine  dans  le  deuxième  et  a 
son  sinus  positif  et  le  cosinus  négatif. 

De  plus,  les  lignes  de  -i-  sont  les  mêmes,  pour  les  valeurs  abso- 
lues, que  celles  de  Tare  de  22"  30',  ce  qui  indique  que  la  valeur  absolue 
du  sin  est  plus  petite  que  celle  du  cos.—  On  arrive  encore  à  ce  résultat 
en  cherchant  dans  quel  huilième  de  circonférence  tombe  Textrémité 
de  l'arc. 

Donc         sin4  =-j  (v^l  +  sin  2473»  —  v^l  —  sin  2473»  ) 

cos  2"  =  —  -g-  (^1+ sin 2473"  +  v'i —  sin  2473*) 

215.  Étant  donné  sin  a =6,  trouver  tg-^.  Application,  6=V' 
(Sorbonne,  21  juillet  1880,  3  novembre  1882,  9  juillet  1883.) 

!••  Solution,  Soit  ig^=x 

on  a  à  résoudre  8ina=  i  .     ^ 

ou  sinox^  — 2jb+ 8ina=0 


d*où  rv= 

sma 


__  l^v^f— sin^g 
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Applieation, 

6 

8i 

"=4.  *'=! 

ei  ron  a 

2»  Solution.  On 

a 

Iff  "*  - 

8iD^        2.infco8|-           ^j„^ 

ig  2  - 

coa-j-            2co8«-|-            2cos«-^ 

OrtTrin     <Ï7   fftrm  ''^                       — *  J   ♦««  ^ 

•  •  /              ^         •   1  -o     2 

co»! 

donc  2lg  -|-  =8m  a  ^1  +  lg«  -^^ 

ou  ainalg* -S- —  2tg  i +8ina=0 


d'où  lg^  = 


8ina~ 


Disctission,  b  représentant  un  sinus,  on  a  toujours  i  — 6^>0; 
donc  les  racines  sont  toujours  réelles;  d'ailleurs  x  représentant  une 
tangente,  les  deux  racines  sont  aJmisBibles.  A  Tinspection  de  l'équa- 
tion, on  voit  que  ces  racines  sont  inverses. 

210.  Étant  donné  l'angle  x  par  la  relation   8insD=         i  ,   diier- 

miner    tg(^*---^)-    (Saint-Cyr,  oral.) 

!'•  Solution,  On  peut  écrire 

i  —  sin  a?  _  b 

1  -f  smac  ""  a 

or    45^— -î-    et    45*  +  ^    sont  complémentaires;  donc 
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2»  Solution. 

««^^•-f  )=7— r^"=_  l    .  ,:„  X  =V/i-?ilïïT=\/T 
^      1  -f  tg  ^      cos  Y  +  8*'*  -j- 

217.  Ondonne  cos2ass4,  (rotiucr  lg-|-.  (Sorbonnc, 24 avril  1883.) 

Ona  (n<»21,  !<»)  tg-^^  .  ?'°^ 

^         *     '  ^2       1  H-  COB  a 

il  suffît  d«  remplacer  sina  et  cosa  par  leurs  valeurs  en  Tonction 

de  cos2a^  ce  qui  donne 

1  —  cos  2a 


t^^  = 


±v/^^ 


i±v/— r— 


Si  co8  2a  =  -i 

on  a  tg-n-  = 


2zfcv/3 

Remarque,  On  peut  chercher  â  priori  le  nombre  des  solutions. 
Soit  2a  l*un  des  arcs  répondant  au  cosinus  donné;  tous  les  arcs 
qui  admettent   le  même  cosinus    sont  compris  dans   la  formule 

2a=2^•1ç±:2a;    d'où    -|-=»A:  |^±-|-.    Or  les  arcs  k^  sont  ceux 

qui  se  terminent  aux  quatre  points  A ,  A',  B ,  B'  du  cercle  trigonomé- 

trique;  donc  les  arcs    /c  -?-  d=  -|-    se  terminent  aux  extrémités  do 

quatre  diamètres,  et  par  conséquent  il  y  a  quatre  tangent€$  qui  ré- 
pondent à  la  question. 

218.  Uangle  a  étant  donné  par  la  relation  tg2a  =  v'i^,  calculer 
la  valeur  de  tg3a.  (Sorbonne,  21  juillet  1882.) 

Mais,  d*autre  part,  tg2#=  if^ 

on  en  déduit  v'3lg'a  +  2lga  — /3=0 

iont  les  racines  sont   lga  =  — y^    et    tgae=-V- 

Ces  valeurs  substituées  dans  Texpression  do  fg3a  donnent  : 
tg3a  =  oC    et    tg3a  =  0 
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Remarqtie.  On  pourrait,  comme  précédemment,  trouver  à  priori 
le  nombre  des  solutions  :  en  effet  «  si  2x  représente  Tun  des  arcs  cor- 
respondant à  la  tangente  donnée,  tous  les  arcs  qui  admettent  la 
même   tangente    sont    compris    dans    la    formule     2a  =  /cic  +  Sx  ; 

d'où    3a  =  /c-^+-i-.    Ces  arcs  se  terminent  aux  extrémités  de 

deux  diamètres. 

218  bis.  Sachant  que  tgx  =  3,  calculer  la  vcUeur  de  sin4a:. 
(Bacc.,  Marseille,  1884.) 


On  a  d'abord  tg2x  =  ,j|i^=— | 

,    ,  2lff2x  24 

puis  tg4x  =  ,j-ip^=-^ 

enfin  sin  4a:  = -^^^^^  =  ±  || 

y/l-f  tg*4a}  25 

219.  La  cotangenle  d'un  angle  est  1  -+-  V^-  Calculer  la  sécante  du 
double  de  cet  angle.  (Bacc,  Nancy,  22  juillet  1884.) 

On  a  séc*  2a  =  1  +  tg«  2a 

n,ais  tg2a=  ,r2t£a___  4^^^^^ 

*  1  —  tg*  a        cotg»  a  —  1 

donc  tg'2a=,    ''.T'".» 

^  (colg'a  —  i}* 

et  séc*2a  =  l  +  7-4^^^=(^^14^y 

(cotgia  — 1)»       Vcotg*a  — 1  / 

En  extrayant  la  racine,  on  ne  peut  pas  prendre  le  double  signe, 
parce  qu'à  une  valeur  déterminée  de  cotga  répond  pour  séc2a  une 
seule  valeur  qui  est 


séc2a  =  _co|I"A±4-      (Voir  n«  21 ,  4<») 
cotg^a  —  1       ^  *     ' 


cotg* 
Si  Ton  remplace  cotg*  a  par    3  -f  2^/2  ,    on  obtient 

séc2a=  A±M.  =.  12  + V^M^ll  =./2 
2  +  2/2         (/2  +  l)(v^-l) 

220.  Calculer  les  valeurs  des  expressions  : 

!•  coB«  18*  sin»  36'  —  cos  36'  sin  18* 

2*  sin*  24»  — sin»  6' 

lo  En  remplaçant  les  diverses  quantités  par  leurs  valeurs  connues, 
TBiGONoiràTRis.  —  M.  /    47^1^ 
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on  a  (n«  47) 

10  +  V5     10-2v^       v/5-fi     V^  — 1 

16  ÏB       '  4       "       4 

5         1         1 
o«  16"""4"=1ÏÏ 

2*  La  première  formule  établie  au  n<»  79  permet  d'écrire  l'exprw- 

sion  donnée 

8in(24«4-6*)8in(24«  — 6•)«=8in30•s^nl8• 
or  8in30*  =  Y    ®'    sinl8»r=i(v/F  — 1) 
donc  l'expression  proposée  a  pour  valeur 

^lv/5-1) 

221.  Calculer   coséc2a,    sachant  que    cotga  =  ^.    (Sorbonne, 
26  juillet  1870,  6  novembre  1875.) 

.  -,  1  8in'a4-cos*a 

Onff  ^^^==8in2a==    ^sinacosa 

ou,  en  divisant  chaque  terme  du  numérateur  par  le  dénomioateur, 
.  rt  sina     ,     cosa 

que  Ton  peut  écrire 

,  c,  ^         1    cotgg  __  l+cotg>a 

C08éc2a=:,^^^^g^+-    2      -     2cotga 

Donc  coséc2a=i:::-^ 

On  peut  voir  à  priori  qu'il  y  a  une  seule  solution  ;  car 
a  =  /cic  +  a;    d'où    2a  =  2/c7c4-2at 
Les  arcs  compris  dans  celte  formule  ont  même  extrémité. 

222.  Etant  donné  un  arc    a  =  17«35'44",2,    calculer  un  autre 
arc  X,  tel  qu'on  ait    sina  =  2 sina.    (Sorbonne,  26  avril  1859.) 

Iog2  =  0,30i03 
log  sina =1,480433  6 

log8ina;  =  r,7814636 
aj  =  37-ll'58",62 
et  ceux  des  formules    2/cîc  4-«    et    (2/e  +  l)ic  —  x, 

223.  Le  cosinus  d'un  angle  compris  entre  90*  et  180*  étant  égal 
à  —0,358,  on  demande  de  calculer  à  0,001  près,  et  sans  faire  usage 

Digitized  by  LjOOglC 


rONCTIONS  TRI60N0MtTlIQCE9  579 

de9  logarithmes,  le  cosinxiê  dé  la  moitié  de  cet  angle.  (Sorbomie,  7  no- 
vembre 1859,  7  novembre  1861, 14  juillet  1862,  9  novembre  1863.) 

Soit  X  Fangie  dont  on  demande  le  cosinus,  on  a 


224.    Etant    donné    cos  a  =  0,857  42 ,     on   demande   de  calculer 

A  4 

sÎQ  -^a    et    cos  -4  a.    (  Sorbonne ,  29  novembre  1859.) 


cos-i- a  =  ih  y/--"'"|^^=±0,96369 

225.  Le  êinus  d'un  angle  étant  -j ,  on  demande  les  valeurs  du  sinus 

et  du  cosinus  de  la  moitié  de  cet  angle,  (Sorbonne,  16  novembre  1860, 
16  juillet  1862,  4  novembre  186a) 


sin-^  a=  ^V^-^^^nadz^i^.ma  ^^^dz^    ^^    d:0,99203 
c^    i  ^^  zbv/l-FMna^y{l--Sjn_a,^  ±v'E^:V3     ^^    ±0,12600 

Z  iS  T^ 


226.  Calculer  sin-S-  et  cos -2-,  sachant  que  8ina=— ôjr    et  que 

Varc  a   se  termine  dans  le  quatrième  quadrant,   (Bacc. ,   Caen, 
14  avril  1885.) 

En  valeur  absolue,  on  a  C03a<sina;  donc  si  Ton  sapfoee  le 
cercle  trigonomélrique  divisé  en  huit  parties  égales,  Tare  a  se  termine 
dans  la  septième  de  ces  parties.  Par  suite,  sa  moitié  se  termine  dans 
la  quatrième  des  divisions;  elle  a  en  valeur  absolue  un  sinus  plus 
petit  que  le  cosinus.  Ainsi,  c^est  pour  la  valeur  du  cos  qu*il  faut 
prendre  le  signe  +  entre  les  deux  radicaux  de  la  formule,  et  pour  le 

sin ,  qu*il  faut  les  séparer  par  le  signe  — .  D*ailleurs  -^-  se  terminant 

dans  le  deuxième  quadrant,  le  sin  est  positif  et  le  cos  négatif;  donc 
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227.  CalcuUr  lu  angles  x  compris  entre  0*  et  180*  donnés  par  la 
formule 

Iff  2a;  =  -^5LP.J-  ^  8»°-« 
^  a  sm  ^  -h  6  sin  a 

quand  on  fait 

a  =  4  627,55,    a  =  51*  57' 44" 
6=3944,68,     p  =  63- 18' 27" 

(Sainl-Cyr,  1879.) 

En  divisant  les  deux  termes  de  la  fraction  donnée  par  a  sin  ^, 
il  vient 

j 6sin« 

-   .    ôsina        l+tgç  -*e^'*'^       ^) 
^  ■•"  asm  p 
Donc  tg2a;  =  tg(45*  — ç) 

d*où  2aî  =  /cK  +  45*  — ?    et    jj  =  (2/c  +  l)^  — -|. 

Calculons  9  : 

log6  =  3.596011 3 

logsin  a  =  1^,896311 3 

TCa  =  4,3346489 

L8inp  =  0,a489394 

logtg9  =  ï',8759109 
(p=36«55'24" 

En  donnant  à  k  les  valeurs  0  et  1 ,  on  a 
ic=  4-2' 18" 
et  ce  =  94^2' 18" 

228.  On  donne  deux  angles  :  P  =  23-o7'19"  et  Q=:2M6'46"; 
calctUer  un  troisième  angle  x,  tel  que  Binx  =  sin  P  +  sin  Q.  .  (Sor- 
boone,  1«  avril  1865.) 

sinP  +  sinQ  =  2siQ-i(P  +  Q)cosi(P  — Q) 
*  (P  +  Q)  =  22«3r2",5;      -^  (P~Q)  =1-20'16",5 
log2=0,3010a 
log  sin  *  (P  +  Q)=T,584981 1 

logcos-i  (P  —  Q)  =1,999881 6 


sin  a;  =  1,885  892  7 

a  =  50*15'31",83    et     j  J^?t?\ 

*  (   (2A;-f  1)«  — a> 
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229.  Calculer  sin^^  sachant  que  tga=-T-.    Combien  obtient -on 

de  valeurs,  et  qiielle  est  la  somme  de  leurs  carrés?  (Bacc,  Marseille, 
17  avril  188o.) 

3  3  4 

l'«  Solution.    iga  =  -r     donne     sina  =  dz—     et     co8a  =  =t-g-; 

,,  ,  .a      _i_à  /l  — C08*»       _.      1  3 

d'où  8in-n-=dbV/ n =  ±-7=-    et    =4=-^=^ 

^  V         ii  y/10  v^iO 


2^  Solution.  On  Si    ig B  =  ^zl^pJllÈLa.  =  ^    et    -3 


tga 
*^^  1  3 


yi+igî| 


On  a  quatre  valeurs  qui  sont  celles  de    sin-S^    et  de   cos-^-,   ainsi 

qujon  Ta  constaté  dans  le  cours  (  Trig.,  n"  42).  Mais  la  somme  des 
carrés  du  sinus  et  du  cosinus  d'un  arc  étant  Tunité,  la  somme  des 
carrés  des  quatre  valeurs  obtenues  est  2,  ce  que  Ton  vérifie  sans 
difficulté. 

En  général  :  £'xprimc7*  ein^    en  fonction  de  tga.    (Bacc,  Dijon, 

juillet  1885.) 

_.  4  /i  —  C08  a 
•T==^V 2 

1 


On  a  sin 


iv/l  +  lg'a 


donc  sinl^iy/zd^v^rTtPZ 


230.  Exprimer  sin 2a,  co3  2a  et  tg2a  en  fonction  de  tga.  (Sor- 
bonne,  22  juillet  1874,  10  novembre  1875,  26  octobre  1876,  20  juil- 
let 1877, 13  juillet  1878, 5  mai  1883,  20  novembre  1883.) 

Dans  les  formules  du  n*  19,  il  suffit  de  changer—  en  a,  et  a  en  %i; 

il  vient  sin2a=,i*g^ 

1  -|-tg«a 

cos2a  =  |^i^ 


d'où  tg  2a  =,-?%- 

^  1— tg*a 
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231.  Élanl  donné    tg-^^^—V^^  —  1,    trouver  siaa,  cosa  el  tfa. 
(  Sorbonne,  15  juUlet  1868, 19  juillet  1869,  10  août  1671,  8  juillet  1680.) 

Les  formules  du  problème  précédent  donnent  en  changeant  a  en  -»  a  : 


.=„.     "^"^^^  _^-l 

_V^ 

i  +  lg*-\a       2-V2 

2 

«/2 

»-tg«ia                 , 

~    2 

3  12  7 

29t.  On  (fonne    sin  a  =  -^ ,    sin  6  =  -j—    et    sin  c  =  -ns- .    Calculer 

«in(a4-6  4-c). 

1'^*  5o/u/ion.  Les  arcs  a,  b,  c  étant  supposés  positifs,  on  déduit 
des  quantités  données    cosa=:-|r,    cos6  =  ^,    cosc  =  -^.    Donc 

8in(a  +  6)  =  g 

co8fa  +  6)  =  — -TO- 

.,,..,       63.2'4— 7.16       56 
d'où  8m(a  +  6  +  c)  = ^^^-^ =  ^ 

2*  Solution.  La  formule 

sin  [a  +  6  +  e)=sain  a  C08600SC  +  sia  6  C08  c  dosa  + 
-f  8in  c  eos  a  cos  6  —  8ln  a  sin  6  sin  c 

permet  d*éerire  immédiateoMut  le  mèoie  résultat. 


233.  Exprimer,  en  fonction  {ié  sin  a,  sin  4a  et  sin  5a;  expliquer, 
pour  cluicune  des  exprestiom  obtenues,  l'absence  ou  la  présence  du 
double  signe.  (Bacc.,  Dijon,  juillet  1878.) 

1'*  Solution,  En  partant  des  formules  de  sin(a  +  ^)  6t  C08(a  +  ^)f 
on  fait  successiTement  b  éfU  i  a,  2a,  3a  et  4a. 
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2*  Solution.  En  partant  de  la  formule  de  Simpson,  on  a  successi- 
vement (Voir  n*  37) 

sin  2a  =  2  sin  a  C08  a 
sin  3a  =  3  sin  a  —  4  sin'  a 
sin  4a  =  (  4  sin  a  —  8  sin'  a)  cos  a 
sin  5a  =  5  sin  a -—  20  sin' a  +  i^  sin'a 
On  pourrait  également  appliquer  la  formule  de  Moivrb. 

Explicalion  de$  signes.  —  Lee  ares  ayant  mèma  nnua  que  a  sont 
représentés  par  2kn'{-a  et  (2/c  +  1)ic-*a;  donc  les  arcs  4a  le 
sont  par  2fcic  +  4a  et  2/cit  — 4a  ou  2/cw±4a.  Or  ces  arcs  sont 
terminés  aux  extrémités  d'une  corde  parallèle  au  diamètre  BB'  du 
•cercle  trigonométrique  ;  donc  sin  4a  a  deux  valeiirs  égales  et  de  signes 
contraires. 

De  même,  les  arcs  5a  sont  représentés  par  2/c9c+5a  et  (2^+1)  n — Sau- 
ces arcs  étant  terminés  aux  extrémités  d'une  corde  parallèle  au  dia- 
mètre AA',  sin  5a  n'a  qu'uns  seule  valeur. 


234.  Étant  donné    oo8  4a  =  -^^— r ,    cqictUer   cos  2a    et   cosa« 


(Sorbonne,  28  mai  1876.) 
La  formule  cos i a=d=i/Œ^ 


donne    oo.2a  =  ±)/^±^=.^^  *^jl^^ 

que  Ton  peut  encore  écrire 
De  môme 

ce  qui  donne  les  quatre  valeurs 

coga  =  itl.{v/5  — 1) 

cosa  =  db-l-\/iO+2v/î? 
Donc  cos  a  r=  cos  72*  SPC  «in  iS* 
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235.  Calculer  cosAa  en  fonction  de  cosa;  en  déduire  cos^.  Ap- 
plication au  cas  où  Varc  donné  a  égale  240*.  (Saint-Cyr,  examens 
oraux,  1877.) 

On  a 

C03  4a  =  C08  a  ces  3a  —  ain  a  tin  3a 

=  cosa  (4  cos'  a  —  3  cos  a)  —  sin  a  (3  sin  a  —  4  sin»  a) 
=:4co8*a  — 3cos'a  —  3  8in*a  — 48in-*a 
=4  008^  a — 3  cos*  a — 3(1  — cos*  a)— 4(1  —  cos*  a)* 
= 8  cos*  a  —  8  008*  a -h  1 

On  arrive  plus  rapidement  à  celte  expression  en  écrivant 
cos  4a  =  cos*  2a  —  sin*  2a 
=  2co8*2a  — 1 
=  2(2co8*a  — 1)*— 1 
s=8co8*a — 8co8*a  +  l 

Il  sufGt  de  remplacer  4a  par  a  et  de  résoudre  cette  équation  pour 

obtenir    cos  ~ . 

4 

En  posant    cos  4a  =  6    et    cosa^x,    Téquation  à  résoudre  est 
8x4  — 8x«  +  l— 6=0 

Application.  —  Si    a=:240o,    cosa  =  — -g-;    celte  valeur  répond 

aux  arcs  de  Hh240*  et  de  ±*20*,  donc  on  doit  trouver  les  cosinus 
des  arcs  de  ±60*  et  de  ±30*.   L^équation  à  résoudre  est 
16x^—160;* -h  3=0  ' 

on  en  .ire        «=±^Jl^^=±y/I|I 

3 

2 

Ce  sont  bien  les  valeurs  de    cos (±60*)    et  de    cos(±30*). 


ou  x=-±2-^    et   x=±:-^ 


236.  On  donne  la  relation    tg  a  =  ( 2  +  v^3  )  Ig  |  ;  ^calculer  tg  a. 
La  formule  de  tg  3a  donne 

.3«g^-tg'| 

tga  = — - 

l-3tg»i 

En  substituant  dans  la  relation  donnée,  il  vient 

3-tg»|. 


-  =  2+v^ 


4-3tg*| 
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d'où  l'on  déduit  successivement 

tg«4=    ^"l   =7-V3 

lg|.  =  V/7-4v/5=±(2-v/^) 
Donc  tg«  =  ±(2  4-v^3){2— /3)  =  ±1 

237.    Sachant  que   tga   c(    tg  p    «otif  fes   racine»  de  Viqttaiion 
aj*-f-JM5  4-g=0,  calculer  en  fonction  de  p  et  de  q  la  valeur  de  Vex- 
pressicn     sin*  (a  -h  p)  +  psin  (a  +  p)  cos(a  +  P)  4-  g  cos«  (a  -|-  P). 
(Bacc,  Alger,  1876.) 

W  Solution.  —  L'expression  proposée  peut  s'écrire 

C08i(a  +  B)r^'"'^'^'^P^  +p  8'n(«  +  p)co8(a+P)    .  ^"1 

^"  1  +  tgMa  +  p)  [»g'(«+P)+P^g(«  +  P)  +  ^] 

Texpression  revient  donc  à 

2«  SoZu/ion.  —    En  remplaçant  p  par  —  (Iga  +  lg?)  et  q  par 
tgflttgp,  l'expression  proposée  devient 

sin«(a  +  P)  — (tga  +  tgp)sin{a  +  p)cos(ût  +  p)-|-tgalgpcos«(a4-p) 

ou 

ou  sinMa  +  P)(-^:^5)4-^ïf^-^ 

ou  »i"«-«i°P.  +  l=g 

cosacosp  ^         ^ 

Une  marche  plus  rationnelle,  mais  conduisant  à  de  plus  longs 
calculs,  consisterait  à  remplacer  sin(a4-p)  et  cos(a4-p)  parleurs 

valeurs  en  fonction  de  tg(a  +  P)=  T^fl^fg^p  »  ®'  *  remplacer 

ensuite  Iga+lgP  par  — p  et  tgatgp  par  q. 
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à  aimpUfier  ou  à  rendre  oaloulablet  par  logarithmes. 

238.  Simplifier  Vexpression 

co8*(aH-é)  +  oos»(« — 6)— co82aco8  26 
{Voir  no  93,  1«.) 

239.  Simplifier  le  produit 

<Volrii«93,  3«.) 

240.  Simplifier  Vexpression 

(Voir  no  93,  5o.) 

241.  Rendre  logarithmique  Vexpi*es8%on 

a  C06  A +  1»  C08  B  +  «  008  G 
écrite  pour  les  élément»  d'un  triangle. 

On  a         a  =  2R8inA;      6  =  2R8inB;      c  =  2R8inC 
ce  qui  donne     2B  (sin  A  C08  A  +  ûa B cos B  +  sii^ C co8 C) 
ou  R  (8in2A  +  sin2B  +  8in2C) 

ou  4R  8in  A  8iQ  B  8in  C     (  Voir  probl.  337,  7») 

ou  enfin      2a8inBsinC  =  26BiaA8inC=2c8inA8inB 

242.  Rendre  calculable  par  logarithmes  la  somme 

sin  a  4-  sin  6  +  8in  (a  -|-  6  ) 
<Sorbonne,  16  novembre  1882.) 

1  1 

On  a       *  8ina4-8mè=328in-i- (a4-*)oos-w  {«  — ^) 

«t  8in(a4-fr)  =  2  8in^(a+l»)co8-i(a  +  6) 

ajoutant  8in  a  -h  ain  6  -h  sin  (  a  -h  6  )  == 

=  28inl(a4-6)[co8-^(a-6)  +  co8-|(a  +  6)] 


=  48ia-^-  (a  +  6)008-2" C08  — 
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243.  Rendre  calciUabie  par  logarithmes  la  somme 

sin  a  +  Bin  6  +  sin  c-\'Smd 
sachant  que    a+b  +  c-hd=2w.    ( SorlM»ime ,  il  juillet  1879.) 
(Voir  n«  104,  2».) 

244.  Rendre  logaf^Uhmiques  les  e^regêions 

1«    l  +  sina  +  cosa 

2®    1  4-  cos  a  4-  C08  2a 
{Voir  no  109.) 

246.  Rendre  calculable  par  logaHthmes  VexpressUm 

1  —  co8*a  —  co8*^  —  co8*c  -f  2  cos  a  cos  6  cos  c 
En  ajoutant  et  retranchant  fi9B*aco^b,  on  peut  écrire  successi- 
vement    1  —  co8*a  —  cos*6  —  (cos  c  —  cos  a  cos  6)*  +  cos^a  oos*^ 
(1 — cos'a)  (1  — co8«6)  —  (cosc  —  cosacosfc)* 
sin*a8in'6  —  (cose  — cosacosfc)* 
(sin  a  sin  6  4- cosc — cosacos6)(8inasin6  — cosc  +  eosyçicoç^) 
[cos  c  —  cos  (  a  -f-  6)]  [cos  (a  —  6)  —  cos  c] 

114  1 

4  sin  ^  (a  +  &  +  c)  sin 4- (•  + 6'«-c)#in -^^  (a  + c— 6) sin -5^  (6 +  c— a) 

246.  Rendre  calculables  far  ioga^lhmes  les  deux  expreuions 

cos(a  +  6-hc)-hcos(a-ht^-<î)'4-co8(a  +  c  —  b)  -f  cos (6 -h c  — a) 

sin(6  4-c--a) +  sin  (a  +  c  — 6) -f  8in(a4-6  — c)— «n(a-f  6-f-c) 

(Concours  général.  1864.) 
(Voir  n»  108.) 

247.  Rendre  logarithmique  Vexpresston 

a*  +  6*  —  2ab  cos  a 
(Voir  no  113.) 

(Pour  la  réponse  obtenue  par  la  2»  méthode,  il  faut  lire 

(a4-6)8in|- 
a5=- 


C0S9 
ExpreMÎoiis  %rig«Aoaiéln^et  à  oonttniîre. 


Construire  les  expressions  suivantes  : 

248.     sin  08  = 
(Voir  n*  168.) 


248.     8ina8=-^,     cos^css— ,    igjB.=sJB./   cotga;=  — 
cl  41  c  c 
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^  ^ 

249.  x  =  a8ina,     a=aco8«,     aî=-g^Y'     ®"""cÔ8^ 

fl5=6lga,      aî  =  6colga 
(Voir  n«  169.) 

250.  x  =  a8m«a,     »  =  a8in»a,...     »  =  a8in«a 
(Voir  n»  170.) 

261.  aj=6tg*a,     a?=6tg»a,...     aî=6tg-a 
(Voir  n»  171.) 

a  — 6 

262.  lg«=7r+6 

(Voir  no  172.) 

ad  +  6c 
253.  ^^--h-d^^ 

(Voir  no  173.) 


(Voir  no  174.) 

MB.  8inx=Y/|^ 

(Voir  no  .175.) 


266.  2m  sin  x  =/m«  +  mn  — \/m«  —  mn 
(Voir  no  176.) 

267.  tgaî=-^ 
(Voir  no  177.) 

2a6 

268.  tg«===-5î^^ 

(Voir  no  178.) 

i  m(3n>  — m^) 

(Voir  no  179.) 

200. 

(Voir  no  180.) 


at_6s 
260.  co»^==7?qr^ 
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261. 

nîn  -r               ^ 

«^'^^-,^«.-+6, 

(Voir  no  181.) 

262. 

2m«-nt 

cosaî  = --= 

(Voir  no  182.) 

589 


Sériel  tngCMMNnétnquM. 

963.  Calculer  la  êomme  deê  n  premiers  termes  des  eériee 
8ina4-8in(a4-/»)  +  8in(o  +  2/i)-f...4-8in[a-f(n  —  l)/i] 
C08 a  +  C08  (a  +  /i)  +  C08 (a  +  2h)  -h ...  -h  cos [a  +  (n  —  1  )  /i] 

(Voir  n"  54  à  57  et  90.) 

264.  Calculer  la  somme  des  n  premiers  termes  des  séries 

8in  a  +  8in  2a  -1-  sin  3a  + ...  +  sin  na 
C08  a  4-  C08  2a  +  co8  3a  -|- ...  +  cos  na 
(Voir  no  59.) 

265.  Calculer  la  somme  des  n  premiers  termes  des  séries 

8in  C4  +  sin  3a  -h  8in  5a  + ...  -h  8in  (2n  —  1  )  a 
co8a  +  0083a  +  0085a +  •.•  + ces  (2n  — 1  )  a 
(Voir  no  59.) 

266.  Calculer  la  somme  des  n  premiers  termes  des  séries 

8in  a  —  8in2a  +  8in3a  —  ...dzsin  na 
cosa — co82a  +  cos3a — ...zhcosna 
(Voir  n-  60  et  61.) 

267.  Calculer  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 

8in*a  +  sin*  2a  +  sin' 3a  + ...  +  sin' na 
(Voir  no  62.) 

266.  Calculer  la  sommé  des  n  premiers  termes  des  séries 
sin' a  +  8in'2a  -h  sin'Sa  + ...  -h  sin»na 
cos'a  4-  C08»2a  -f  cos'Sa  4- ...  +  cos'na 

1«  Solution.  —  (Voir  n©  63.) 
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2*  Solution,  —  Oa  peut  obtenir  le  résultat  directement  par  |iii 
calcul  semblable  pour  ces  deux  sommes. 

lo  Soit  S  la  somme  cherchée.  En  partant  de  la  formtiie 
sin  3a  =  3  sIa  a  —  4  sin'a 
on  a  successivement     46in'a  =  3sina  — sinSa 
/jsin'2a  =  38in2a  —  8tn6a 
4  sin'3a  =  3  sin  3a —  sin  9a 


4  •«'«ui  ««^3  siji  «a  •«  ftio  dna 

En  ajoutant  membre  à  membre,  on  a 

4S=3(0ina-f  •in2a4'...ain«a)--,(M3a  +  «w6a'f  ...«ifi3»«$ 

et  en  appliquant  aux  pareoihèies  les  fbrmulea  «coiiaues  p<»iir  la 
somme  cies  sùtius  d^arcs  en  progressioj^  ^rithfmétique  (n*  54)^ 

^  3sinl!î^asin^a        sin  ^<^{*>^  «<n^ 
4 sin -g-  4«|n-Y- 

2o  De  même,  en  partant  de  la  formule 

cos  3a  =  4  cos3  a  —  3  cos  a 

on  a  successivement     4  cos'a  =  3  cos  a  +  cos  3a 
4  C08'2a  =  3  cos  2a  +  cos  6a 
4  cos' 3a  =  3  cos  3a -h  cos  9a 


4  eot' «a = 3  «98  «M  +  «oa  Sm» 
ajoutant 
4S  =  3  (cos  a  -h  cos 2a  -h ...  cos  na)  +  (cos3a  +  cosôa  +...  cos  3naJ 
3cosA+i  ^^    n  ^        ^,l(jLtn±^n^ 
48in-^  4sin-^ 


269.  Calculer  la  somme  des  n  première  lerme$  de  la  $Me 

sin  a  sin  2a  4-  sÎQ  2a  sin  3<(  +  sÎA  3a  eia  ^  +  ••• 
(Voir  no  66.) 


270.  Calo%Uer  la  a^minc  dm  n  premitrê  lar^ui  de  la  «Mi 

tga 
(Voir  no  67.) 


tga4-|-tg-^  +  |tg^-+..^-tg^ 


Digitized  by  CjOOQIC 


271.  Calculer  la  somme  de$  n  premiers  terma  de  la  série 

séc  a  séc  2a  +  séc  2a  séc  3a  +  séc3a  sëc  4a  + ... 
(Voir  n»  69.) 

272.  CalctUer  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
coBéc  a  -h  coséc 2a  +  coséc  4a  -h  cosécSa  + .-.  -f  coséc  2"-* a 

Soit  S  la  somme  cherchée.  La  formule  qui  sert  de  j>oint  de  départ 

est  coséc  a  =  cotg  -i  —  cotg  a 

d'où  coséc  2a  =  cotg  a  —  cotg  2a 


coséc  2»  -  ^  a  =  cotg  2'«  -  «a  —  cotg  2"  - 1  a 
Eq  ajoutant  membre  à  membre 
a 


S = cotg -^  — 4iotg  2"- *  a 


273.  Trçutier  la  limite  du  produit 

C08  a .  cos  -|- .  cos  -|  ...  cos  -^ 

quand  n  tend  vers  Vinfini,    (École  navale.) 
(Voir  n-  70  et  91.) 

274.  Trouver  le  produit  des  n  facteurs 

cosa.€Os2a.'eos4a«OM8««..oo82"-'a 
On  a  sina;=s26inaco8a 

sia  4a  =  2  sin  2a  cos  2a 
sin  8a  =  2  sin  4a  cos  4a 


sin2"a=»2sin2"-^aco8  2'*-*a 
En  multipliant  membre  à  membre 

sin  2"a  =  2'»  sin  a .  cos  a  cos  2a  cos  4a ...  cos  2*-*  a 

d'où ,  le  produit  cherché ,     P  =  f"?"" 
'  2*610  a 

276.  Trouver  le  produit  des  n  facteurs 

(1  4-  séc  2a)  (1  +  séc  4a)  {i  +  séc  8a) ... 
(Voir  no  71.) 

2T6.  Trouver  te  produit  des  n  fadeurs 

(cos  ^  +  cos  ^)  (cos  -|-  +  cos  ^^  (cos  -^  +  cos  g-^ ... 
(Voir  n«  73.) 
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277.  Trouver  la  limtie  du  produit  à  l'infini 

(i-tg«4)(i-.g«9(i-tg«-^)... 

(Voir  no  74.) 

278.  Trouver  la  limite  du  produit 

II  suffit  de  remarquer  que 

i-|-tgî-2-  =  séc«--^-     et  que     8éc«-2-  =  -     ^ 


de  sorte  que  Texpression  proposée  revient  à 

i 

C08*-H^   .C0S«-T-.C08«-g-... 

or,  d'après  la  formule  d*Euler  (n»*  70  et  91),  la  limite  du  dénomina- 
teur est    ^'°  ^.    Donc  la  limite  cherchée  est  — ^-r=i- 
a«  sin*  a 


§  2.  —  Identités. 

279.  Démontrer  géométriquement  Uê  formulée 
io    l  —  co8a  =  28in«-^ 


2«    1 +  co8a  =  2cos»-5- 


o«  â^  <*      4  /  1  —  ces  a 

3^         *8T  =  V1 


2 

-t-cosa 


(Voir  no 27.) 

280.  Démontrer  géométriquement  les  formules 

!•    co8  2a  =  cos«a  —  sin*  a 
2«    sin  2a  =  2  sin  a  cos  a 

(Voir  n*  28.) 

281.  Vérifier  la  formule  tg  ^  a  =  :=i±^^^îS2±  pour  a«90o 
et  pour  a  =  O». 

!•  En  substituant    ig90o=oc,    il  vient   tg^«=»-^.    On  lève 
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rindéterminatioQ   en    divisant   préalablement  tous  les  termes  par 
tga;   il  Tient 


tgia=        tRa=^ytglg_ii^     et  pour    a  =  90o,    tg^a=±i 

2«  En  substituant  lgO«  =  0,  il  vient  tg2-a=-^  et  tg^a=  — oC. 
On  lève  Tindétermination  de  la  première  valeur  en  multipliant  les 
deux  termes  par    4  +  y'i  +  lg«  a  ;    on  obtient  ensuite 

1 0^. 

2" 


tg-2-a  =  4^=0 


282.  Vérifier  U$  formule»  qui  donnent  le$  lignes  trigonomélriques 
de  l'arc  a  en  fonction  de  tga,  pour    a=3  90^. 

En  substituant  dans  les  formules  {Trig.,  n*  27)   tg90'  =  oc,   on  a 

8ina=^-,    coséca  =  ^5. 

oc'  oc 

co8ar=---.=0,    cotga= -i:^=0,    séc a  =  v'^  4- oc  =  oc 

oc  oc 

On  lève  Tindétermination  des  deux  premières  en  divisant  préalable- 
ment les  deux  termes  par  tg  a;  il  vient 


V'tgVa+* 


et    coséc  a  =  i  /-~4 — h  1 


La  substitution  donne 

8in90*  =  l    et    coséc  90*  =  1 

283.  Vérifier  le»  formules  suivantes 

^*    tg -H^  a  =  coséc  a — cotga 
2*    cotg  a  =  coséc  2a  +  cotg  2a 
3*    cotg-g^a— tg-^a=2colga 


!•    coséc  a — cotg  a = 


i          cos  a       i — cos  a 

2  sin» -J  a 

sin  a      sin  a  ~     sin  a 
Bîn  -5-  a            - 

= — ï— =»?!« 

cos  ^  a 

"11 
2sin  Y^icos^a 
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Autre  solution. 


2  cos*  a  co«  a      ^„.    ^ 

==-7; — :-    -= ^  cour  A 

26inacosa        Biua  ^ 

1  .1  i         .     i 

4  4  cos-n-o        sin-H-a        C08*-ô-a  — sm«  ^a 

3-    colg-|a-tg|-a= ^ f- = ^^ ^ 

SÎQ  o"  a        CO8  T^  a  sin  ^  a  cos  -^^  a 

=    cosa_^2ço8a^^2colga 
4u(re  solution.  On  peut  encore  écrire 

tg-f-  ^*8'' 


co«gf-tg-5-= ^=-^-!— =2cotga 


tu.  Vérifier  la  formuU 

tir«a-te«6=  ÎL»  (»+i-'-l!»  («-*)- 
^  ^  cos*acoa*6 

On  a  iga-hlg6  =  i*5i^±A), 

®  *  cos  a  C08  6^ 

vg  a  —  ig  b  = ^      —rj' 

^  °  COS  a  cos6^ 

Multipliant        tgt„-tgH  =  --"H-.^j-a 
^   Autre  solution. 

sin (g -f  6 ) sin (a— 6 )  ^  ain^fteotf 6  —  eo8*g8in»6  _. «^ ^ f^tk 

cos*  a  cos'  6  "  ~  COS*  a  coP^  ^  ^    * 

285.  Vérifier  la  formule 

tg(45*  +  a)  — tg(45«  — a)  =  2tg2a 

(Sorbonne,  10  juillet  1872.) 
En  développant  les  deux  membrea  on  a 

tg45»  +  tjca  tg45'  — tgg   _»/    2tga    \_     4tgo 

1  —  Ig 45*  tg a       l-hlg45-lga  —  ^^  V  i  —  Ig* a  j  "~  1  — lg«a 


1  +  tg g  ^  t  — tgo  __     4tga 
"1  —  tga        1  4-  iga  ""  1  —  lg« a 


Digitized  by  CjOOQ  IC 


FONCTIONS  TEIGOKOM^IRiaUBS  595 

en  effectuant  la  soustraction  dans  le  premier  membre  et  égalant  les 
numérateurs 

(i  +  tg»a)«-(l  — tg«a)«=:4tga 
ou  4tga=:4tga,    identité. 

Autre  solution, 

__. sin2a sin^o =  2tff2a 

cos*45"  cos*  a  —  siu*  45"  aïn*  a        »iii*  45-  [  cos*  a  —  sin*  a  )  * 

286.  Vérifier  la  formule 

,    {jz^       a\ .   .  /l  —  8in  g" 

^^V4  ""  2;""      Vi+slna 

On  peut  écrire 

"^^        ^^       tg45-  +  tg/i5-tg|o        l+tg^a 

1  .    i 

C08-ô-a«-8in  -n  a 

C08  ^  a  +  sin  ^  a 

Élevant  au  carré  et  extrayant  la  racine  carrée,  cette  dernière  quan- 
tité devient  ".       

V  1  -h  »iu  a 
(Voir  n«  78) 

287.  Vérifier  VidenlUé 

l-v/3tgo         *^V3  ^    ) 

(Bacc,  Bordeaux.) 

II  suffit  de  développer  le  second  membre  diaprés  la  formule  de 
ig  {a-\-b).    On  a 

^ÎSi^  +  <^)==i^gt^%l;    or    tg60-  =  /3,    donc... 

288.  Vérifier  le»  relaltone 


tg 

a 

2 

= 

sin«_ 
1  4- cos  a 

= 

1— cosa 

(Voir  n* 

21. 

i' 

■) 
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289.  Vérifier  les  relations 

*    //K.      a\       i  — sina_     cosa 
Ig  [^*-  -çf)  =  —côsT^  -  i+sina 

(Voir  n*  78.) 

290.  Vérifier  les  identités 

i-    tga  +  colga  =  -^^ 

2     ^fi^«-i  +  séc2a 
(Voir  n*  21,  2»  et  3».) 

291.  Vérifier  la  formule 

(Voir  n»  21,  4*.) 

292.  Vérifier  Us  identités 

ç.   cos  a  —  C08  3a 

!•    *g^—  8in3a  — sina 

o.    ♦„Q^_-  cos  2a— cos  ^<a 
(Voir  n-  21,  5*.) 

293.  Véri^erUsidentxtés 

^      cosa4-co86|-*«^li^    ^    ' 

2.    .8ina-8inj^_  1  (^^6) 

cos 6— cosa  •  2  ^ 

(Voir  n- 21,  6*.) 

29i.  Véripir  VtdmtUé 

8m2a=^^^^,^^^,_^^ 
(Voir  !!•  21,  7».) 

295.  KM/îer  le«  Wcnaté* 

1  •  sin  3a  =  4  sin  a  sin  (  60*  —  a  )  sin  (60»  +  a) 
2*  C08  3a=4co8aco8(60»4-a)co8(60o  — a) 
3-      lg3a  =  tgalg(60*  +  a)tg(60-  — a) 

(Voir  n*  21,  B\) 
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296.  Vérifier  VidenHté 

tg  JL  —  _  ^'P  2a  cosg 

îi       "l+coa2^  •  l  +  cosa 
Si,  dans  le  second  membre,  on  substitue  : 

sin2a  =  28inaco8a 
i4-cosa  =  2cos»-2. 
il  Tient  l  +  cos2a  =  2cos«a 

2sinacos«a    _,_8ina  2 sin -|- cos -|.       gin-^ 

4co6taco8«^      2cos»^  2^^8r^"'";^==*T 

297.  Vérifier  Uê  identiUs 

!•    tg2a  +  séc2a=^^^_±.li^ 
cosa— sina 

2*    8in3acoséca--cos3aséca=2 

—  i4-8in2a        sin2/i  1 

^êô^^«~~  ~~  cÔ8^  ^  ^^57^  =*  ^fi^  ^  +  séc  2a 

2*  sin  3a  cosëc  a  —  coa  a/i  «^4^  ^  ~  «»  "  3a  ^  ^ogjg^  _ 

sin  a  cos  a   ~" 

^  Ssina  — 4^in3q^_  ^cosag  — Scosg 

-3«48.n«a«(4cos«a-3)  =  6-/,(sin»a  +  cos«a)  =  6-/.  =  2 
298.  Vérifier  les  égalités  suivantes 

!•    8in(a  +  6)8in(a-6)=8in«a-8in«6 

2«    cos(a  +  fe)oos(a-6)  =  cos«a  — 8in«6 

,v  .        „^  ,  (Sorbonne,  21  avril  1860  et  31  mars  1865.) 

\  voir  n*  i9.  ) 

298  6w.  Démontrer  les  identités  suivantes 

^.  2tg«a;     tg*2x 

1  +  tg* ac  "~  1^4.  tgf 2^ 

(Bacc,  Marseille,  22  juillet  1885.) 

2*    tK'a?  +  cotg»  g  =  2  -g^  ^^^  ^^ 
1  —  cos  4a? 

(Bacc,  Bastia,  1"  juillet  1885.) 
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1*  En  chassant  les  dénominateurs  et  mettant  en  éfldenee  le  hc- 
teur  ig^2x,  il  vient 

tg«2a?(l— 2tg*a?4-lg*a;)  =  4tg«x 

ou  tg»2i?(l  — tg«x)*  =  Atg*a? 

En  extrayant  les  racines  carrées  des  deux  membres^  on  a 

tg2a?(l  — tg«x)  =  2tgx 

ou  tg2a;=,^*f^ 

®  1  — ig*a; 

formule  connue. 

2»0na  •   2tgxcotgo7  =  2 

si  Ton  ajoute  cette  égalité  à  la  relation  proposée,  il  vient 

(tgx4-cotgx)i==2(i+  ?-^^"f  W.      t  . 

^  ®        '  *      '  V      '     1  —  ces  ^4X  /         1  —  C08  àX 

OU ,  à  cause  de    cos 4aî  =  1  —  2  sin* 2a?, 

(lgaî  +  cotgx)t  =  _i^ 

d'où  tg  X  +  cotg  X  =  ^.  J^2i^ 

ou,  en  remplaçant  tgx  et  cotgx  par  leurs  valeurs  en  fonction  du 
sinus  et  du  cosinus, 

8in»a?  +  cos*a;       __2  _ 
sin  X  cos  X  sin  2x 

i  2 


^  ^:«o-«        Sin  2a: 


ce  qui  est  évident 


209.  Vérifier  U9  identités 

!•    (cos a  +  cos 6)*  + (sin a  +  sin 6)' =  4 cos*  tt  (a  — 6) 

4 

2*    (cosa  — cos6)'+  (sin  a  —  sin  6)' =  4  sin'  <j  (a*-&) 
(Voirn»  80.) 

300.  Vérifier  les  formules 

\*  sin  5a = 5 sin  a  — 20 8in3 a +  16  sinisa 
2*  C08  5a^l6co8'*a — 20  cos»  a  +  5  cos  a 
3»    sin  6a  =^  2  sin  a  (  16  cos'^a— 16  cos' a  4- 3  cos  a) 

(Voir  n«  81.) 
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301.  Vérifier  Videnlitc 

sin (a— 6)  +  sin  (6 — c)  +  sin  (c— a)  -{- 4  sin  ^7"    siD    T-sin  ^"""^  =0 
(Voir  n-  82,  !•.) 

302.  Vérifier  les  identHés 

!•  sina-hsinft  +  sino— 8in(a+6+c)=48in  "^sin-^^sin  "^ 

2*  cosa  +  co36-f  cosc  +  co8(a+64-c)  =  4co8^2"    co8-4^^-C08  ^^^ 
(Voir  nMOO.) 

303.  Vérifier  les  idenliléê 

!•    tg  o  +  2  tg  2a  +  4  Ig  4a  +  8  colg  8a  =  cotg  a 

C082a8in-^  a 

2*    C08  a  \-  cos  2a  +  cos  3a  =: 

sin- 

3*    lg3a  — tg2a  — tga=nfg3alg2atga 
(Voir  u*  82,  2%  3- et  4*.) 

30i.  Vérifier  l'identité 

2  (8in^  a  +  cos^  a  -|-  sin*  a  cos*a)*  =  sin*  a  -f-  cos*  a  -f- 1 
(Voir  n»  85.) 

305.  L'arc  a  é/an/  égal  à  60",  vérifier  que  l'on  a 

..      .     a    .  .  5a       1 
!•    8in-^8in-^-=^ 

2-      tg-|^  +  tga  =  2 

!•  La  formule  (26)  (Trig.,  n»46) 

cos  (a  —  6)  — C08(aH-6)  =  2sinasin6 

donne  co8(  — eO*)  — co8  90«  =  y 

ce  qui  est  évident 

2*  On  a  déjà  vu  que  tg  -^  =  ^  v^3    (  Trig.,  chap.  II,  appl.  1°) 

en  appliquant  à  cette  dernière  valeur  la  formule  qui  donne  la  tan- 
gente de  la  moitié  d*un  arc,  on  obtient 


yj  /3 
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la  formule  à  vëriAer  devient  donc 
ce  qui  est  évident. 

306.  L'arc  a  étant,  égal  à  -i- ,  vérifier  que  Von  a 

C08ac08l3a J_ 

cos3a  +  co8  5a  ~       2 

(Voir  n»  87.) 

307.  La  valeur  de  igx  étant  — ,  vérifier  que  l'on  a 

acos2x'\'b6in2xssa 

(Sorbonne,  14  novembre  1834.) 

!'•  Soluiion,  L'expression  donnée  peut  s'écrire 

a  ( cos 205  H sin  2x\  =  a 

ou  a(co8*x  — 8in*aî4- -^^î^  .28ina?cosaî|=ça 

V  008  Oî  / 

ou  «(co8*aî  +  sin*a;)  =  a 

ce  qui  est  évident. 

2*  Solution.  On  peut  remplacer  sin  2x  et  cos  2x  par  leurs  valeurs 
en  fonction  de    tgo?»  —  ^    ce  qui  donne 

a(a«— 6«  4- 26»)  =  a  (a*  4- **) 
les  deux  membres  sont  identiques. 

308.  Vérifier  la  relation 

co8^  +  cos^4-cos^=-l 
(Voir  n»  84.) 

309.  Vérifier  la  relation 


cos<  -H-  +  003^  ^  +  cos*  ^-  +  cos*  ^  =  4 


(Voir  n<»86.) 


310.  Vérifier  ta  relation 
cos  ^ .  cos  - 
(Voir  n«  88.) 


"^^^'^^^^'^^^^^'^^^^^'^^^^'^o^^'^^^^^^^W 
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311.  Vérifier  la  relation 

sin  20» .  sin  40* .  sin  60* .  sin  80°  =  ,'i 

16 

(Voir  no  89.) 

312.  Vérifier  la  relation 

8in^.8m?^.8in^.8in-^.8iû(n-l)^=  .% 
n  n  n  n  ^  ^  n        2"-* 

(Voir  n*  92.) 

313.  Vérifier  le  quotient 

sin  g  +  sin  2a  +  sin  3a  -f  ...  +  sin  na  __ ,     n  +  1 
cos  a  H-  cos2a  +  cos  3a  +  ...  +  cos  na        ®      2 

(Voir  n-  39.) 

Dans  les  n»*  60  et  61  on  peut  obtenir  des  résultats  analogues  en 
divisant  la  somme  des  sinus  par  oelle  des  cosinus.  (V.  aussi  n®  111.) 

31i.  Vérifia*  la  loi  du  quotient 

T-A"^^^^i'--r  =  1 +^co8a +  aî»C08  2a  +  aj3cos3a  +  ... 
(Agrégation  de  l'Enseignement  spécial,  1884.) 

i'*  Solution,  En  commençant  la  division  proposée,  il  faut  avoir 
soin  de  simplifier  les  restes  successifs  et  d'y  remplacer  le  produit 
2  cos  a  cos  na   par  la  somme    cos(n4-l)a4-co8(n  —  l)a.   On  a  ainsi 


{•r  dividende    1  —  x  cos  a 

2«        —  x  cos  a  —  as* 


1  —  2x  cos  a  4-  a?* 


1  +  X  cos  a  +  a^*  cos  2ai  +  œ*  cos  3a... 
3»        —  X*  cos  2a  —  x^  cos  a 

4«        —  œ^  cos  3a  — œ*  cos  2a 

Le  premier  terme  du  diviseur  étant  Tunité,  la  série  des  termes  du 
quotient  sera  identique  à  la  série  des  premiers  termes  des  dividendes 
partiels.  11  faut  donc  étudier  la  série  des  dividendes. 

La  loi  de  succession  est  évidente  pour  les  premiers  termes  ;  il  sufQt 
de  démontrer  qu'elle  s'applique  indéfiniment,  c'est-à-dire  que  si  le 
n*  dividende  est 

X»  cos  na  —  x«  +  *  cos  (  n  —  1  )  a 
le  (n  +  l)«  sera      x*+icos(n-f  l)a  — x^+'cosTia 
En  effet,  si  le  n*  dividende 

D» =x"  cos  na  —  x^+i  cos  (n  —  1  )  a 
le  n«  terme  du  quotient  sera       x"  cos  na 
et,  par  suite,  le  reste  ou  le  dividende  suivant  sera 

Dii+i  =  D«  —  X  cos  na  (  1  —  2x  cos  a  +  x*) 
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D       _(a:*C08na  — a:»+*co8(n— l)a 
"+<      (  — x»co8na4-2»»+*co8acosna  — x»+*cosna 

ou,  CD  faisant  la  substitution  indiquée, 

D«+i  =  ac*+*  C08(n  +  l)a  — x"+*co5na 

2«  Solution,  Si  Ton  elTectue  le  produit  du  diviseur  par  la  série  de^ 
termes  qui  forme  le  second  nombre  de  Tidenlité,  cette  série  étant  pri» 
avec  n  +  1  termes,  le  produit  devra  avoir  pour  limite  le  div^idende. 
On  a  ainsi 

l4-«cos  a  4-«*co«3a4-a8'cos3a4-...a:"co8na 
1  —  2xooia  +  a5* 


1  +  X  C08  a  4"  as*  008  îa  4- a:' C08  Sa  +  ...a:*  ooi na 
—  Sa:  C06  a — 2x*  cos*  a— îx*  oai  a  coe  2a  .«--2x"  cos  a  ooa  (n— 1)  a — 2a:*+*  ooB  a  008  iw 

+  »*     +ar»co8a...     4-»"ooi(n~2)a    -{-af^coê(n^l>ai'^^ 

Or  le  coefficient  de  »'  est  0,  car 

cos  2a  =  2  cos'  a  —  1 

le  coefncienl  des  puissances  suivantes  jusqu'à  la  n*  inclusivement  est 
aussi  0,  car  d'une  manière  générale  on  a 

C08  na  =  2  cos  a  ces  (n  —  l)a--cos(n  —  2)a 

Le  produit  se  réduit  donc  à 

1  —  X  cos  a  —  aî*»+ *  [2  cos  ût  cos  na — oo«  ( n  —  1  )  a — «tosua] 

ou  1— oîcosa  —  x'»+^[cos(n-|-l)a4-a?co8na] 

Si  Ton  a  x<l,  le  reste  tend  évidemment  vers  0,  et  ndentité  est 
vérifiée. 

316.  Vérifier  les  idenlUés 

i»    arosin-s'  +  arcftin^s:  Y 

20    arctgl  +  arctg^ +arctgirrr^ 
(Voir  noSa,  2o  et  30.) 

310.  Vérifier  le$  identités 

10  arctgl  +2arclg^J=^ 

20  arc  tg  -g-  4-  arc  tg  -g-  4-  arc  tg  y  4-  arc  tg  -g^  =  -^ 
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io  (Voir  no  83,4«.) 

2»  Il  faut  vérifier  que    a  +  6  -f-  c  +  d  =  45*» 
ou  que  lg(a4-64-c4-d)  =  l 


Or 


tga=y    et    tg6=l;    donc    lg(a  +  6)==y 

tgc  =  y    et    lgd=-g^;    donc    tg(c  +  d)=^ 

A  4.  .3 
donc  ig(a  +  6  +  c  +  dj=-^-5-33-=||=l 


316  W«.  Vérifier  Us  xdentitès  suivantes  : 

lo    arccos  -^4-arccoséc^-T— =  -? 

2o    arcsin -TT-H-ar^ cotg3  =  ^ 

2a-6    . «A  — a       ic 


30    arctg  ^"     "^  4-arctg 


g 

!«  Soit  a  Tare  dont  le  cosimis  est  -7^=-  el  *  l'arc  dont  la  cosécanle 

v/b2 

est  -^  .   On  a 

cosa--—;    d'où    sina=-j^ 

&  K 

sin  b  =  — =r  ;    d'où    cos  6  =  — n^ 
or  CO8  (a +  6)  =  cos  a  cos  6  —  siQasin6 

donc  co3(a4-6)  =  -^^^:i4r  =  -^=-L 

d'où  a4-6=|. 

2oOna    arcfiû— =arc«g^    ol    arccolg3  =  arctg-t 

or  arctg-^H-arctgl^  =  arclg-^ ^  =  arclgl=^ 
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30  Soient  a  et  ^  les  arcs  dont  on  donne  les  tangentes.  On  a 
2a  — 6^       26  — a 


tg(otH-^;-  (2a^6)(26-a)    — 356 -(2a -6)  ('26- a]  *^ 

^  ""  3a6 

_2(a«-h6«)-2a6    .^__  r^ 

donc  a+p  =  ^ 

Identités  oondîtioimellea. 

317.  Lorsque  trois  arcs  satisfont  à  la  relation    a4-6  +  c  =  w,    vé- 
rifier qu'on  a 

lgo  +  lgt  +  tgc  =  tgatg6tgc 
(Voir  no  93.) 

318.  Inversement,  quand  on  a 

tga4-tg6  +  tgc  =  tgatg6tgc 
quelle  relation  existe- 1- il  entre  a,  b  e^  c? 

D'après  la  formule  de  tgfa  -f  6  +  c)  (  Trig,,  application  du  chap.  II, 
A^)y  on  aura  la  relation 

tga4-tg6  +  tgf  =  tgatg6lgc 

quand  le  premier  membre  sera  nul,  c*est-à-dire  quand  on  aura 

a-\-b  +  c=kn 

319.  Quand    a  +  6  -f  c  =  ir , ,  vérifier  la  relation  des  cosinus 

C08*  a  +  cos«  6  H-  cos'  c  +  2  cos  a  cos  6  cos  c  =  1 
(Voir  no  96.) 

320.  Réciproquement,  si  Von  a  la  relation  précédente,  trouver  cette 
qui  existe  entre  les  arcs, 

(Voir  no  97.)  ^ 

321.  Si  Von  a    a  +  b  =  c,    vérifier  la  relation 

008*  a  +  cos*  6  +  008*  c  —  2  cos  a  cos  6  cos  0  as  1 
On  a  co8(a  +  6)  =  co8c 

ou  cos  a  cos  6  —  cosca8inaBin6 

ou,  en  élevant  au  carré, 

cos*  a  cos*  6  4-  cos*  c  —  2  cos  a  cos  6  cos  c  =  sin*  a  sîn*  6 
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Je  second  membre  égale 

(1  —  C08*a)(l  — co8*6)    ou    1  — co8*o  —  ces* 6  4- ces*  a  ces* 6; 
en  substituant,  il  vient 

cos'  a  4-  co8«  b  4-  ces*  c — 2  cos  a  ces  6  ces  c = 1 

322.  Réciproquement,  quand  on  a  la  relation  précédente,  quelle 
est  celle  qui  exiête  entre  ûs  arc»? 

Ajoutons   co8*aco8*6   aux  deux  membres  de  la  relation  donnée; 
il  vient 

C08*c4-co8'aco8'6 — 2  cos  a  cos  6  cos  c=1 — cos*  a— cos*  6+ ces*  a  cos*  6 

ou    (cosc  — cosacos6)«  =  (l  — cos*a)(l  — cos*6)  =  sin«asin*6 

d'où  d=(cosc~co3acos6)=:±8inasin6 

ou  :^(&ina8in6~cosacos6)  =  drcosc 

ou  cos(a=t6)=±:cosc 

d'où  ad=6±:c=0    ou    a±6±c  =  2fcw 

323.  Si    a  +  b  4-  c  =  K  y    vérifier  les  relation» 

10    colg-|4-cotg^4-colg-|  =  colg^colg-jcolg-| 

2*»    tf?f  tg|4-lg-|tg44-tgf  tg|=l 
(Voir  no  99.) 


324.  Si    a4-b4-c  =  ic,    vérifier  le»  relation» 

b    .    c 


lo    8ina4-sin6  4-8inc=:4co8-^acos-^  cos-^ 


2o    cosa4-cos6  4-cosc  — l  =  4sin^  sin-^  sin-^ 

1"  SoltUion,  (Voir  no  IM.) 

2*  Solution.  (Voir  plus  loin  le  problème  337,  6o.) 

32S.  Si    â4-b4-c=«,    vérifier  la  relation 

sin  a  —  fin  6  4- sin  c=4  sin  Y  cos  Y  sin  4- 


On  a 


sin  a  4-  sm  c  =  2  sin  — î-—  cos  — ^ — =2  cos  -^  cos  — ^ — 
sin&s2sinYCOs-|^~2cos  2-cos-^^-^ 
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donc     8in  a  —  sin  6  +  sin  c =2  cos  -^  { cos — ^ cos  — ^^  j 

=  2  C08  -o  .  2  sin  i  sîn  -1- 

,   '    a         b    .    c 
=  4sin-2^  cos  ^6*0  ^ 

326.  Si    a-f-b  +  c  =  ir,    vérifier  Uê  relation* 

10     C08^4-C08^  H-C08^— 4C08  ^^^  COS— ^— C08  ^T"^- 

20   «n|+8m|+6iQ|-l==48iû^ï^8iQ^^8in:!î^ 

111 
Posons    a=-^(ic  — a),    P  =  y(«  — *)•    Y  =  -j(i5-"C) 

on  a  aH-p  +  Y=ç^(3«  —  a  — 5  — c)=it 

Dooc  1o  d'après  la  première  relation  du  problème  324 ,  on  a 

sin  a  4-  sin  p  +  sîn  Y  =  4  C08  J  cos  -|  C06  -ï- 

et    ,  b    ,  c       ,        ir  — o         «  —  6         ir  — c 

ou      cos -B- +  C05  "5^  +  cos  ^  =  4  cos  -    ,  -    cos — T — cos — T — 

2o  D'après  la  deuxième  relation  dû  même  problème,  On  a 
cos  a  4-  cos  p  -h  cos  Y  —  1  =  4  sin  -|-  sin  -|  sin  -^ 

ou    sin -î  4- sin -ft  +  sin  -§■  —  1  =  4 sin  ^^^^sin  ^7"     8*°  ^T^ 

327.  Vérifier  les  relationt 

1©  co8*(a— 6)4-cos*(fr— <;)-Kos*(c— a)  —2 co6(a — 6) cos(6— c)co8(o— a)=i 
2o  lg(a~6)  +  tg(6-c)+lg('î-a)-=lfr(a— 6)tg(6-Hî)lg(c--<i) 

1o  La  somme  des  angles  étant  nulle,  la  condition  trouvée  an  pro- 
blême  320  se  trouve  vérifiée.  Donc... 

2^  De  même,  la  condition  trouvée  an  preblèmo  918  «et  vériM- 
Donc... 

328.  Démontrer  qtjie  la  relation 

sin  (a  —  è)  =  sin*  a  —sin* b 
entraîne  toit         a  — 6=:kic    ou    a4-b  =  2kir4-î 

(Bacc,  Dijon,  juillet  1884.) 
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La  relation  sio  (  a  —  6  )  =  sin*  a  —  Bin>  6 

peut  s^éorire 
8iD(a  — 6)  =  (8ina  +  8in6)(8iiia— >8in6) 

=28ioY(o+6)c68-^{a— 6).28Îo^(a  — 6)co8^(a  +  6) 

=:8in(a  — 6)8in(a  +  6) 
ou  8in(a  — 6)|sin(a  +  6)  — 1|=0 

qui.  86  décompose  en 

8in(a  — 6)=0;    d*oCi    a  — 6  =  /ciî 

et  8iD(a  +  6)  =  l;    d'où    a  +  6  =  2/cTc-t.^  =(4^4-1) f 

320.  Si  ton  a    2  If  a  =  3  Ig  6,    vérifier  qne 

*f*t^      l.^—        *Jf^  8in26 

^g<^~^)=2-H3tg«^  =  5'~cÔ8-2r 
On  a 

'^^^     ^^-ÎTt^^î^=   l+|tgt6^2  +  3igi6 

8in  b  C06  6  sin  26 


*~2cos«64-3sin«6~'2(14-co826}+3(l— C0826) 
__    jin  26 
""  îî  —  ces  26" 

330.  StTona    8in(a-f-6  4-c4-d)=0,    vérifier  que 

8in(a4-^)8in(a4-d)  =  iin(6  +  c)8in(6  +  d) 

On  a      8in(a  +  c)8in(a  +  d)  — 8in(6  +  c)8in(6  4-d)=: 

=  ^jco8[c— d)— co8(2aH-c-fd)|— -^{costc— d)— C08(26  +  c4-d)|. 

le  second  membre  égale 

^  I C08  (26  +  c  4-  d)  —  008  (2a  +  c  +  d)  l 

ou  8in(a — 6)flin(a+6  +  <^4'<<)«0 

ce  qui  vérifie  la  relation  proposée. 

331.  Vérifier  la  relation 

sin  na  +  sin  ti6  + sin  ne  =  4  sin -Tp  cos -^  cos -^^  cos  ^ 

aï    a  +  b  +  c=i(    et  qiAt  n  $oil  un  nombre  entier  impair. 
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On  a 
sinrîa  +  sinn6  =  28in^(aH-6)cos|(a— 6)  =  2siii^(ic— c)co8^(a-6) 

puisque,  d'après  la  condition,  on  a 

nie      rt 
cos  -ç-  =  0 

de  plus 

sinnc  =  28in-^cos^=28in^(iï-a-6)co8-^ 

=:2J8in-^cos|(a  +  6)-cos-^8in|(a4-6))cos-^ 

=  28in^co8|^(a  +  6)co8-^ 

Donc 
8inna  +  8inn6  +  8innc=28inT^co8^|cos^(a— 6)4-008 -^(a  +  6)| 

,   .     nie         na        f^b    ^.  ne 
=  4  sin  ^  cos  -^  cos  -g-  cos -g- 

332.  Si    a  +  b  -h  c  4-  d  =  2ic,    vérifier  les  relations 

lo    cos  a  4-  cos  6  4-  cos  c4-  co8<i=4  cos  -^-^—  cos — ^ —  ^^ — 5 — 

2o    sin a 4- sin 6 4- sin c 4- sin d  =  4 sin  ^"^    sin  — ^ sin  ^2~ 

30    8in a  —  sin 6  4-  sin  c  —  sin d  =  4 cos  ^t^    cos  — ^ —  ^''^  — 2 — 

40    cosa  —  CO864-CO8C — cos(/=48in  — î— sin — g — cos — ^ — 
(Voir  no  104.) 

.Idefitité*  dUM  les  «rânglet. 

333.  Vérifier  que,  dans  un  triangle  rectangle,  on  a  Us  relations 

10    8in2B  =  -?^ 


20    8inBlgB=  — 
ae 
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30    8inB-t-co8B=8iiiC4-co8C 
40     sinB-t-coaC       ^p 

coaB4-8inC       ^ 
50    co8écB  +  cotgB=-^^=-^^ 


6°    8éc2B  — tg2C  =  '^i^ 


10  On  a         8in2B  =  28mBco8B  =  2.~.-=-?^ 

On  peut  également  procéder  dans  Tordre  inverse ,  en  remplaçant  les 
facteurs  du  second  membre. 

20  On  a  8inBtgB  =  -^.^  =  -^ 

ou  bien  6  =  a8inB    et    c  =  6cotgB 

d'où  6«  =  a*8in*B    et    oc  =  colgB 

si  Ton  divise  membre  à  membre,  on  a  le  résultat  demandé. 

3*  La  relation  donnée  peut  s'écrire 

b^  .c_ jL  j- A. 

a  '^  a       a  "^  a 
résultat  évident. 

40  Le  premier  membre  peut  s'écrire 

g«''^P     ou    tgB 
2coaB  * 

50  On  écrit      -4;^=  -^ = ^ 

8in  D  if  o 

a 

fraction  égale  à    . 

Ao  n^  A.^  1  +8ip2B       i+28inBcosB 

60  On  écrit  ——^-^-^  eos«B-8m«b 

en  substituant  sin  B  =  — ,    cos  B  =  ~ 

.,    .     »  a«-f26c  (c+f6)«  c  +  ft 

334.  Vérifier  que,  dans  tout  triangte,  on  a 

8in-|(B-C)  =  A^co8^A 

co8-^(B-C)  =  -^^BinYA 

(Bacc.,  Clermonl,  novembre  1875.) 
(Voir  no  116.) 
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335.  Vérifier  que,  dans  tout  tricungle,  on  a 

6  C08  C  —  C  C08  B  =3  — ~ — 

a 
6co8B  +  cco8C=aco8(B  — C) 
(Voir  no  117.) 

336.  Vérifier  les  relations  suivantes  entre  les  angles  d'un  Irtangle  : 
!•    C08  2A  4-  C082B  +  co8  2C  +  ^  co8  A  cos  B  cos  C  H-l  =0 

2o    cos4A  H-  C084B  -r  cos'SG  +  !  =4 cos 2A  cos 2B  cos2C 

3°    8in«  A  4-  sin*  B  -f-  sio»  C  —  2cos  A  cos  B  cos  C  =  2 

40    8in«  2A  +  sin*  2B  +  sin»  2C  +  2  cos  2 A  cos  2B  cos  2C  =  2 

50         tgA  +  tgB  +  tgC       ^^glAtg|BtglG 
(sin  A  +  smB-hbinCj'  2  cos  A  cos  B  cos  C 

(Voir  no  115.) 

337.  Démontrer  que,  dans  un  triangU,  on  aies  rétention»  tuttianfes  : 
10  8in-^2A«»'^l^«^4^=p^^^=m 

20  C08^Ac08|Bc08|C-=^-^ 

30  lg-^Atg^Blg|c  =  |. 

40  S  =  2R<  sin  A  sin  B  sin  C 

50  tgA  +  tgB  +  tgC  =  lgAl|çBtgC 

(Sorbonne,  23  juillet  1878  et  12  novembre  1879.) 

6o    8inA4-8inB  +  6inC  =  4cos-2^  Acos  ^Boos-^  ^~ "H 

(Serbonne,  16  juillet  1869.) 
7o         sin  2A  +  sin  2B  +  sin  2C  =  4  sin  A  sin  B  sin  G 

80    cos  A  4-  cos  B  +  cos  C  =  1  4-  4  sin  -1  A  sin  i  B  sin  i  C 

(Sorbonue,  28  juillet  1866,  42  novembre  1879.) 
9o     cos«A4-cos«B4-co8«C4-2oosAcosBcosC  =  l 
lOo     cotgAcolgB4-cotgAcotgC4-cotgBcolgC  =  l 

Les  trois  premières  relations  peuvent  s^obtenir  en  multipliant  membre 
à  membre  les  formules  du  S»  cas  des  triangles  (  Trig.,  no  83)  : 

10         8inlAsin4-B8iii4c°  (P-<'){P--^^(P-^) 
2  2  2  ctbc 

^&_      1    _     S« 

p    '  abc       p .  abc 
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^  c       ^^       *v«.     A'r^,\     Ci       pr.abc 


4»  On  a  encore  (  Trig,,  n*  76) 

23  =  oc sinB     '        MuUipIiant  et  remplaçant  abc 
23  =  6c  sin  A 


î     par  4RS,  il  vient 


S  =  2R«8inA8inB8inC 
00  lgC  =  [i80o-(A  +  B)]  =  -tg(A  +  B) 

d'Où  lgC(l-lgAtgB)==~lgA-tgB 

ou  lgC-tgAtgBtgC  =  -tgAlgB 

c'esl-à-diro  Ig  A  +  tg  B  H-  tg  G  =  Ig  A  Ig  B  tg  G     (  Voir  n»  95) 

6»    ain  A  +  sin  B  H-  sin  G  =  sin  A  +  sin  B  +  sin  (  A  +  B  ) 

:=  sin  A  4-^sin  B  -f  sin  A  cos  B  +  nn  Bco^A 

=  8mA(H-cosB) +  8inB(l +  cosA) 

11  1 

Remplaçons  sin  A  par  2sin-2- Acos^A  et  l  +  cosB  par  2coft*-^B, 

il  vient 

111  111 

sin  A  +  sin  B -f  sin  C=48in-i- AcosA  Acoô*gB -i-4»ins  Bcosç  Bcoa^sA 


1  1/1  1  1  1\ 

=  4cos^AcosBB(8innAcos.2B  +  sin5Bcos5A  j 

=  4cosYAco8^B8inY(A  +  B) 

i  1  1  f) 

=  4  cos -s- A  cos  ^  B  cos  t^- G = 4t- 


à  cause  du  2o. 
Autre  méthode.  —  La  valeur  du  premier  membre  est 

23    .    2S   ,    23  _«q/  1.1.1  \_  ^PS 

le  second  membre  a  aussi  pour  valeur  -^--  (2o);  donc... 
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70  On  a 

8in2A4-8in2B  =  28in(A  +  B)cos(A  — B)  =  26inGcos(A  — B) 

Or  sin2C==2sinGco8C=— 28mCco8(A-i-B) 

donc    8in2A  +  8iû2B  +  Bin2C  =  28inC|c08(A  — B)co8(A4-B)| 

=  48in  A8inB8inG 

80   CO8A  +  CO8B  -|-cosC=2co8^(A  — B)co82-(A  — B)— C08(A4-B) 

=2cos^(A  +  B)oo8^(A— B)-2co8«l(A-hBJ-j-l 

=2cos^(A  +  B)rco8^(A-B)-co8^(A-+-B)l+i 

=Asin^C6in  -ç^  A  sin -5- B  + 1 

1  1  i 

ou  008  A  +  C08  B  +  CO8  C  =  1  4-  4  8in  -s^  A  8in  ô-  B  8in  ^  G 

Autre  méthode.  —  En  remplaçant  les  sinu8  et  les  cosinus  par  leurs 
valeurs  en  fonction  des  côtés,  Tidentité  à  vérifier  devient 

26c         "^        2ac         "^        2a6        """^  ôSc  "*" 

ou  a(6«  +  c«  — a>)  +  6(a«+-c«  — fc«)  +  c(a*  +  6«  — c«)  = 

=  (6  +  c  — a)(a  +  c  — 6)(a  +  6  — c)+2a!>c 
identité  manifeste. 

9«        ces  G  =  —  cos  (  A  +  B)  =  —  cos  A  cosB  +  sin  A  sin  B 
d*où  cos  G  +  C03  A  003  B  «=  sin  A  sin  B 

Élevons  au  carré 

cos»  G  -f-  2  cos  A  cos  B  cos  G  +  cos*  A  C08*B  =  sin*  A  sin*  B 
Or  sin*  A  =  1  —  cos*  A 

8in*B=:l  — C08*B 
donc  sin*  A  sin*  B  =  1  —  cos*  A  —  cos*  B  +  cos*  A  cos*  B 

Mettons  cette  valeur  à  la  place  du  deuxième  membre  de  Tëgalité 
précédente,  nous  aurons 

co8*G  4-  2  cos  A  cos  B  cos  G  +  cos*  A  cos*  B  = 

=  1  —  cos*  A  —  cos*  B  4- cos*  A  cos*  B 

ou     *  cos*  A  +  co6*B  +  cos*G  +  2  cos  A  cos  B  cos  G  =  1 
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AtUre  méthode.  ^  Oa  di     a~6  cosC  +  ccosB 

6  =  aco8C  +  cco8A 

c  =  a  C08  B  +  6  cos  A 

les  deux  dernières  de  ces  relations  donnent 

c  b 

-—  =  C08  B  H cos  A 

a  a 

b        c 

--.  =s  — -  cos  A  4-  cos  C 
a        a 

celte  dernière  peut  8*écrire 

—  =  rco8B+~-co8A  jcosA  +  cosC 

d^où  —  sin^  A  =  cos  A  cos  B  +  cos  G 

et  par  suite  -^  sin*  A  =  cos  A  cos  C  +  cos  B 

Ces  deux  valeurs  substituées  dans  la  première  relation 

l  =  Aco8C  +  ~cosB 
a  a 

donnent 

i  ss-s  co»C(co9  A  cos  B  +  cosC)    ,    cos  B  (cos  A  cos  C  -f  cos  B  ) 
8in«A  "^  sin*A 

d'où  sin*  A = 2  cos  A  cos  B  cos  G  +  C08«G  +  cos»  B 

ou  1  =co8«  A  -f  co8*B  +  cos«G  +  2  cos  A  cos  B  cos  G 

(Voir  n»  96.) 

d'où         —  colg  A  colg  C  —  cotg  B  cotg  G  =  cotg  A  cotg  B  —  1 
ou  colg  A  cotg  B  +  colg  B  cotg  G  +  colg  A  colg  G  =  1 

Autre  méthode.  -  On  peut  écrire      ^^^[^^1^0^^  ~ * 

®**  tgBtgC  +  tgAlgG  +  tgAlgB  =* 

c'est-à-dire     cotg  A  cotg  B  +  colg  B  colg  G  -f  cotg  A  cotg  G = i 
On  pourrait  encore  écrire 

cotg  (  A  +  B  +  C  )  =   ^^^g  ^  ^^'g  ^  ^^^g  ^  ~  ^^^^^  ~  cotg  B  ■-  cotg  C 1 
*B\    T     T^j      cotg  A  cotg  B  +  colg  B  cotg  G  +  colg  A  colg  G— 1 

or  pour  A  +  B  +  G  =  180»,  la  cotangente  est  infinie;  mais,  le  nu- 
mérateur ayant  une  râleur  finie,  on  peut  écrire  que  le  dénomina- 
teur égale  zéro. 

TtiooHoicAnax.  —  IC  18 
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338.  Vérifier  q\M  dans  iout  triangle  on  a 
10    l-tglAtg^B  =  ^ 


2«    S  =  ^cos^Acos^Bco8-^C 


abc i   A  */v»  1 

P 

30    tg^AtgrlB  +  tg|-Blg^CH-tglAtg4-G  =  i 


Pour  les  deux  premières  identités,  voir  n«»  118. 
La  troisième  a  été  démontrée  au  n«  99,  2<>.  —  Voici  une  autre  dé- 
monstration : 

Ona  t«4Atg^B  =  ^e:=:î 

tg^Btg^C^^ 
tg^Atg|c=^ 

donc         tg-i-AlgiB  +  tgi  Blg-|c  +  tg-^Atglc  = 

—  P  — «  +  p  — 64-p  — c^i 
P 
Cette  yériûcation  peut  encore  se  faire  très  rapidemeiàt  en  déve- 
loppant 

tg(4A  +  ^B)  =  tg(90.-4c)  =  --V-- 

De  même,  la  première  relation  du  n*  99  peut  se  déduire  de  U 
seconde  en  multipliant  les  deux  membres  par 


colgiAcotglBcotg-lc 


339.  Démontrer  que  dans  un  triangle  on  a  les  relations  sui- 
vantes : 

10    Qg—  a»-fc» 

^""  cotgB  — cotgA 

20    a«  +  6«  +  c«  =  4S(cotgA  +  colgB-fcotgC) 

!•  On  a  les  formules 

1  1  4 

S  =  -n-  6c  sin  A  =  -5^  oc  sin  B  =  Y  06  sin  C 

on  en  déduit 

26c8inA    ou  plutôt    26csinAcosA=:4Sco6A 

d'où  26c  cos  A  =  4S  -^Si^-  =  4S  co(g  A 

sin  A  ® 
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De  môme  2ac  cos  B  ==  4S  cotg  B 

et  2a6co8C  =  4Sco(gC 

Par  suite ,  les  formules  a*  =  6*  +  c'  —  26c  cos  A ,   elc,  deviennent 

a«=6«  +  c«— 4ScotgA 

6*=a«  +  c«  — /iScolgB 

c«  =  a«  + 6«--4ScotgC 
£a  retranchant  les  deux  premières  membre  à  membre ,  on  a 
a*  — 6*  =  6*  — a«-f-4S(cotgB  — cotgA) 

^^"  ^''^  colgB-colgA 

2o  En  ajoutant  les  trois  équations  précédentes,  il  vient 
a«  4-  fe«  +  c«  =  2  (aï  -f  ^*  +  c«)  —  4S  (cotg  A  +  cotg  B  +  cotg  C) 
d'où  a*  +  6*  +  cs  =  4S  {cotg  A  +  cotgB  +  cotgC) 

340.  Vérifier  que  dan$  tout  triangle  on  a 

"8m(A-hB)  "■       c»  ~  ' 
2o         a8in(B  — C)+68in(C  — A)+csin(A  — B)-iiO 


3« 


sinA  Mub  "*"  suiC 


a8in4-(B--C)        6sin  ^-(C  — A^        c8inA(A  — B) 

40    --  +-  ^    -     -    -    1+ ^-^ =0 

sin  ,j  A  sio  ^  B  sin  -?.-  G 

asinJ-(B— C)        6sinA.(C  — A)        C8ini(A  — B) 


70 


cos   -  A  cos   .  B  cos  -^  C 

ssin(B  — C)        6»  sin  (C— A)        c«sin(A  — B)  _  ^ 
>iDB-h8int;    "*"    siiiC-f-isiQA     '     sinA-fsinB 

sin  A  4-  sin  B  +  sin  C  \* a  cos  \-\-b  cos  B  +  c  cos  C 


^)'= 


a  +  6-fc  7  ""  2a6c 


80  ^eos«^A  +  |cos«-^B+i-cos»^C  =  -^ 


9<» 


10« 


i-sin«?^.A  +  |sinî^^B  +  |sin»4c  = 

_  2a6  -f  26r  -f  2ac  —  q«  ~  6»  — c« 
4a6c 

cos» -2-  A  +  co8«^  B  +  cos»-^  C=2  +  -^ 
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Ho  acos«-2-A  +  6cos«  g^B-^ccos*-2.C=p  +  -|- 

i2o      colg^-A  +  colg-^BH-colgic  =  ^j^cotg-|A 
(Voir  n»  323.) 

341.  Démontrer  que  dan»  tout  triangle  on  a  la  relation 

r  g  C08  A  -f  6  cos  B  -f  c  co»  C 

La  relation  à  établir  peut  s'écrire 

(a  +  6  +  c)  r  =  R  (a  cos  A  + 1 C08  B  +  ccos  C) 

or  le  premier  membre,  égal  A  2pr,  représente  le  double  de  la  sur- 
face du  triangle  ;  il  faut  démontrer  qu'il  en  est  de  même  du  second. 
On  peut  le  prouver  1®  en  joignant  aux  sommets  le  centre  du  cercle 
circonscrit.  Chacun  des  triangles  partiels  a  respectivement  pour  han- 
teur  B  cos  A  y  BcosB,  RcosC;  donc  chacun  des  termes  du  second 
membre  exprime  le  double  de  la  surface  d'un  des  triangles  partiels; 
leur  somme  égale  donc  le  double  de  la  surface  du  triangle  total. 

2*  En  remplaçant 

a  =  2RsinA,    6=2B8inB,    c=r2RsinC 
on  a  pour  le  second  membre 

R*  (sin  2A  +  sin  2B  +  sin  2C] 
c'est-à-dire  (Probl.  337,7o) 

4  Rî  (sin  A  sin  B  sin  C)  e=  23 


342.  Si  1,  m,  n  représentent  le$  distances  du  centre  du  cercle  cir- 
conscrit aux  côtés  d'un  triangle,  vérifier  la  relation 

abc 
Imn 


HT+i+^)  =  - 


On  a  /  =  Rco8A,      m  =  RcosB,      n  =  Rco8C 

il  faut  donc  vériûer  que 

Aa        ,        46       j 4c abc 

KcosA        KcosB  "^  KcosC  "~  R' cos  A  cos  B  cos  G 

Or,  si  Ton  substitue 

a=2R8inA,      6=2RsinB,      c  =  2RsinC 
la  formule  à  yérifier  devient 

tgA  +  tgB  +  lgC  =  tgAtgBtgC 
ce  qui  est  démontré  (n»  95). 
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343.  Démontrer  que  ti  Von  représente  par  x,  y,  z  2e«  distancée  des 
sommets  d'un  triangle  au  point  de  concours  des  hauteurs,  on  a  les 
relations 

!•    S  =  ^{ax-]-by-\-C5) 

2*    2a6cna*xco8ëcA  +  &'yco8écB  +  c*'C08écC 

4  ^        *     ^  '      '       4  V  sin  A   ^    sm  B    ^    sm  C  /   ^  ' 

=  Rs(8iD Aco8A  +  8ioBcosB  +  sîn Ccos  C 
=  -^(8in2A+8in2B+8in2C)    (probl.  337,  ?•) 
=  2B>sm  A  Bin  B  8m  G  =  S 
2*  Le  deuxième  membre  égale 

2R  /'.EL225A  -i-  ^^  ces  B    ,    c»  C08  C  \ 
V    8in  A  sinB      ^     siu  C    / 

= 8R»  (sin  A  C08  A  +  8iD  B  C08  B  +  sin  C  cos  C 

= 4R)  (  Bin  2A  +  sin  2B  +  Bin  2C  ) 

=  16R*  Bin  A  sin  B  sin  G 

=  8RS=2a6c 

343  bis.  Si  dans  un  triangle  on  représente  par  x,  y,  z  les  distances 
du  point  de  concours  des  hauteurs  aux  trois  calés,  et  par  m  la 

somme  des  trois  quatrièmes  proportionnelles  -ï-  ,  —  et  — ^  ,  on  a 

X        y  z 

la  relation 

2xyi  =  R(2R  — m)« 

On  a  en  eiïet  a;=2RcosBco8G 

y  =  2R  cos  A  coB  G 
s=2Rco8AcobB 
donc  m  =  2R(co8«A  +  co8»B-i-coB«G)  (1) 

et  âDyss=8R)co8<Aco8SBcos*G  (2) 

De  plus,    cob«A  +  cob«B  +  co8«C  +  2cobAco8Bco8G  =  1  (3) 

ÉliminonB  le  produit  deB  coBinuB  et  la   somme  de  leurs  carrés  : 
réquation  (3)  donne 

2  cos  A  coB  B  cos  C  —  1  —  (  cos*  A  +  cos*  B  -f  cos*  G  ) 

ou,  à  cause  de  (1),  =i-.^=2^=^ 

d*où,  élevant  au  carré, 

f       «A       •«       •n      4R«— 4Rm  +  m« 
4  cos'  A  cos«  B  cos*  G  = 4h«~^ 
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OU  16R»  cos*  A  cos«  B  co9«  C  =  4R*^  4R»m  +  R«« 

par  suite,  Téquation  (2)  détient 

2jpi/*  =  R(2R  — m)î 


3a. 

divise 


lation 


Dans  un  triangle,  la  médiane  menée  par  l*un  des  sommels  A 
cet  angle  en  deux  parties  x  et  y;  démontrer  qtte  V(m  a  la  re- 


—   (b  e/  y  étant  du  même  côté  de  la  médiane]» 


donc 


donc 


AntrMMnt  :  Si  Ton  prolonge  la  médiane  jus- 
qui  sa  rencontre  en  E  avec  la  parallèle  à  AB 
menée  par  le  point  C,  on  a  Tangle  E=x 
et  CE  =  AB  =  c;  par  suite,  le  triangle  ACK 
donne  imœëdiatement  la  relation  cherchée 
c        ^.,     sino;       6 

—  := — . OU      -.         = 

X       sin  !/  siD  y        c 


'■r^'' 
£* 


BD 
AU 

sin  X  __  DC 
sin  B       A\y 

___  sin  y 
sin  C 

sin  05 

sîbî/  "~ 

•'"«;    mais 

sinx        h 
sin  y        c 

«in  B 
sinC  ■" 

c 

344  Mt.  Dans  un  triangle  on  a  b  =  34",  0  =  20"  et  la  médiane 
issue  du  sommet  A  compris  m  =  21 .  Démontrer  les  deux  rslaiiont 
i*  tgy-|-sinx  =  tgx 

2*    3cosëc2jî  — 2colgD  =  2 

(Brevet  de  TEnseignement spécial,  1872.^ 

\o  Pour  vérifier  la  première  relation ,  prolongeons  la  médiane 
(figure  précédente)  jusqu^à  sa  rencontre  en  E  avec  la  parallèle  à  AB 
menée  par  le  point  C;  nous  aurons  CE  =  AB  =  c  et  Tangle  E  =  x. 
La  vérification  peut  se  foire  par  pluBieurs  méthodes  : 

!'•  Méthode.  Dons  le  triangle  ACE,  les  trois  côtés  étant  connus, 
on  a,  par  les  formules  du  troisième  cas  des  triangles, 

,     X      4  /  3x14        1       j,  .     .  1  4 

*«-2=V'24X7-  =  75    ^^    *&«  =  7_-r  =  -3- 


d'autre  part 


iax 
sina5=  -     -         ~  = 


0+-^ 
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ce  qui  yërifie  la  rd»tion  proposée. 

2*  Méthode.  Appelons  n  la  longueur  A£  =  2m,  La  relation  trouvée 
dans  le  problème  précédent  donne 

8in  y  a     ^ 


d*ailleurs  on  a  o»  »«  6»  -f  »«^-  2bn  cos  y 

d'où  C08«=*^^^-^ 

par  suite,  tg«  =  ^^ni^^^ 

On.  de  même  ,gai=^'5,ï^-,- 

m    b  sin 

*»^=  c»  +  n«  — 6« 

En  mettant  les  râleurs  de  tgi/  et  tgx  dans  la  relation  A  vérifier,  il 
vient 

2en%inx      .    . 2cn8ina? 

ou,  en  supprimant  le  facteur  sin  a?  commun  A  tous  les  termes, 
2cn  ,  j 2cn 


ou  y  à  cause  de  la  relation    6  sin  y  =  c  sin  x    (probL  3^i4j , 

2cn  sin  x 


Si  Ton  remplace  les  lettres  par  les  nombres  de  renoncé,  chaque 
membre  égale  -^  ;  la  première  relation  est  donc  vériûée. 

2»  Pour  vérifier  la  seconde,  calculons  successivement  la  valeur  des 
deux  termes  du  premier  membre 

3  3 


3coséc2x= 


Or  sin  X  =  -g- 


8in2x       2  sin  x  cod  x 
4 


d'où  cos  X  = 


donc  3  coséc  2»  =  |  *  |*  3  =  X 

Le  triangle  ÂBD  donne 

sinD  _    c 
sin  X       BD 
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d*où  sin  D  = 


4x20         16 


5Xbu  ""liD 
Or  BD*  =  c«  +  tn«  — 2cmcosx  =  337 

par  suite  sio  D  =  — L-z- 

d'où  co8D=     ® 


/337 

Par  conséquent         2  cote  D  =  ^cosP       9 
^  *  smD        ¥ 

donc  le  premier  membre  est 

^-|  =  2  C.Q.F.D. 

346.  Démontrer  que  la  êurface  du  cercle  inscrxl  dans  un  Iriangk 
est  à  l'aire  du  triangle  comme  n  est  à  colg4  A  colg  i  B  cotg4  C 
L'identité  à  vérifier  est 


•|r  =cotg^  Acotg ^  B  cotg  ^  C 


or 


JVpL 


v/(p  — a)(p-6y(p-c)' 

346.  Démontrer  qu'un  triangle  est  rectangle  quand  on  a  l'une  des 
relations  suivantes  : 

1.  cotglB  =  ^ 

2.  S=p(p-a) 
1*  On  p«ul  écrire 

cote*  B-a  +  e_tinA  +  »\nC_'^h^-^^ 

sin-x-  D 

d'où  co8-2-B  =  cos-2-(A  — C) 

par  suite  B  =  A  — C    ou    B  +  C  — A=90» 
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20  S=p(p  — a)   suppose  que  Ton  a 

(p  — 6)(p  — c)=p(p  — a)    ou    lg«-2-A  =  l 

d'où  A  =  90» 

BmMrqne.  La  relation  précédenle  permet  de  conclure  que  dans  un 
triangle  rectangle  on  a  aussi 

S  =  (p-6)(p~c) 

c'est-à-dire  que  la  surface  égale  le  produit  des  segments  déterminés 
sur  l'hypoténuse  par  le  cercle  inscrit;  propriété  que  l'on  peut  dé- 
montrer directement  de  diverses  manières. 

347.  Démontrer  qu'un  triangle  e$t  Uocèle  quand  on  a  tune  des 
relationê  êuivantes  : 

lo    a  =  26cosC 

2o    sinA  =  2sinBcosC 

30    a  =  26sin^A 

40    (p-6)cotg^C  =  ptg-^B 

lo  On  a  a  =  6  cos  C  +  c  cos  B 

or  la  condition  donnée  entraine 

6co8C=eco8B 

•  it  I  b  sin  B 

81  l'on  y  remplace  —    par      .    ,i 

il  vient  sin  B  cos  C  =  sin  C  cos  B 

ou  tgB  =  tgC;    donc    B  =  G 

2o  On  a    sinA  =  sin(B  +  C)  =  sinBcosC-hsinCcosB 
or  la  condition  donnée  entraîne 

sin  B  cos  C  =rsin  G  cos  B 
d'où  tgB  =  lgC;    donc    B  =  C 

30  Dans  la  troisième  expression  donnée,  si  Ton  remplace 
a     ^,     sin  A 

vient  sin  A = 2  sin  B  sin  -^  A 

a  où         8inB= -, —  = j =  cos-^A 

2sin-g-A  2sin-2-A 
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donc  B  =  90>  — -^A 

par  suite  C=90«  — -^A 

4*  On  a     •  P  — &=f>tg2  Alg-^^G 

Or  on  tire  de  la  condition  donnée 

colg -^C 
donc  ^-^^^^K^*^    ^    AszB 

348.  Démontrer  qu*un  triangle  est  isocèle  quand  on  a 

atgA  +  6tgB  =  (a4-6)lg4(A  +  B) 
(Voir  nM19.) 

349.  Démontrer  qu,*un  triangle  est  rectangle  isocèle  quand  on  a 
le»  deux  relations 

H-co»g(45«-B)=^_^^(,     et    4S  =  a» 
{{  es(  équilaliral  ri  l'on  a  Im  deu»  reUUionê 

6'  +  ?!-«'=ai    et    i»JnBsmC  =  | 
b+c — a  4 


(Voir  n<»  120.) 

350.  Vérifier  que  si  Von  a  dans  un  triangle 

gin  A  -f  sin  C  =  2  sin  B 

on  a  aussi  Ig-ç^  Alg-i  B  =  -A- 

(Voir  no  121.) 

351.  Vérifier  que  si  l'on  a  dans  un  triangle 

cotgi-A  +  ootg^C  =  2cotg-^B 

on  a  aussi  cotg  ,.-  A  col  g  ,<  C  =  3 

(Voir  no  122.) 

362.  Démontrer  que  si  dans  un  triangle  les  sinus  des  angles  sont 

Digitized  by  LjOOglC 


rOffCnOIS  TtlGOHOinlTlIQIIl»  êK 

en  ffrogresêion  arUhmétiqtte ,  ii  en  e$t  de  même  dei  eoiangenUe  dtê 
demi- angles. 
(Voir  n- 123.) 

352  &Î8.   Démontrer  que  les  angles  et  les  côtés  d'un  triangle  ne 
peuvent  élt*e,  en  même  temps,  en  progression  arithmétique, 

i**  Méthode,  Si  Ton  suppose  que  les  côtés  sont 
a  —  r,    a,    a-\-  r 
et  les  angles  a  —  d.    oc ,    a  +  S 

la  relation  des  sinus  donne 

a  a^r      n-\-r      2a 


ou 


"sina      "8in(a— ô;        8in(a  +  ô)       sin(a — d) -|-sin(aH-Sj 
a  a 


sin  a       sin  a  cod  à 
par  soile  coe  S  =  1 ,    d*où    S = 0 

2*  Méthode,  La  somme  des  angles  est 

3a=180»,    d'où    a=60'> 
la  relation  de  Garnot  donne 

a«=(a  — r)«  + (a +  r)*  —  2(a«—r«)  008  60 
ou  a*:=a*4-»'*t    d'où    r  =  0 

Ainsi  rbypothèse  admise  entraine  1  égalité  des  angles,  et  par  suite 
celle  des  côtés. 

353.  Démontrer  gîte  si  les  cotangcntes  des  angles  d'un  triangle  sont 
en  progression  arithmétique,  il  en  est  de  même  des  earrét  des  côtés, 

(Voirno  467.) 

354.  Démontrer  que  si  les  angles  d'un  triangle  sont  en  progression 
arithmétique,  ainsi  que  coséc2A,   coséc2B  et  C08éc2C,  le  cosinus 

de  la  différence  commune  des  angles  ^*'  y  u  • 
(Voir  n*  468.) 

355.  Si  dans  un  triangle  on  a  la  relation 

sin«  A  +  sin»  B  +  8in«  G  =  2 
trouver  la  refation  qui  existe  entre  les  eâUs, 
(VoirnM25.) 

356.  Démontrer  que  la  somme  des  diamètres  des  cercles  inscrit  et 
ewmmmril  à  tout  triangle  est  égale  à 

acotg  A  +  ^cotg  B  +  cootgG 

(Voir  n»  464.) 
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Od  peat  proposer  comme  exercices  sur  le  même  sujet  la  plopart 
des  120  formules  ou  séries  de  formules  établies  au  chapitre  I  de  la 
deuxième  partie  des  compléments,  relativement  aux  triangles.  (Voir 
page  184,8  2.  n»  284.) 

Les  diverses  combinaisons  de  ces  formules  pourraient  également 
fournir  la  matière  de  nombreux  exercices.  Pour  en  donner  une  idée, 
citons  ici  quelques  relations  simples  et  remarquables,  se  rapportant 
aux  rayons  des  cercles  inscrit,  circonscrit,  ex-inscrits,  ainsi  qo^aux 
hauteurs  d'un  triangle. 

1*  B«latlon0  entre  !••  rayons. 

On  a  r=A 

P 


p  — c 

En  substituant  les  valeurs  de  ces  rayons,  on  vériOe  les  relations 
suivantes  : 

c'est-à-dire  n^ '\- r^'r"' =  bc   \ 

frf'  +  r'f^^'=:ae   [  (2) 

Par  suite 

fT'  +  rr"-i-rr"'4-r'r"  +  r'r'"  +  r'y"  — ot-foc-f  6c  (3) 

De  même 

fJf^'  ^r'r^"  -^-f^'r"'  —  rr^  "tr"  -^rr"'  ~^{a*  +  b*  +  6^)       (4) 
On  obtient  pareillement 

{r"-r)(r'"-i-r')=6«    >  (5) 

De  môme  (r'  — r")(r4-r'")  =  o'  — ft*   { 

Ces  formules  peuvent  aussi  se  déduire  des  autres  ezpretsions  des 
rayons. 
La  même  substitution  vérifierait  également  la  relatibn  connue 

r'  +  r"-fr'"-r=4R 
mais  on  y  arrive  plus  vite  par  d^autres  moyens;  il  suffit,  par  exemple, 
d*^outer  A  Tune  quelconque  des  formules  (21)  (n«  290,  d]  la  formule 
correspondante  (22). 
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4  W— .«• 

Ainsi  sin»  -^^  A  =     ^^ 

COS  ^A-— ^pj— 

donnent 

1=  ~"t?:"_^^r!!!rriL    ©u    W  +  f^  +  t-"'  — r  =  4R 

On  trouve  do  même     rW"=pS  =  pîr  (7) 

r'r"  +  r'r'"  +  r'V"  =  p«  (8) 

0I4. 6«  +  c»  H-  f-'^  4-  r"«  +  r"'«  =  t6R«  (9) 

Si  l'on  prend  les  inverses  des  valeurs  de  r,  r',  r",  r"'  tirées  des 

relations  (1),  on  obtient 

7-=  -p  +  -pr  +  -pr    déjà  trouvée  (10) 

De  même 

2*  B«UlloiM  entre  les  reyeiui  et  les  kanteors. 

Les  relations    ah=:bh'=ch"    donnent 
f^__bh'  ^  eh" 

d'où  -^= 


br.      \ 
i  __  oc     ' 


De  môme  -£-  =  Tr    »'  (^^^ 

Ce  que  Ton  peut  également  conclure  des  relations  données  par  la 
Géométrie  [Géom.,  n*  270) 

6c=2RA;    d'où    A  =  ^- 
ac  =  2RV  ^'  =  -m     ^  ^^^^ 

a6  =  2RA"  ^"  =  -^ 

Donc  --^+^^  +  _^  =  _y  +  _  +  _  (14) 

On  trouve  de  même,  à  l'aide  de  ces  relations  ou  des  autres  expres- 
sions des  hauteurs 

h  +  h'  +  h'^^z.^k^-^àl^ 
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On  a  encore  hh'  =  -rrr^ 

d'où  hh'  +  hh"  +  h' h" = -?£j^-£  =  ^  (  il) 

pur  suite  -^-^,-^-^4^p-^=^  (18) 

En  divisant  membre  à  membre  les  relations  (7]  et  (15),  il  vient 

r'r\'"        pîrft  R  ,.q. 


Cette  formate,  comparée  à  la  précédente,  donne 


(2D) 


hn'h"  ~~  fih'  +  /i/i"  -h  /l'/i" 

On  peut  encore  écrire 

»*^  r     ^.^^   -^-rr    -rj^r'  fa\\ 

'Kh'hT        hh!  +  /i/i"  +  h' h"  ^  '  ^ 

Si  Ton  ajoute  les  inverses  de^  valeurs  de  h,  K,  h",  on  obtient 
De  môme  -^-,  + -|^  _  4- =  J^    j 

1         1        J__    1       ] 

X  "^  "Â^  ~  A"  ~  r"    y 

En  comparant  les  relations  (10)  et  (22),  on  a 

-i,+-^  +  ^=|.  +  -J-+J^  (24) 

On  peut  encore  vérifier  la  relation 
(«  +  6  +  c)(±+|  +  i)  =  (fc  +  fc'+V')(4-  +  -Jr  +  -^)     (25) 

356  h%$.  Démontrer  que  la  iomme  dei  carrés  des  côtés  du  triangle 
ayant  pour  sommets  les  centres  des  cercles  ex -inscrits  est 

8R(r'-f-r"+r'") 

En  vertu  des  formules  démontrées  (q«  302,  form.  60),  la  somme  des 
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carrés  des  côlés  du  triangle  qui  a  pour  sommets  Oi,  0$.  O3  égale 
16R*  (cos«  -^  A  +  cos»  -^  B  4-  cos»  ^  c) 
Mais  on  a  (no  2y0,  form.  22) 

4Rco6«2A  =  »'"  +  »^" 

^RcOflî^BnrrW  +  r"' 

4Rcos2ic=r'  +  r" 
donc      4R  (co8«  -^  A  +  cos«  -j  B  +  cos«  i  c)  =  2  (r'  +  r"-h  r"') 
d'où     16R«  (c08«  Y  A  +  cosî  ^  B  +  C08«  -i  c)  =  8R  ( r'  +  r"  -h  r"^  ) 

§  III.  —  Équations  trigonométriques. 

EquatioiM  à  usa  inoonmie. 

357.  Trouver  le  plus  pelU  angle  positif  satisfaisant  à  Inéquation 
tg2x  =  3tga;.    (Sorbonne.  18  juillet  1868,  2/i  juillet  1869.) 

On  a       lg2ja=-:p2-Af?-;      donc      3lgaî=-,-?iE^_ 
®  1  —  lg*x  '  **  1  —  lg*a; 

ou,  en  supprimant  la  solution  tga;  =  0  qui  répond  à  x  =  0, 

3=    -A„ 
1  — tg*a; 

On  en  déduit     lg«  a;  =  -^,-     ou     tg  a;  =  i  v  3  ;     d'où     a?  =  30« 

o  o 

358.  Résoudre  Véqitation      tg  a?  -|-  3  cotg  x  =  4 

On  remplace  colgx  par   j-^-,    il  vient    tgxH--        =4 

ou  tg«J5  — 4lga?  +  3  =  0;      d'où      lgaî  =  2±l 

Pour  lgaî  =  3,      a:'  =  71<»33'S4",l  i  /mc  +  oj' 

tgaî^l,     x"  =  &  ®      I  /eit  +  œ'' 

359.  Résoudre  Véquation     tg ac -f  a6 colg x=a  +  h 

On  écrit  tga;H--^=a  +  6 

d'où  tg«x— (a  +  6)lga;  +  a6  =  0 

dont  les  racines  sont     tga?  s:  a     et     tg  a;  =  6 
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360.  Résoudre  Véquation     Ig  a;  —  colg  x  =  i 

On  écrit  tgcc  — -; =1 

igx 

d*où  lg«x  — tgic  — 1=0 

donc  tgaî  =  -s^  (iifc/5) 

La  première  valeur  lgx  =  --^^p —  est  celle  du  côté  du  décagone 
régulier  étoile  ou  la  corde  de  108o  ;  elle  égale  donc  2  sin  54o. 
Soit  a  Tan gle  tel  que    tg  a?  =  2  sin  54<» ,    on  a    x  =  /cic  +  a 
log  tg  a? = 0,208  9875  ;       a  =  S8o  16'  55",! 

La  deuxième  valeur     Ig a?  =  —  ^  [^ — 1)  =  —  28inl8« 

Si  a'  est  un  angle  positif  répondant  à  cette  valeur,  on  a  x=hK^x. 

2-  Solution,  —  On  peut  écrire    ^^^^  __ço8«  ^  ^ 
*^  cosaî        bina? 

d*où  sin*j?  —  cos*x:=8ina;co8a; 

ou  en  multipliant  par  2  les  deux  membres 

—  2cos2x=i8in2x 

d'où  tg2a5=  — 2,    etc. 

361.  Résoudre  Véquation    sin  6x  =  sin  7x. 

(Bacc.,  Dijon,  28  juillet  1879.} 
i'*  Méthode.  On  écrit    sin  5j;  —  sin  7x  =  0 
ou  26inxcos6a;=r0 

qui  se  décompose  en  deux  autres 

8ina;=0;      d*où       œ  =  Ae9c 
et  co86x  =  0;      d'où      6aî  =  (2A;4-l)^ 

d'où  «  =  i2fc  +  ll. 

2«  Méthode.  Le  théorème  énoncé  au  n*  10  permet  d'écrire  immé- 
diatement 

7aî  +  5aj  =  (2fc  +  l)it;    d'où    a?==-<^^li^ 

et  7a?— 5aî=3  2/cîc;  d'où    x  =  kn 

362.  Résoudre  Véquation    sin  4x  +  sin  a; = 0 

(Sorbonne,  27  juillet  i883.) 
Cette  somme  de  sinus  s'écrit 


55  3 

28in-2  a;co8-Ja;  =  0 


Digitized  by  CjOOQIC 


FONCTIONS  TBIGONOMtflRIQUIS  629 

équation  qui  se  déoompoM  en  deux  autres 

8in^aî=0;     d'où     ^x  =  2kiz    et    x=~!^- 
et    co8|ar=0;     d»où     |.a;=(2/fe  +  l)  |     et    x=  (^fc-f^^^c 

363.  Trouver  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  -^  satisfaisant 
à  Vêqualion  sin2aî  =  cos(x  +  /i) 

(Sorbonne,  25  octobre  1881.) 

Cette  équation  s'écrit     sin  2aB  =  sin  F^  —  (  a?  +  ^  )  1 
ou,  en  posant  pour  abréger  -^  —  A  =  a, 

8in2x-8in(a  — aî)  =  0     ou     28in  ^^^  cos  -*+"*  =0 
qui  se  décompose  en  deux  autres 

sm — ô — ="î    "<>"    — 5 — =«it    et    aj= — -75 

et    co8-^+*    =0;    d'où    .®+«_=2/c,r±|    et    a?=(4fc4-1)îc-a 

364.  Trouver  les  valeurs  de  x  satisfaisant  à  Véquation 

sin(x  +  a)  =  cos(3x  +  6) 

(Sorbonne,  9  novembre  1883.) 

L'équation  s'écrit     sin  (  x  +  a )  —  sin  T  ^  —  3x  —  6  j  =  0 

œ  +  a  —  ^+Sx-^b         aj4-a  +  -|— Sx— 6 
ou       2sin n cos «  =^ 

qui  se  décompose  en  deux  autres. 

gin  .«+_<l^_+3^±*  =0 

d'où       A^±«  +  *n?»L  =  fc„.,      x=(4fc  +  l)^-^ 

et  cosiL-tf  ±«^-3^-*  =0 

d'où      -2x+a-6+90.^(gfc^^)..     ^^a-^_^^k+^^^ 
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365.  Trouver  les  valeurs  dé  x  saHsfaiscmi  à  VéqucMc/f^ 
tg  2x  +  colg  0?  =  8  oos'x 

(Sorbonne,  5  novembre  1884.) 

L'équation  s'écrit    ^^  +  -^^  =  8  coe«aj 

d'où  sin  2a;  si  n  a;  +  cos  2x  C08  X = 8  cos*  x  sin  a;  cos  2x 

En  développant  dans  le  premier  membre  8in2a;  et  cos  2a?,  on  peut 
diviser  les  deux  membres  par  cosx,  ce  qui  supprime  la  solution 

cosx»0;      d'où      aî  =  (2A  +  l)-J 

II  reste  l=8sinxco8a;co82a) 

ou  l=48in2xcos2x^28in4a; 

d'où  sin4x=:-^ 

Donc        ^  =  ^     et     (     2/cit-h|- 

< 


d'où  X—  l 


366.  Résoudre  Véquation 

sin  â?  +  sin  2x  +  sin  3x = 0 

(Sorbonnc,  22  juillet  1884.) 
L'équation  s'écrit 

2  sin  ^  X  cos  Y  +  2  sin  ■J^  X  cos  i  a;=0 

3      /       X  3     \ 

ou  2  sin  -H^  X  I  cos  -^  +  cos  -s^  X I  =  0 

3 
ou  4sin-^xcosxcos2x=:0 

qui  se  décompose  en  trois  autres. 

q  q  ^JCK 

sin-^x=:0    qui  donne     -^x  =  fcK;     d'où     x=-^ 
cos  X  =  0  —  X  =  2/:k  ±  ^- 

C082x  =  0  —  2x  =  2iki:=t:.|;     d'où     x  =  4/fcicifcic 
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367.  Trouver  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  el  2ic  qui  satis- 
font à  Véquation 

sin  2j;  =  C08  3a; 

(Sorbonne,  6  novembre  1884.) 

En  remplaçant  sin2x  par  le  cos  de  Tare  complémentaire,  on  a 

co8  3jî  =  cosr^  — 2a5j 

Or,  pour  que  deux  arcs  aient  même  cosinus,  il  faut  que  leur  sommo 
ou  leur  différeoce  soit  un  multiple  de  2ic;  on  a  donc  (n«  10) 

3x4-  2 — ^x  =  2kr.     et     3j5— ^  +  2.7;  =  2/cic 
c'est-à-dire  x  =  2kn  —  -^ 

et  x^l-  (^2kic  4-  -1)  =^  (4/:  +  1  )  iï 

La  première  formule  donne  pour    /c  =  1 

3 

x=  ,^  « 

et  la  deuxième  donne  pour    ^  =  0,  1,  2,  3,  4 

^        it         ^ iz        ^        9n        ^       13ic      ^.     ^__  177C 


368.  Aëioudre  T^ualion 

2sinx=:siQ  (45*  — x) 

(Sorbonne,  24  avril  18C3, 11  novembre  1864,  18  avril  1868; 

Saint- Cyr,  1870.) 

ou  2sinaT=:8in45«co8a;  — co845»sina; 

Or  sin  45*  =  cos  45°  =  -  ^- 

donc     2 sin 03  = -^Y"  (cos a;  — sin oj);    d'où    (2  + -  à- )  1?®= -^9 

i^x=-^-~\      aj  =  14o38'19",72      et      fcir  +  x 
4+t/'2 

368  his.  Déterminer  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  Véquation 
8in2x4-cos2aî=/2  sin  a; 

(Bacc,  Toulouse,  13  avril  1885.. 

On  écrit  8in2jc  +  sin  (-î  —  2a5)=/2"8inx 

ou  2sin  y  cosr2x— y  )  =v^2"8in« 
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Or  8iii-T^  =  -^^     et     co8(  2x  — -^  )=Binx 


donc  en  substituant     8i>^  (  ^  —  2x  +  ^  |  =  sin  x 
On  en  déduit 

^--2r=x— 2Jfc«;  d'où     x  =  -^+^ 


et  ■^— 2x  =  (2fe  +  l)iî  — œ;     d'où     aî  =  — 2Jkic  — ^ 

369.  Résoudre  Véqualion 

2sina;  +  3cosa;  =  3 
Écrivons  3  cos  ac  =  3  —  2  sino; 

et  élevons  au  carré 

9  cos*  X  =  9  +  4  8in*aî  —  1 2  sin  a; 
ou  9(1  —  sin*x)  =  94-4  8in«aî  — 128in« 

ou         ISsin'x  — 128ina;  =  0     ou     8ina?(138inx  — 12)=0 
donc  8inx=0         qui  donne    x=0 

et  sin  a?  =  Il     qui  donne     x  =  67»  22'  50" 

Cette  équation ,  de  la  forme    a  sin  x  +  ^  cos  x  =  0,    peut  encore  se 
résoudre  comme  au  probl.  374. 

2tfFX 

370.  Résoudre  Véqualion     cos  x  =  4  +  tg'x 

(Sorbonne,  13  juillet  1880,  23  mars  1882,  21  novembre  1885.) 
1r«  Méthode.  On  écrit 

T+W="(i  +  K)'      '"     (i  +  lg«x)«=4lg«x(l  +  tg«x) 
ou  (l-t-tg*aî)(l— 3tg«x)=0 

Le  premier  facteur  égalé  à  0  donne  des  valeurs  imaginaires',  donc 

tgtx=^;      d'où      lgx  =  ifc^/J 
x  =  30« 


2*  Méthode.  On  peut  écrire 


x  =  /cicd=~ 


n  sinx 


2tfi:x  cosx        2  sinx 

co8x=  yqp»-.-  =  —^—  =  — j— 

cotf*  X  cos  X 

ou  cosx(l — 28inx)  =  0 

d'où  l=2sinx;     d'où     sinx^-^-»     x=sjbc±30* 

cosx  =  0;    d'où    x=r(2;t4-l)^ 


et 
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3*  Méthode,  En  remarquant  que  le  deuxième  membre  n*est  autre 
que  la  valeur  de  8in2a;  en  fonction  de  igx,  on  a  immédiatement 

cosa;  =  8in2a;=28ina;cosx;     d'où     co8a;(l — 28ina;)=0 
vériûée  par         cos  a;  =  0  ;      d'où     a;  =  (  2/cîc  + 1  )  ~ 
et  par  8inaî=^;     d'où     x  =  kTz±i30^ 

371.  Calculer  l'angle  x  déterminé  par  la  relation  suivante 
sin  {x  4-  45»)  +  sin  (x  -f-  75")  =8in82* 

(Sorbonne,  23  juillet  1862.) 
La  formule  (23)  [Trig.,  n»  46)  donne 
8in  (x  +  450)  4-  sin  (a;  +  75»)  =  28in  (aî4-  60<»)  cos i5o  =  sin 82« 

d'où  ein(a.  +  60o)  =  ^m^ 

log8in82«  =  l,9957528 

r2  =  1,698  97 
r  cos  150  =  0,015  056  2 


1,7097790 
05 +  60» =30»  50^13^9 
aî  =  — 29»  9'46",1 
et  les  angles  qui  sont  donnés  par 

2kn-\-x      et      (2/c7c-rl)it— x 

372.  Quel  est  Varc  dont  le  cosintis  égale  la  corde  f 
On  a  à  résoudre  Téqualion 

cos  a?  =  2  sin -î- 

ou      1— 28in«-|.=2sin-|-     ou    2sin«-| +28in~ -1=0 

La  racine  positive  est  inférieure  à    + 1  ;    mais  la  racine  néga- 
tive est  plus  petite  que  ~1.  Donc  la  seule  valeur  admissible  de 

Binfest  -^+^ 

Si  a  eet  Tun  des  arcs  correspondant  à  ce  sinus,  on  a 

-ï-=/fîcifca;      d'où      a;  =  2An±:a 

Les  arcs  cherchés  se  terminent  aux  extrémités  d'une  corde  parallèle 
à  BB . 
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373.  Déterminer  un  angle  iel  que  la  iomme  de  set  eix  li0ne»  irigo- 
nomélriqueê  êoU  égale  à  une  guanlilé  donnée  m. 

(VoirD»  167.) 

374.  Résoudre  les  équations 

i*    coix-^-v^ %inx  =  i 
{Sorbonne,  12  juillet  1876,  26  avril  1884;  Amiens,  9  juiUet  1883.) 
2*    /3"8inx-|-co3x  =  2 

(  Sorbonne ,  SS  juillet  1878.) 
3*    sinaj-h/â"  cosaî=/2 
'Sorbonne,  28  juillet  1880,  4  décembre  1885.) 
Oe  équations  sont  de  la  forme 

asinx-f  6co8x  =  c 

En  posant  lg9  =  — ,  les  valeurs  de  x  sont  données  par  la  formule 

sin  (as  +  9)  =  ~  cos  9 

D'ailleurs  la  condition    e*!^a<  +  ^*    est  satisfaite. 
La  1'*  équation  donne 

a;  =  120*     et     ic  =  2/c«±120* 

la  2«  donne  «^^^^t        ©^     x  =  ifcic+-5 

et  la  3*  x  =  7î)*,    etc. 

Voici  deux  autres  solutions  détaillées  de  la  première  équation. 

l^*  Solution,  En  mettant  dans  Téquation  donnée  les  valeurs  de 
sina?  et  de  cûsx  en  fonction  de  igx,  et  chassant  le  dénominateur, 
il  vient 

1  -f  V '3  tgj5=v^'r+"tg*x 
(l\)ii,  élevant  au  carré, 

1  +  2/3"  tg  x  +  3  tg*aî=  1  +  tg*a? 
ou  2tg*aî-h2/3  tgaj=0     ou     2tga;(tgx+/5")  =  0 

En  égalant  chaque  facteur  à  zéro ,  il  vient 

tgx=0;  d'où     a;=0    et    kn 

et  lgaî  =  — v^3;     d'où     ^  =  ^    et    kit  +  ^ 

2*  Solution»  A  cause  de    tg60*=v'^3',    on  peut  écrire 
cos  Jc  +  tg  6O0  sin  X = 1 
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«««^1    sinônoBÎna;        C08xoos60*  +  8in60osina; 

ou  C06J?  4- =s — '^ry = 

^       coseu»  C0S60» 

C08(X  — 60")  __. 
"  C08€Ô^ 

d'où  cos(a;  — 60»)  =  cob60 

d'où  enOn  ic^60*  =  ±60* 

Donc  (  x=:0    et    2^ 


120*    et    2/cîc±:i20" 


374  6t8.  Etant  donnéa  les  deux  équations  simullanéei  : 
8inaî  +  v^3co8œ  =  t 
sin  X  +  C08  x  =  m 

trouver  !<>  lei  valeurs  de  m  telles  que  les  deux  équations  soient  véri- 
fiées pour  la  même  vcUeur  de  x^2*  les  valeurs  de  x  correspondantes. 
(Bacc,  Rennee,  17  avril  1885.) 

En  résolvant  la  première  équation  par  Tune  dee  méthodes  du  pro- 
blème précédent,  on  obtient  x  =  —  30«.  Les  valeurs  du  sinus  et  du 
cosinus  de  cet  arc  substituées  dans  la  aeconde  équation  donnent 

m  =  i(v^-l) 

Les  valeurs  correspondantes  de  x  sont  comprises  dans  la  formule 
a;  =  2/cic  — 30 

375.  Résoudre  8in(a;— a)=8inx— sina 

(Sorbonne,  26  juillet  1873;  Concours  académique, 
Besançon  et  Nancy,  1877.) 

On  peut  écrire         sin  a  =  sin  a;  —  sin  (  a?  —  a) 
ou  28in  Y«cos— a  =  28in-^  acos  (jt?— ^aj 

En  supprimant  le  facteur  commun  2  sin -^  a,   il  reste 


cos  (as  —  ^  a  )  =  cos  ô- <* 


d'où  a— -|-  =  2/tîc±-|- 

Donc  x=0  =  2k'K 

x=a=2knàza 

376.  Résoudre  co82aî  =  co8x  +  l 

(Sorbonne,  13  novembre  1866;  Saint-Cyr,  1877.) 
On  peut  écrire        cos»  x  —  sin*  oc = cos  x  +  i 
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ou  CO8««  —  (l—C08«aî)  =00805  +  1 

OU  2C08*«  —  008» — 2  =  0 

d'où  C08aî  = j^ — 

4 

La  valeur  positive,  étant  supérieure  à  Tunité,  doit  être  rejetée; 
l'autre  donne 

x=141My54",09    et    2fcic=bx 
On  peut  encore  écrire 

coBX  =  cos2x  — 1  =  —  28in*x=2co8*a5  —  2 
d'où  2co8*aj  — cosaî— 2  =  0,    etc. 

377.  Résoudre  V équation 

sinâc  tgx  +  2  C08x=m 

On  indiquera  les  conditions  de  possibilité  du  problème,  (  Saint- Gyr, 
examens  oraux,  1864.) 

Remplaçons  tgac  par  -f*~,  il  vient 
cos«c 

8in>  CD  +  2  008*  X  =  m  cos  07 

ou  1  —  cos*aj  +  2cos*x  =  mco8x 

ou  co8*a?  — mcosx  +  l  =  0 


d'où  co»»  =  :!?^*^Hi 

Pour  qu'une  valeur  de  coso;  soit  acceptable,  il  faut  qu'elle  soit 
réelle  et  comprise  entre  +1  et  — 1.  La  condition  de  réalité 
est  m*  — 4^0;  la  valeur  de  m  doit  être  en  dehors  des  racines 
de  m«  —  4  =  0. 

De  plus,  les  racines  de  l'équation  proposée  sont  de  même  signe; 
elles  sont  positives  pour  m>  2;  mais  la  plus  grande  étant  supérieure 
à  1,  la  plus  petite  seule  convient.  Les  deux  racines  sont  négatives 
pour  m< — 2;  mais  alors  la  plus  petite  étant  inférieure  à  — 1,  la 
plus  grande  seule  convient. 


On  peut  écrire      cos  a?  =  -y  f  1  zfc  y/l  — -^) 


en  posant    — {•=:sin*9,    on  a 


2 
cosa?  =  — -  (l±cos9) 


ce  qui  donne  cos  a?  =  m  cos*  -| 
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378.  Résoudre  ain  x  +  cos  x  =s  a. 

(Sorbonne,  29  juillet  1872.) 
Calculer  igx,  (Bacc,  Dijon,  novembre  1880.) 

i"  Solulion,  Cette  équation  étant  de  la  forme    asinx-f  6co8aî=c, 
on  peut  la  résoudre  par  la  méthode  connue  rappelée  au  probl.  37/i. 

2«  Solution,  En  élevant  au  carré,  on  a 

Bin'a?  +  co8*«4-  2  sin  x  cos  x  =  a^ 

ou  l  +  8in2aî  =  a« 

Donc  sin  2»  =:  a«  —  1 

La  condition  de  possibilité  est 

(a«  — 1)«<1    ou    a*  — 2a'  +  l<l 

ou  a*  — 2a*<0    ou  enfln    a«— 2<0 

Donc  a  doit  être  compris  entre  +v^2  et  —y/S". 

3*  Solution.  Si  Ton  soustrait 

sin«x-hco3*aj4-2sina5cosaj  =  a*    de    2sin*a;-h2cos*ar  =  2 

on  a  (sinx  — cosa;)«=3  2  — a* 

ou  sinx — cosx  =  =fc\/2  — a* 

et  comme  sin  x  +  cos  x  =  a 

donc  sinx=  Y{a±V^2  — a*) 

et  cosx=-s-  (aqFv'2  — a«) 

La  condition  de  possibilité  est 

2  — a«>0    ou    a«  — 2<0,    etc. 
4*  Solution,  On  a 
_.    ^  ,  - -„  ^ sin  X  cos  45©  +  cos  x  sin  45o       2  sin  (45o  -f  ^) 

SlU  X  T~  COS  X  — —  ^^— ^— ^— ^— —  -  -  r ^;— — 

cos  4û»  y^2 

donc  sin(45«  +  aj)  =  -^V^=-^-,    etc. 

^  y/2 

5«  Solution;  calcul  de  la  tangente.  On  écrit 
tflrx         ,  1 


•l+lg*«"       v'r+l~g«x^ 
d'où  (a«--l)tg«x  — 2tgx  +  a«  — 1=0 

La  condition  de  possibilité  est  comme  précédemment  2— a<>0,  etc. 
Le  produit  des  racines  étant  1 ,  ces  racines  sont  de  même  signe;  leur 
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2 
signe  commun  est  celui  de  leur  somme  •  ,^_i-«  Elle»  seront  posi- 
tives ou  négatives  suivant  que  a  sera  extérieur  ou  intérieur  aux  ra- 
cines d=l  du  dénominateur. 

379.  Réioudre  tg« »  +  cotg« a  =  m».         (Bamt-Cyr,  f8GV) 

Ajoutons  à  chaque  membre  2tgxcotga?  ou  2,  il  rie&t 

(.gx+,JJ'=m.  +  2.    ou    (i^)'  =  ..  +  2 

c'est-à-dire  (-^^2^)'="*'+^ 

■  »  itex 

à  cause  de  sw  2x  =  ^  ^  ,^1  j.  ; 

Condition  de  possibilité      2-hm^ 
d'où  w»  ^  V'^^ 

j4u/rc  méthode.  On  « 

Pour  que  les  4  racines  soient  réelles,  il  faut  et  il  suflit  que 

m«  — 2>0 
condition  précédemment  trouvée. 

380.  Résoudre  /* ^  +  77!^r=«'-  (Saint-Cyr,  1875.) 

ol|l  »I7  eus  J! 

On  a,  en  chassant  les  dénominateurs, 

a  (  cos  a;  4-  sin  a?)  =  6  sin  a;  cos  x 
ou  2a(cosaî-i-8ina;)  =  26sinxcosx 

ou  2a  (cosaî4-sina;)  =  6sin2a? 

Élevons  au  carré 

4a«  (  1 -f  siQ  2a;)  =  6>  sin«  205 

d'où  6*  sin«  2x  —  4a'  sin  2a;  —  4a*  =  0 

équation  du  second  degré  qui  donne    sin  2a;. 

381.  Trouver  Varc  dont  la  tangente  est  égate  au  cosinus,  (Bacc., 
Poitiers.) 

11  faut  résoudre    cosx  =  tga?    ou    cos«x  =  sina? 
0»  i^sii^QSs^aln» 
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c^est-à-dire  sin'  a?  +  8ina9  —  IsO 

d'où  8ma=-^(— l=tv^ 

La  solution   —  (  — 1  —  v^)    est  à  rejeter;  donc 

éê 

C*68t  Tare  dont  le  sinus  égale  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit. 

382.  iîéioudre  slnx  +  sin(a^a?}  =  m.        (Saint-Cyr,  1864.) 

On  a     sinx-|-sin(a— x)a=2sin-j  acosfx  — -S-^=m 

d'où  cos('aî-4'|  = ^ 

^         ^^      28in^ 


ï« 


Soit  a  une  valeur  de  x  —  -^ ,    on  en  tire 


a-^=2ifciidta 
d'où  aD=i2ikic+-|-±« 

383.  Trouver  le  sinus  et  le  cosinus  de  Vangle  x  qui  satisfait  à 
Péquation 

tg3aî  +  tg«=0 

donc  3tga?.-tg»ag  ^tgg=0 

d'où  tgaî{l  — tg«a5)=0 

équation  qui  se  décompose  en  deux  autres  : 

tgaj=0 
qui  donne     x=0    ou    x^kK,    sina?=0,    cosa;=l 
et  tg«aj=3l;    d'où    tgaî=±l 

qui  donne 

«=ifc45<»,    sinx=±lv^,    co8aî=ifc-|v^ 

384.  Trouver  l'are  x  tel  que  le  rapport  de  sa  tangente  à  sa  corde 
êoU  égal  à  un  nombre  donné  m.  (Saint-Cyr,  1872.) 
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La  corde  étant  double  da  sww  ée  la  moîlié  de  Tare ,  ott  • 
-iS* — =m,    on    tg9=B2mBin-5-x 


2  sin  -^  a; 


4|u^on  peut  écrire 


2Bia-n^xco8^a9  . 
1 ^  =:2maui-|  « 

cos^f-siûtf      .  2 

coB-l-a; 


■ou  -j *•  w* 

2cos»-i-»  — 1 
•ou  enÛD  2incogJ»-â»— cos-^aî— m=0 


dOÙ  008^»  = ^^ 

Discuêsion.  Les  coefficients  des  termes  extrêmes  de  Téqualion 
étant  de  signes  contraires,  les  racines  sont  toujours  réelles,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  m,  et  elles  sont  4e  signes  contraires.  Pwnr 
<]u*elle8  puissent  convenir,  il  faut  qu'elles  soient  comprises  entre  «  1 
«t  +1. 

Or  en  substituant  à  cos  -^  les  valeurs  + 1  et  —  1 ,  on  a 

2/n  + 1  —  ♦^     et     2in  —  1  —  m 
ou  m-t-1      et     m — 1 

pour  que  ces  deux  valeurs  soient  positives,  il  suffit  que  Ton  ait 

Si  cède  condition  est  remplie,  les  deux  racines  conviennent  et  le 
problème  a  deux  solutions. 

Si  la  valeur  de  m  était  comprise  entre  0  et  1 ,  la  plus  grande  ra- 
•cine  serait  à  rejeter,  et  le  problème  n'aurait  qu'une  solution. 

385.  Délermincr  Varc  z  d'après  (a  relcUion 
cotg»  X  —  séc»  x  =  -r 

On.  60tg»x=^,-l-y. 

^'»'"'  sectx-1  — <c««=| 
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OU  Béc*aî  — l^séc^rc  — 4=^ 

d'où  8écaî=±y/î^ 

En  remplaçant  cotg«aî  par       ^^   et  séc»»  par  l  +  tg«aj,  on  a 
également  à  résoudre  une  équation  bicarrée  qui  donne 


tga;=±y/ 


— 5ztv 


Autre  solution.  On  écrit 

ain^x        cos««  ~li 
ou  4co9*aj— 4(1— co8«aî)  =  cos«a>(i  — coM») 

d'où  5coB<x  +  3co8«aj— 4=0 


c^rty/- 


s±z\/m 


COSX=ziz\/  jç 

386.  Trouver  un  arc  positif  satisfaisant  à  Véqualion 

3coB«aî  +  28in«aî=:2,75 
En  posant  sin* x=y 

on  a  co8>a;  =  l  — ys 

l'équation  proposée  devient 

3-3yi  +  2yt  =  2,75 
ou  y*=0,25;        d'où    y  =±0,5 

c'est-à-dire         8inaî  =  ^;  d'où        x=30» 

0*  8in«s=  — "2^;      d'où        aî=210» 

On  peut  encore  écrire 

co8«x  + 2  =  2,75    ou    co8«x=0,75=-| 

d'où  co8a>=±:^ 

387.  Trouver  les  plus  petits  arcs  positifs  qui  satisfont  à  Véquation 

58in>a;  — 2co8>x  — Ssinxcosx^O 
^^^°*         -^^  =  ^^  =  y:    d'où    8inx  =  ycoflx 

eus  £u 

a  vient  (5y«  — 3y-2)co8«»=0  ^ 

Digitized  by  CjOOQIC 


642  EXERCICES  ET  PROBLÈMES  DE  TRIGONOMÉTRIE 

qui  se  décompose  en  deux  autres 

co8«aj=0;    d'où    8inaî=l 
valeur  qui  neyérifie  pas  Téquation  proposée;  et 

5y«-3y-2=0;    d'où    y  =  tga?=-?^ 

ou  |^'=3tgxs=sl;    d'où    a8=45» 

et  i;"  =  tgaî  =— 0,4;    d'où    aî=:i04o2'10" 

388.  Résoudre    2  sin»  3x  +  sin»  6x  =  2.    (  Borbonne ,  17  Juillei  1878.) 

Posons    3x=i//    nous  aurons  à  résoudre 
2sin«v-f  sin*2T/  =  2 
ou  Bin*y  +  28in«î/(l  — 8in*î^)ssi 

ou      •  28i!i*y*^38iiï«vH-4=^ 

d'où  BÎn*  y  =  1    et    -x 

i/2 
par  suite  8iny  =  =tl    et    ±-^ 

Les  valeurs  de  y  sont  donc 

.  (2A:  +  1)|    et    (2/e  +  l)|±f- 

et  les  valeurs  correspondantes  de  x  sont 

(2A  +  1)|    et    (4;c+2±l)| 

388  bis,  Réioudrê  Véquaiion 

sin»  x  +  2  sin  a;  cos  œ  —  2  cop*  œ  =  ni 
Pour  quelles  valeurs  de  m  existe-t-il  des  solutions  ? 

Calculei'  les  valeurs  de  x  pour    m  =  -^» 

(Bacc,  Nancy,  28  juillet  1885.) 

Remplaçons  les  sinus  et  cosinus  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  U 
tangente 

tg«^     ^     2tffa?         2 ^  • 

1-f  tg«a;       l  +  tg«a;       l+tg*aî 

ou  (1  — m)tg*a;zt2tga;— (24-m)=0 

Il  suffit  que  les  racines  de  cette  équation  soient  réelles  ;  la  condition  est 

1+(l_m)(2+m)^0 
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il  faut  tlono  que  m  soit  compris  entre  les  racines  de  ce  trinôme, 
c*e8t-à-dire 

2 <^< 2 


ou 


On  a  tga>=  ±l-*v'^-'5^(r  +-•">- 

V^  1  —  m 

pour    m  =  -ï^ ,    on  obtient 

tgx=±1;    d'où     x'  =  A:irit45o 
et  tgaî=±5;    d'où    ic"  =  fc;r±:78o41'24",24 

389.  /?«oudrc  cos^_^  __  ^         (Saint- Cvr,  1873.  ; 

ces  (a  —  X)  ^  -  ' 

On  peut  écrire     i08«+ço8(rt-x1  ^  m +  1 
"^  coso?  —  co8(a  —  aï)        m  —  1 

2008-»-^ (f-x)  ^^^^ 

2«n»si„(«-«)        —^ 
ou  enfin  cotg  |  colg  (|  -  as)  =  ^  J[^ 

d'Où  ^    -'Kf-'')-^'^^ 

Connaissant    -n- — x,    on  en  déduit  facilement  la  valeur  de  x. 

390.  Résoudre    8in2x=m8in3a;^    m  étant  supposé  positif .  (Saint- 
Cyr,  1872.) 

On  a  2  sin  x  cos  x  =  m  sin'  x 

ou,  en  supprimant  la  solution    8inx  =  0,    d'où    x=^hK^ 

2cosaî  =  mBin*jB  =  m(l  — cos*x) 

ou  m  008*07 +  2  cos  a;  —  ms=0 

d*ou  co8a;=-  ^ 


m 

Les  deux  valeurs  de  cosœ  étant  inverses,  la  racine  négative  doit 
être  rejetée  comme  plus  grande  que  Tunité. 
Si  Ton  veut  rendre  celte  formule  logarithmique ,  on  peut  écrire 

m*  + 1  =  tg«  a 
d'où  cosa?  = (*+tga) 

d'où  enfin  co9«=- J-. -«i-"i*^+-«-)vl 
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39i.  Béêoudre    5co8«aj  — 3co8aî  — 1=0.    ( Saint -Cyr,  1873.) 
Cette  équation  du  deuxième  degré  donne 

ou  co8x'=0,8385I65    et    cos a?"  =  —  0,2385165 

logcosx'=f,9235115;    d'où    x' =33<»0'58",3 
logco8aj"  =  r,3775184;    d'où    «"  =  103» 4756",* 

et  tous  les  arcs  compris  dans  la  formule 
cos{2kKzhx) 

392.  Réêoudre  Véquation 

sin  0?  +  sin  2js  +  sin  3j;  +  siu  ^  =  0 
(Voir  no  131.) 

393.  Résoudre  Véquation 

8in3j(;  =  86in'a3 
(Voir  no  132.) 

394.  Rétoudre  Véquation 

6in5as=16Bin<^a) 
(Voir  no  133.) 

395.  Résoudre  Véquation 

tgSoî  +  tg2x  +  tgaj=0 
(Voirnol3i.) 

396.  Résoudre  Véquation 

atga;  +  6cotga;=e 

Si  ^  et  h  restent  invariables,  entre  quelles  limites  doit  tomber  c  pour 
que  le  problème  soit  possible?  (Bacc,  Dijon,  1872.) 

l'«  Méthode.  On  écrit 

atgaj  +  T — assc;    d'où    atg*ac— ctgaî4-6=0 

tgflC 

d'où  igx=  c=t^V^c»-*gL 

Si    a6>0, 
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Si    a6<0, 

Il  faut  que  c  soit  en  dehors  des  raeÎMS  d«  Irinôme  sous  le  radical, 
c*est-à-dire 

c>  +  2v^    et    c<— 2/âF 

Il  y  a  deux  valeurs  pour  Xg  x:  a  et  p;  d*où 

aî=/cic4-a    et    aj=/c«  +  p 

2*  Méthode.  On  écrit 

a  sîn  a?    ,    6  cos  x 

■  «^ — I =c 


oosa  sin^; 

d'où  auuÊ^X'\'k€9Ê^xmK€mmxoww 

d'où  -1(1— C082x)  +  -|(l+C082a5)  =  ^8in2aj 

ou  C8in2»  +  (a — b)ùM2xs;=:a-\-b 

équation  connue. 

397.  Trouoet^  U$  vaUnn  de  igx  d'a/prH  réqualion 
ig*x:=smig{x  +  a)tgiX'^a) 
discuter  la  soluU<m  et  calculer  sans  tables  la  valeur  de  x  quand  m  =  1 . 
(Sorbonne,  26  octobre  iSBl  et  28  juillet  1885.) 

D'après  la  formule  de    tg(a±:6],    féquation  peut  s'écrire 

^  1 — tg*xtg*a 

ou  tg*atg*«  —  (1  —  m)tg*x  —  mtg«a=:0 

Si    m>l,    l'équation  a  deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires. 
Si    m=0,    il  y  a  deux  racines  nulles;  les  deux  autres  sont 

^  tga 

Si  m<0,  les  quatre  racines  sont  réelles  quand  le  dernier  terme 
est  positif,  le  second  négatif  et  que  b* — 4ac^0.  Or  les  deux  pre- 
mières conditions  sont  remplies,  et  la  troisième  donne 

(1  — m)«  — 4mtg*a^0    ou    m«— 2m(l  — 2tg*a) +  1^0 
ce  qui  exige  que  m  soit  inférieur  à  la  plus  petite  racine  de 
m«  — 2m(l  — 2lg*a)  +  l  =  0 
AffAicatian*  Pour  m=l,  l'équation  à  résoudre  se  réduit  à 
tg*«=l;    d'où    tg«  =  dbl 
par  suite  âD=s45*    et   /cnrf-45» 

ou  «oai35*    et    Aic  +  i30» 
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308.  Résoudre  Véquation 

ootgx  — tgx  =  Binx  +  C08  a? 

(École  des  mines  de  SaioUÉlîenne ,  1882.) 

On  écrit  -<^??^«.lîIiiL  =8inx4-co8X 

smcc       cosx  ^ 

ou  co8*a; — 8in*x=:(8ma;4-co8x)8ma7Cosx 

ou      (cosx  +  8mx)(co8X  —  8Înx)=:(8inx  +  co6x)8inxco6a; 

Si  Ton  divise  les  deux  membres  par    sinx+cosx,    on  supprime 
la  solution 

sinx4-co3X=0 

d'où  tgx=— 1    et    x=fcic  +  i35» 

il  reste  cosx — sinx=28inxcosx=sin2x 

En  élevant  au  carré, 

4(co8*x  4- 8in*x) — 8  sin  X  co8x= 8in>  2x 
ou  4  — 4  8in2x=sin*2x 

ou  8in>2x  +  48in2x— 4=0 

d'où  8in2x  =  — 2zt>/4T4  =  2(=fcv/2  — 1) 

La  valeur  positive  seule  convient.  En  désignant  par  a  Tun  des 
angles  dont  le  sinus  est    2(v^  —  1),    on  a 

^        t2kK  +  a  ._  j^  +  f 

2x=:{  doù    x=< 


390.  Résoudre  et  discuter  Véquation 

a  C08*  x-|-(2a«  —  a  +  l)sinx  —  3a-fl=0 
(Voir  no  164.) 

400.  Résoudre  et  discuter  Véquation 

sin  X  sin  3x  =  m 
(Voir  no  165.) 

401.  Résotuire  Véquation 

sinx  +  sin2x  +  sin3x=>l  +  cosx-hcos2x 
On  écrit 

(sin  X -h  sinSx)  +  sin  2x  =  (1  +  cos2x)  +  cosac 
ou  2Rin2xco8x  +  8in2x  =  (2cos*x)  +  co8X 

ou  sin  2x  (1  +  2  cosx)  =  cosx  (14-2  cosx) 

ou  2sinxco8x(l  4-2oosx)  =  cosx(l  4-2cosx) 

ou  endn  (1  4-2cosx)(2sinx  — I)co8x=s0 
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En  égalant  chaque  facteur  à  zéro,  il  vient 

co8a?=0;    d'où    a  =  2fcic±-^ 

H-2co8»=0;    d'où    aî  =  — *  =2/cicdb-?g^ 

et  2sinx— 1  =  0;    d'où    a?  = -j- «» 2*it  +  ^ 

ou  (2A-  +  l)it-|- 

Q 

402.  Réioudre  sin^aj-f  co8*flo  =  -g-  (  Saint -Cyr,  1874. 

La  relation    sin* x 4- cos* x  =.  1    donne,  en  relevant  au  carré, 

sin*  X  +  cos*  a;  4-  2  sin»  x  cos*  x  =  i 

2       1 
donc  2  sin*  x  coç«  a?  =  f  —  "T  =  "4^ 

qu'on  peut  écrire 

2  2 

4  sin'  a:  cos'  jd  =  -;x-    ou    sin«  2x  =  -«^ 

d*où  8in2x=i/-;y. 

Soit  a  l'angle  tel  que 

logsin2x  =  -^  (log2  — Iog3) 

ona  2a;  =  2;c7c  +  a    et    2a:  =  (2/c4- l)it  — a 

qu'on  peut  résumer  ainsi      2xs=  kn±0L 

d'où  -  =  ^±f 

On  peut  encore  retrancher  membre  â  membre  la  3«  relation  de  la 
précédente-,  ce  qui  donne 

sin**  X  4-  cos*  X  —  2  sin*  x  cos*  J?  =  ^  — q  =  r 

ou  (sin'x  —  cos*x)*  =  -^ 

d'où  Bin'x  — cos*x  =  db — ^ 

\/3 

or  sin*  x  +  cos'  x  =  1 

donc  28inix  =  l  4--«j 

1 
et  «C0g«X  =  4 ^-zr 


V^3 
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d'Où  tg«aî=-^+4=2  +  »/ÎI 

Donc  tgx=±V^T^.=  ±i'«-+-^ 

En  désignant  par  a  Tangle  aigu  correspondant  à  la  tangente  posi- 
tive, le  problème  admet  pour  solution 


«1 

.  -f--«»  '^- 

■a    et 

T-^« 

kitdza    et 

J^dz 

a 

a  =  62o37'î55",9 

ic  — «=27-22' 

4M  , 

etc. 

A03,  Résoudre    co82a;=  ~t^  (coscc  — sinx). 

(Sorbonne,  16  juillet  1868,  27  juillet  1869.) 
On  peut  écrire 

cos«  X  —  8in«x=     "y —  (cos  05  —  sin  a?) 

ou        (00835  + sin x)  (cosa?  — 8inx)  =  — ^^ — (coso;  — sinx) 

En  supprimant  le  facteur  commun 

cos  X  —  sin  a;  =  0 

d'où  sin  05  =  cos  X  =-2—-     et    x  =  45« 


1+V^ 
En  procédant  comme  au  problème  378,  on  a  successivement 


il  reste  sin  x  -{-  cos  x  =   -  ^ 


sinx  —  C08x  =  y/1  —  ■^  =  ^(v/3--l) 

or  8inx  +  cosx  =  -n^  (/3 +1) 

1  \/^ 

donc  sinx  =  -s^    et    cosx  =  -^ 

d'où  x  =  3(>» 

404.  Résoudre  l*éqiuition  8in3x  =  n8inx.  Trouver  les  limites 
entre  lesquelles  n  doit  être  compris  pour  avoir  d'autres  solutions 
que  celles  qui  proviennent  de  Vhypolhèse  sinx  =  0.  (Sorbonne, 
30  mars  1876.) 
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1«  On  a  8in3x=38iQa;  —  48iD'a; 

donc  3  sin  X  —  4  sin'  as  =  n  sin  a? 

d'où  (3  — n)8maî  — 48in»a5=0 

ou  8inaî(3  — n  — 48in*aî)  =  0 

En  égalant  chaque  facteur  à  zéro ,  il  Tient 

8inx=0;    d*où    x=:ObsXcic 


et  8inx  =  =fc:r/^"^-^==fci/3  — n 

Si  Ton  appelle  a  Tangle  du  premier  quadrant  dont  le  linui  est 


on  a  a=2/fic±a    et    aî  =  (2fc  +  l)içqF:a 


2«>  Pour  que  ^'S^n  soit  réel,  il  faut  que  Ton  ait 
3  — n^O;    d'où    n^3 
et  pour  que   ^^^^^    puisse  représenter  un  sinus,  il  faut  que 
Ton  ait 

^^^i;    d'où    n^-i 

Donc  réquation  donnée    admet  d'autres   solutions   que    sinâD  =  0 
lorsque  n  est  compris  entre  —  1  et  3. 

405.  Résoudre  Véqualion 

cosnaî-f  oos(n  —2)» — cosa;  =  0 
On  a         cosncB  +  cos(n  —  2)aî  =  2cos(n  —  ijxcosos 
donc  2cos(n  —  i}xco8a;=cos£D 

qui  se  décompose  en  deux  autres 

cosa:^=0;    d'où    aj  =  ^iç-|--5- 

et  co8(n— l)aî  =  -2-;    d'où    (n— l)x=2/cic=fc  ^ 

466.  Résoudre  Véquation 

m  sin  (a  —  ac)  =  n  sin  (6  —  ac) 
(Voll'nM37.) 

# 

407.  Résoudre  Véqualion 

.    /     I     \»    /  \       1 —2  006 2a 

tg(a  +  x)tg(a-x)  =  ,j^P^^^^ 

(Voir  no  138.) 

^aoKOMAmi.  —  IL  Jk^        , 
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408.  Résoudre  Véqua^ot^ 


ig» — ««•«=-1 


(Voir  n»  139.) 


409.  Résoudre  Véqualio% 

Ig*  «  —  coig*  « = m' — 3ji» 
(Voir  nM40.) 

éAOi  mboÊidf  fé^mméion 

arc  sin  a;  4-  arc  su  arv^3  =  ~ 

Soit  y  Tare  doot  le  sinus  égale  x  et  soit  s  Tare  dont   le  ^sinos 
est  a;/3. 

On  a  y4-«=:90* 

donc  8in(v  +  «)=l    •"    sia y co*« -f sio « cos j/ =  i 

Or  Hi:y=s«;         d»ac    cMy=:v^l — aï« 

sin  js  =  X  v^'5  ;    donc    cos  s = v^l  —  Sxi^ 
et  Ton  a  à  résoudre  ré^uatioa  algébriqvft 

xvT^*3ië«^+  aîv/3"^=^3ÏD«  =  1 
on  en  tire  successiTement 


ccv/l— 3ic«  =  l— /3  — 3aî« 

««  =  1      x=zfc:J 

Donc  8iny=2-»    ^'®^    yc=±3ô»,    etc. 

et,  par  suite,  2=60<>,    «te. 

410  bis,  Résotulre  chacune  des  équalions  suivantes 
1»  aresiiiiB  +  arctitt-^s^ 


1»  On  peut  écrira 


arc  sin  -^  =  -^  —  arc  sin  x 
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emk  prenant  les  sians  des  deux  ineBitxreB,  il  viâot 

«Y  =  sio  ^-^  —  arc  si n  a;  j  =  sin  -|- .  /l  — a;*  —  cos  -î- .  œ 

ou  ^__.V'T^^^— 05 

élevant  au  carré  x^  [^  +  —  ^  =  1 

ou  a;S(5  +  2v^2)  =  2 

2o  Soit  arclg— L-^=a;    d'où    lga=       ^ 

2H-v3  2  +  v'3 

On  en  déduit 

tg 3a= ^{2  +j^)«- 1         ^  2e  +  12v/3  ^ 

(2  +  v^)3-.3(2  +  v3)        20+12v;3 
Jonc  3a  =  arctgl 

ce  que  Ton  pouvait  dire  à  priori,  car 

^  =  tglo»  =  ig^;    d'Où    a=-«^ 

L*ëq nation  proposée  peut  donc  s'écrire 

arc  Ig  1  —  arc  (g -i  =  arc  tg -i- 

en  prenant  les  tangentes  des  deux  membres,  il  vient 

<-i  , 


.+1  - 

<lonc  J-=4;    d'où    x  =  2 

X       z 


EquAtîoiu  à  plusieim  Inoonnues. 

411.  Ré90udrt  le  système  des  deux  équations 
sina;  =  cos2t/ 
8in2a;=cost/ 
(Voir  no  143.) 
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412.  Trouver  deux  angle»,  connaissant  la  somme  a  de  leur  ttnia 
et  la  somme  b  de  leur  cosinus,  (Sorbonne,  11  juillet  1878  et  7  do- 
Tembre  1883.) 
Soient  j;  et  y  les  angles  cherchés.  On  a  les  équations 
Binx  +  8iny=a 
cosa;  +  cosy  =  6 

i  1 

On  les  écrit  28in  i-(x  +  y)cos-7r  (x  — t/)  =  a 


2co8-^  (x  +  y)cos ^(x  — V)  =  6 
En  les  divisant  membre  à  membre ,  on  obtient 

cette  relation  fait  connaître 

Y(«  +  V)  =  ot 
Cette  Taleur  substituée  dans  la  première  équation  donne 
28Îhacos-5-(JC  — y)  =  « 

d'où  ^^4(''-"2'^=2irn-^ 


Or  sin  a 


=  _ig« =. 


donc  C08  -^  (x  —  2/)  =  -g-  /â^bï 

â 
relation  qui  fait  connaître    ^  (x  —  v)  =  p 

d'où  X  =  a  4-  p 

!/  =  «-? 
On  peut  aussi  calculer  directement  x  —  y;  en  ajoutant  les  carrés 
des  équations  données,  on  a 

2  +  2sin  xsm  y  +  2  cosxcos  y  =  a«  +  6« 
ou  2co8(x  — j/)  =  a*-{-6*  — 2 

co8(x— v}  =  7(o*  +  t'  — 2),     etc. 


donc 


412  bis.  Résoudre  le  système  d'équations 

8in  X  +  sin  V  =  2a  sin  a 
cos  X  4-  cos  y =2a  cos  a 

i  et  a  étant  connus,  indiquer  les  conditions  de  possibilité  du  pro- 
blhwie.  (Sorbonne,  25  juillet  1885.) 
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4 

On  obtient  tg  «  (x  +  i/)  =  lga 

par  suite  Yf^"^y)^^'^'*'^°^ 


Puis 
d'où 


C08-J  (x  —  y)=±a 


On  en  déduit  sans  difficulté  x  et  y.  Pour  que  les  valeurs  obtenues 
puissent  convenir,  il  faut  que  a  soit  compris  entre  —1  et  +^- 

413.  Réêoudre  Us  deux  équations  simultanées 
tgaî-|-colgy  =  a 
cotgaî  +  tgy  =  6 

(Sorbonne,  17  novembre  1880.) 

{Remplaçons  les  colg  par  les  inverses  des  tg  et  posons  tgx=:X, 
tg  y  =  Y  ;  les  équations  deviennent 


(1) 
(2) 

(3) 

Éliminant  successivement  X  et  Y  entre  cette  dernière  équation  et 
les  deux  précédentes,  on  a 

i^  +  l  =  aY    et    H-Mi=6Y 
0  a 

ou  aY«  — a6Y  +  6  =  0    et    6X«  — a6X  +  a  =  0 


x+4-= 

=  a 

X+Y  = 

c=6 

on 

en  tire 

XY  +  1  = 

1  +  XY= 

aY 
6X 

et, 

en  égalant  les  seconds  membres, 

aY  =  6X;    d'où 

X 

a 

=  T 

d'Où  Y=  ^^^^'^'-^<^f> 

2a 


Y ab  ±  /a*6>  —  4a6 

-^ 26 

Le  rapport  de  tgx  à  tgy  étant  -^  et  non  =t:-r-#   il  faut  prendre 
les  radicaux  avec  le  même  signe. 
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On  peut  trouver  aussi   le  produit  des  racines  ;   ea   mial(i|)iyant 
membre  à  membre  les  équations  données,  on  a 

XY+-^=a6--2    ou    X>Y>—(a6  — 2)XY-hi  —  0 

X        a       j 

■Y"  =  ~r"*    donc,     etc. 


d'ailleurs  X  _  a 


413  bis.  Résoudre  te  système 

2cosa;cosy=:i 
tgaî-htgy  =  2 

(Bacc,  Marseille,  25  juilleH881/ 
La  deuxième  équMîon  pevt  s'écrire 

8in(g  +  y)  __o 

CD»  X C08  y 

ou,  à  cause  de  la  première, 

ain(x  + j/)  =  l 

On  en  conclut  ^  +  y  =  (4fc  + 1  )  -|- 

Ainsi  cost/=:sinaî 

la  première  équation  devient 

8in2a;  =  i;    d'où    2x  =  (4fc  +  l)-^ 

d'où  x  =  v=Âcit  +  -J- 

413  ter.  Résoudre  le  système 

lga?-ftg[/  =  a 

(Bacc,  Cacn,  16  avril  1885) 
La  première  équation  s^écrit 

_sin(^+j^)^^    ou    28in(x  +  y) 

coso^cosi/  cos(a; -f  j/j -|-cos(aj — y) 

ou  ,  J"",» =a 

C08  6  -H  cos  (  X  —  1/  ) 

on  en  tire  cosfos  — î/)  =  ^^i^— cos6 

*'  a 

Soit  a  le  plus  petit  arc  positif  répondant  à  ce  cosinus;  on  aura 
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doù  aP3=^+A«i:-^ 

On  peut  rendre  logarithmique  Texpression  de  ces  (a; — y)  en  posant 
-|-=cotg9 

ilvient    co8(a?-y)=^"-*^^^yr-^'y^AA  =  «'°(.^-y) 
^         '  fiin^  £in9 

jDiscumon.  Pour  que  le  système  propo»^  Mit  pfMiU«,  il  faut 
que  co8(a;  — v)  Boit  compcis  entre  *-l  et  +1,  c^est-à-dire  que 
Ton  ait 

a 
La  première  ^né^dilé  àwknt 

on  en  tire  cotg  -w-  —  — 

La  deuxième  inëgiâité  donne  de  même 

*T —  o 

414.  Trouver  les  vcUewm  de  igx  et  de  tgy  qui  scUUfont  aux 
équcUione 

t^aj  +  tiryŒl 

tg(a?4-y)==4 

en  déduire  les  valeurs  correspondanles  du  sinus  et  du  cosinus, 

(Bacc,  Caen,  1883.) 

Oc, À  cawflt  de  la  premièE»  éq«atian,  La  demiàmt  pAnti^éofire 

-r— ^— —  =  - 
1  — igaîlgV       3 

4 

d'où  tgxtgy  =  -5- 

Les  Taleurs  cherchées  sont  donc  les  racines  de 


x«-x  +  i=o 
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d'où  X  =  -^;      doQC      lgx=tgy  =  ^ 

1  2 

Par  suite  8in  x  ««  --=-     et     coe  a;  =  --=- 

415.  Calculer  detuo  angles  x  et  y  teU  que  Von  ait 

tg(a?4-y)=^      Diicuseion, 

(Concours  général  de  TEnseignement  spécial,  1884.) 

La  deuxième  équation  s'écrit 

tgg-f  tgy  ^. 
1  — tgactgy 

et,  à  cause  de  la  première, 

,     ,  ^   , —  =-6;     d'où     tgxtgy  =  A=l5. 
1— tgxtgy         '  o      o»  5 

Les  valeurs  cherchées  sont  donc  les  racines  de 

DiBcuiiion,  Pour  que  ces  racines  conviennent,  il  suffît  qu'elles  soient 
réelles.  La  condition  de  possibilité  est  donc 

ce  trinôme  sera  positif,  comme  son  premier  terme,  pour  toutes  les 
valeurs  de  a  extérieures  aux  racines,  qui  sont  —  T-(i±/6«H-  1  ), 
On  devra  donc  avoir 

ou  a^— |-(l+^fi*Tr) 

Les  angles  qui  satisfont  au  système  proposé  sont  compris  dans  I» 
formules    ac  +  Zcir    et    yH-/ciç. 

415  6m.  Riêoudre  le  système  des  dexAX  équations 
tgaî  +  tgy=:a 

tg-|-+tg4(-=6 

(Bacc,  Montpellier,  12  avril  1885.) 
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La  première  équation  peut  s*écrire 


ou 


2lgY+2tg-|-2lg-|tg.-|— 2lg•|.|g-K- 


l-tg*■|-tg«^+tg*|■•g»-|- 
Msi8  la  deuxième  équation  donne 

tg*f  +  «g»-|-=t'-2tg|-lg^ 

26(l-tg-|lg-|-) 


donc 


Celte  équation   fait  connaître     tg^tgX,     et   puisqu^on   connaît 
tg  -^  +  tg  -^,    la  question  est  résolue. 

En  écrivant  pour  abréger    tg  y  =  x    et    tg  -^  =  y,    on  a 


«y— 5 

et  x  +  y  =  6 

donc  a?  et  y  sont  les  racines  de  l'équation 

X«—6X—  «  H-  ^ qFV^â«6»  +  àab  +  6«' 
a 

d'où      y  —  i  ^  "^  I  --  a6zb^a«6«=h4av/a«6«  +  4a6  +  6' 

(.gfi  ^ 

416.  Réêoudre  le  $y$Ume  de$  deux  iqualiom 
sin  âisin  y  =  a 
co8a;co8y=6 

trouver  en  particulier  toute»  Uê  valeur»  de  x  et  de  '^  qui  tatisfont 

1  3 

à ee» équation» lor»qu*on a  a=:4-,  b=sx*  (Sorbonne, 22 mars  1882.) 

En  ajoutant  et  retranchant  les  équations,  on  a 
cos(x  +  y)  =  6  — a 
C08(x— y)=s6+a 
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Si  a  représente  un  des  arcs  dont  le  cosinus  est  6— a ,  et  ^  un  des 
arcs  dont  le  cosinus  est  6  4-  a ,  on  a 

a;  -f  t/  =  2kK  ±  a 
X— j/  =  2/cw±:p 

d'où  x^kfidt^^-     et     y  =  ki:àz^t 

i  3 

Application,  Pour       »=":5^     ^    *  =  '4 

cos(aî  +  v)  =  6  — a=^     et     cos(x  — î/)  =  6  +  a  =  i 

d'où  x  +  y  =  2kKàz^     et    x— î/  =  2/cîc 

donc  aî  =  A;it=t^     et     y  =  kvzf:^ 

417.  Résoudre  let  deux  équoUions 

sinflc+  8ini/  =  8ina 
co8a;4-oo8i/  =  i  +<ïwa 

(Sorbonne,  17  juillet  1884/ 
On  écrit  les  équations  données 

26inl-(aî+i/)co8-^  (x— î/)=28iB-|co3| 

2cos-^(aî  +  î/)cos-2  (J5  — v)  =  2cos*-^ 

En  divisant  membre  à  m^nbre,  on  a 

tgY(a?+î/)  =  lg| 

d'où  -^(a?  +  !/)  =  Anr+^  (1) 

Si  l'on  porte  cette  valeur  dans  la  première  équation,  il  vient, 
lorsque  k  est  pair, 

cosg  (a;  —  î/)  =  cos^ 

1  a 

et  lorsque  k  est  impair    cos -^  (x  —  y)  =  —  cos  -^ 

La  première  de  ces  relations  donne 
et  la  deuxième  |-(a?  — î/)  =  (2A-  +  l)«±-| 
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En  CQOifainaBt  8UQeeMi?ement  oes  deux  résuUite  «rat  k  imImut  (i), 
on  «btieot  les  deux  systèmes 

\   y=2kK  I    y=:2kn  +  a 

ApvèB  avoir  trouré  (  1  ) ,  II  est  préférable  d'ajouter  les  écfoatîons  au 
carré  ;  on  a 

4co8*-^  (a?--i/)  =  4oos«-S.;    d*où    cos-^  (aî--j/y=±co8-^ 

d'où    |(a;-y)  =  2/tic±|     ou     |  (x-i/).=  (2/c4- t)«=fc:f 

On  en  déduit       x^kit  +  oL     avec     y  =  kK 
ou  x  =  /ciî  avec     y  =  k'K  +  oL 

Cette  solution  suppose  c0b-|^  didéreot  de  0;  si   co8|^=0,  ûh  a 

1  1 

sin  -^  (œ  +  V  )  cos  -g-  ( a?  —  y )  =  0 

A  4 

C08  Tj- (x  +  1/)  cos ^  (a?— 1/)  =  0 
ce  qui  n^oflTre  aucune  diffîculté. 

417  bis.  Résotidrê  ke  «ytléiTM  d'éqwiHonê 

•aiar  +  co8y=a, 
oos2j?+co8  2y  =  6 

(Sorbonne,  17  juillet  1885.) 

On  a  co82a  =  2co8«a — l 

donc  la  deuxième  équation  peut  s'écrire 

64-2 
coB*x  +  cos*  y  =  —  2  '  ~ 

Or  (co8a;  +  co8t/)«  — (co8«a;4-cos«i/)  =  2co8a;co8t/ 

ou    a* "^ — =2cosxco8j/;    d'où    co8xco8y=  ^(a* î~) 

Donc    coso?    et    cobi/    Bout  les  racines  de  Téqnation 

X»_aX  +  |(a«_i±2)=0 

Disetission.  Pour  que  les  racines  conviennent,  il  faut  qu'efles  soient 
réelUi  et  comprises  entre  —1  et  + 1.  La  condiiioa  4e  iféalité  eii 

aî-2(a*-.A+1^^0     ou     6  +  2^a« 
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Les  deux  équationt  proposées  exigent  que  a  et  6  soient  compris 

l'un  et  Taulre  entre  —2  et  +2;  par  suite,  la  demi-somme  -î-  des 

racines  de  Téquation  finale  doit  être  compride  entre  —  1  et  + 1.  Or, 
pour  que  les  deux  racines  soient  elles-mêmes  situées  dans  le  mémo 
tntenralle,  il  sulBt  que  +1  et  —  i  rendent  le  premier  membre  po 
sitif  ;  c*est-à-dire  que  Ton  ait 

2a«  — 4a  +  2-6 
et  2a« 

Les  conditions  de  possibilité  sont  donc 

a«-2^5^2(a±1)î 
Pour  que  ces  conditions  soient  acceptables,  il  faut  que  Ton  ait 

a«-2^2(a±i)« 
d'où  (a±2)«^0 

ce  qui  a  toujours  lieu. 

418.  Résoudre  le  iyêlème  des  deux  équalions 

2(sin2a;  +  sin2y)  =  2sin(x  +  v)=>i 
(Voir  n»  144.) 

419.  Éliminer  jl  et  y  entre  les  trois  équations 

sinx  +  sin  yssa 
oo8a;  +  cosv=6 
cos(x — v)  =  c 
(Voir  n*  145.) 

420.  Éliminer  j.  et  y  entre  les  éqtuitions 

a«  cos*x — 6*  cos*  5/  ■■  c» 
aco8a;  +  6cos|/  =  r 
atgx=6tgy 
(Voir  no  146.) 

421.  Déterminer  x  et  y  d'après  les  équations 
x{i  +sin'a— cosa]  — y8ina(l  +  cosa)=e(l  +  eosa) 

V(l  +008'a]— a;BinaC08a  =  csina 
et  éliminer  «  entre  ces  deux  éqtuUûms. 
La  seconde  équation  donne 


j.-^  1/(1 +008»«)— CSiOtt 

sin  a  C08  « 
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En  substituant  dans  la  première,  il  vient,  après  réduction, 

y(l  — co«a)  =  csina 

d'où  csing 

1  —  C08  a 

En  portant  cette  valeur  dans  celle  de  x,  il  vient 

^^     l  +  cos« 
1  —  cos  a 

Si  Ton  remarque  que  ]±^=cotg«a  et  que  r^ll~^coig^  . 
on  a  aj^ccotg»!^ 

y=ccolg|. 
Donc  y*—cx=0 

422.  Éliminer  x  entre  let  équations 

8ina;H-cosa7=m 

fiin'x  +  cos'xsn 
(Voir  n»  147.) 

423.  ÉHmintr  a  entre  lee  équcUionê 

assin  a—  y  cos  a=v'^'  +  y* 
oos«a    ,    cos»  g 1 

(Voir  n*  148.) 

424.  Éliminer  x  et  y  entre  les  équations 

a  sin«a5  +  a'  co8*x  =  6 

a  sin*  y  -h  a'  cos«y = 6' 

aigx^a'igy 

etmontrtrque    |+^  =  1  +  J,. 

(Voir  nM49.) 

425.  Éliminer  x  et  y  entre  les  équations 

8inx  +  Biny  =  a 
cosx  +  cosyssfr 

(Voir  n*  180.) 
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426.  ÉUminer  z  enire  Jet  équaUonê 

(a— 6j  sin  (ar+ a)=:  (a  +  6)  ain  (aï  — a) 

(Voir  n-  151.) 

427.  Trouver  toulet  les  voleur»  de  sm  x  et  de  sin  y  vérifiant  la 
équations 

8ioy  =  /:Bftna> 
2co8a;4-co»y=rl 
quelles  valeurs  faut-il  donner  à  k  j90ur  gtz«  le  problème  soiL  pot- 
«t6iey    (Sorbonne,  12  juillet  18S3.) 

(Voir  n*  166.) 

428.  Calculer  deux  angles,  connaissant  leur  somme  ou  leur  dif- 
férence avec  la  somme,  le  produit  ou  le  quotient  de  leurs  sinus. 

(Voir  n*  153) 

429.  Calculer  deux  angles,  connaissant  leur  somme  ou  leur  diffé- 
rence avec  la  somme,  le  produit  ou  le  quotient  de  leurs  t<ingentes, 

(Voir  n-  154.) 

430.  Partager  ttn  angle  a  en  deux  parties  teUes  que  le  rapport 
de  leurs  sinus,  ou  celui  de  leurs  cosinus,  eu  osiui  de  leurs  tangentes 
soit  égal  à  un  nombrs  donné  m. 

(Voir  n*  15o.) 

431.  Partager  l*arc  de  30«  en  deux  parties  telles  que  le  sinus 
de  la  première  soit  le  triple  du  sinus  de  la  seconde.  (Sorbonne, 
20  juillet  1863,  5  avril  1864,  6  mai  4872,  17  juillet  1877.) 


{'*  Méthode.  Soient  a?  et  y  les  deux  parties. 

sinao 3 

smy       T 

1 


On  a 


ce  qui  donne  tg^(x  — 1/)=  ^^  '^ 

d'Où  ^  (x-v)  =  7o3r50",67 
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Or  ^{X'^y)^-^^'^ 

donc  »  =  22o3r50",67 

V=  7022'  9",33 

2*  Méthode,  Si  l'on  veut  obtenir  directement  le  sinus  des  deux 
parties,  on  peut  représenter  la  plos  petite  par  x,  Tautre  sera  30>  — a;, 
et  Ton  aura 

810(30» — x)  =  3811105 

ou  8in30>cosa;  — sina?cos30»  =  38ina; 

Or  Bin30o  =  -^    et    co330o  =  -i^ 

donc  cos  X — v^  sin  X  =  6  sin  x 

ou  (6+v^3)8inx  =  co8x 

1 


d'où  tgxi 


6  +  v^3 


4  i 

On  en  déduit       sinx^a — 


2v/l0  +  3^3         '•■'^*^« 

2^10  +  3^3       7:756  44H- 

ce  qui  donne  les  mômes  yaleiirB. 

3*  Méthode.  En  représentant  les  arcs  cherchés  par    15<»4-x   et 
150  — X. 

On  a  sin(15»4-x)  =  38inf15o  — x) 

ou  2  sin  X  cos  15*»  =  sin  15°  cos  X 

d'où  tg  X = Y  tg  15°,    etc. 


432.  Partager  Vangle  de  ào^  en  deux  parties  telles  que  leurs  tan- 
gentes soient  dans  le  rapport  de  5  à  6.  (  :3orbonne,  10  novembre  1865, 
21  juillet  1877,  4  novembre  1877.) 

!'•  Méthode.  Soient  x  et  y  les  deux  parties. 

On  a  î^=|-;    d'où    i£^+J^^=il 

tgy       F'       "       tgy  — tgx 

r\  A        t  A  sinfi/H-x) 

o  •'       »         cos  1/  cos  X 
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donc  i?v±Ur£l^  8in [y  +  x)  ^ ^^ 

d'où  siii(y-x)  =  Jli^  =  4 

a«20*39'26'' 
y  =  24»  2^24" 

2«  Méthode.  On  peut  obtenir  directement  les  tangentes  des  deux 
parties  x  et  45»  —  x. 

On  a    5tg(4ôo-x)=6tgx    ou     5^|^^^=6tgx 


Or 


tg45«  =  l,    donc    ^=A^  =  6lgx 


d'où  6lg*x  +  lltgx  — 5=0 

li'nA  , -ll+v^2^_  4,52537 

doù  tgx  = j^ = j^ — 

et  tg(45*  — x)  =  -|  tgx  =  0,452537 


433.  Calculer  le9  valeurs  de  x  et  de  y  eatisfaisarU  aux  équation» 

x  +  y  =  a 
mn*x  —  tin*  y  «6 
(Voir  no  156.) 

434.  Calctder  le»  valeur»  de  x  et  de  y  »ati»fai»ant  aux  équation» 

x-^y^a 
sin*  X  H-  sint  y  =  1  —  cos  a 

(Sorbonne,  28  avril  1885.) 
On  a  co82xsl  — 28in>x 

d'où  »in«x=^-^»^ 

De  même  sin»  y  =  ^""^^^^ 

d'ailleurs 

cos2x  +  oos2y=2cos(xH-y)cos(x  — y)  =  2cosacos(x— y) 
donc  la  seconde  équation  peut  s'écrire 

1  — cosacos(x— y)«l  — cosa 
ou  cosocos(x— y)=:oosa 
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En  supposant  a  différent  de  0,  c'est-à-dire    a^itir+î,    ceUe 
dernière  équation  peut  s^écrire 

co8(aî  — y)  =  i 
d'où  X  — y  =  2A« 

les  arcs  a?  et  y  sont  alors  déterminés  par  les  équations 
x  +  y=:a 
x^y  =  2kn 
d'où  aj  =  -|H-/«r    et    y^^^kn 

Dans  le  cas  où  Ton  aurait    co8a=0,    on  a    a  =  jfcii+^,    et  en 

particulier    k=0,    a  =  -J,    y  est  le  aoniplément  de  x,  et  la  seconde 
équation  devient 

sin'a;  H-  sin*  /  ^  — x^  =  1 

c'est  une  identité ,  car     sin  ( -î  —  a?  )  =  cos  x 

434  6m.  Résoudre  le  êyeième  des  deux  équations 

sinx  =  tga8in(y  +  a)  (1) 

sin  (a— x)  =  28in«  |-  +  cos  (y  +  2a)  (2) 

Dans  l'équation  (2)  substituons 

28in*-|-  =  l— cosy 

il  vient  sin(a— x)=l  — cosy +  cos(y  H-2a) 

=  1  —  [  cos  y  —  cos  (y  4-  2a)  ] 
=  1  —  2  sin  (y  H-  a)  sin  a 
or  l'équation  (1)  donne 

sin  a  sin  (y  H- a)  =  cos  a  sin  X  (3) 

ce  qui  permet  d'écrire  pour  l'équation  précédente 
sin(a  — x)=:l— 2co8asinx 

=  i  —  [sin  (a  4-  x)  —  sin  (a  — x)] 
ou  enfin  sin(aH-x)=l 

Onendéduil    a  +  x  =  2/w  +  -|-;    d'où    x=2/cic  +  -5-  — a 

L'équation  (3)  devient  donc 


sin(y  +  a)  = 


cos  a  sm  x 


sma 
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008 1»> 


fm^  en  rempItyBt  mmx  par   «mf  2*ir +  -?-  —  «  1  = 
équation  qui  permet  de  cakmler  y. 


••^+«)=-^  w 


Si  S  est  i*un  des  aneles  dont  le  sinus  a  pour  valeur     ^? — . 


on  aura 


ou  y=2/c«  +  p— a     et    v  =  (*'c*  +  <)«  — P  — « 

/>Mci«Mk>n.  Pour  que  Inéquation  (4)  puisse  déterminer  nn  siaos. 
il  faut  que  la  râleur  do  ce  sinus  soit  comprise  entre  —  1  et  + 1  ;  c*esl- 

à-dîre  qu'on  doit  avoir     —  1  <  ^^^  <  1 

nu  cos^a^.  (1— sin»a)«  ^. 

ou  enfin  (1  —  sin*  a)»  —  sin*  a  <  0 

il  faut  donc  que  l^arc  a  soit  tel  que  V^m  ait 

8in*a  — 3sin«aH-i<0  (5) 

Or,  si  Ton  considère  le  Irindme    s* — 8«  -h  1 ,    ïl  a  pûw  rmnes 

i(3-v/5)    et4(3  +  ^!f)     ou     (^X  et    (^^)' 

pour  que  ce  trinôme  soit  négatif,  il  faut  donner  à  s  des  valeurs 
comprises  entre  les  deux  racines.  Mais    sinSa    esttoBJsiwi  plot  psiit 

que  1,  et  comme  1  est  oonpris  «nire    (  ■  '  ""    J     et    f  *'^  ^    J  . 

pour  que  rinégaltlé  (5)  soit  vérifiée^  i  ikoft  «t  il  «ifQt  que  TtA  ml 

Soit  a  le  plus  petit  arc  positif  dont  le  sinus  égale     -^^—^ — -,    arc 
compris  entre  0  et  -^ ,  on  voit  que,  pour  satisfaire  à  Tinëgalité  (5),  il 

faut  avoir        a<a<ic  —  a    ou    ic  +  a<a<2it— a 

Si  Tune  ou  Tautre  de  ces  deux  conditions  est  remplie,  les  équa- 
tions sont  compatibles. 
Si  a  égale  Tune  des  limites  a  ou  it  — a,  Péquation  (4)  donne 

sin(y  +  ei)=l;    d^où    y=2*'ir-^*^— « 
Si  a  égale  Tune  des  limites  7c  +  a  ou  2k — «^réqmatÂaft  (4)  donne 
8in(yH-a)=»— i;    d'où    y=r2VK--|--a 
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MaTÎfiwun ,  vanatîons,  vraie  valeur  des  fonctions  trigonométrtqiies. 

435.  Maximum  de  sinx  coso?. 

!'•  Méthode.  Posons 

sin  X  ces  a;  =  tn ,    d'où    sin*  x  cos*  a;  =  m* 
or  sin*  x  +  cos*  jb = 1 

donc  le  maximum  a  lieu  pour 

sin  X  =3  cos  X  =  -^-  \/2 

2«  Méthode,  Posons 

sin  X  :=  y ,    d'où    cos  x  =/l  —  i/* 


il  faut  chercher  le  maximum  de    |//1 — y*    ou  celui  de  son  carré 
t/S(l~i/*),    produit  de  deux  facteurs  dont  la  somme  est  constante. 

Donc  |/î=(l^yî);    d'où    i/  =  -^v'2 

et  x  =  45o 

3' Méthode.  Sinx  cosx  est  maximum  en  même  temps  que  2sinx 
cosx;  or  c'est  pour  2x  =  ~  que  ce  maximum  a  Tieu,  ou  plus  gé- 
néralement pour 

2x  =  2fcit-h^  =  (4AH-l)^;    d'où    x  =  {Uk  +  i)^ 
Le  minimum  a  lieu  pour 

2x  =  2kn-^;    d'où    x=(4/c  — 1)^ 

436.  Maximum  ou  minimum  de   — /7"°^ — -. 

smx(l  —  smxj 

Posons  sinx  =  y 

nous  aurons  — ,.-   ^  ,  =m 

d'où  my*  — (m  — l)t/  +  l  =  0 

qui  donne  y  = "^-^^ ^ — 

En  résolvant  m*  — 6wi4-l=0 

on  a  în  =  3±2/2 

la  plus  petite  racine  est  un  maximum,  et  la  plus  grande  un  minimum  ; 
eette  dernière  donne 

•^       3  +  2v/2 
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valeur  comprise  entre  0  et  1 ,  et  par  conséquent  admissible  ;  l'aotn 
racine  donne 

valeur  inférieure  à  —  1 ,  et  par  suite  inadmissible. 
L'expression  proposée  a  donc  un  minimum  qui  correspond  à 

3  +  2v/2 
d'où  x  =  24o28' 

437.  McuDimum  de    sin  x  +  cos  x,    ( Sorbonne ,  25  juillet  id66.  ) 

sinaî4-cosx  =  sinaB4-6in(90«  — aî)  =  2sin45»co8(45«  —  x] 

l*-*  Méthode,  Le  maximum  aura  lieu  pour  la  plus  grande  valeur  de 
cos  (45<»  —  07],  seul  facteur  variable;  ce  maximum  esl  i  pour  Tare  de(K 

donc  45®  — x  =  0    ou    a;  =  45» 

Dans  ce  cas ,  sin  x  »  cos  x  =  -j^  V^ 

donc  le  maximum  de        sin  x  +  cos  x  =v^ 

2«  Méthode,  On  a    sin  a;  +  cos  x  =/l  +  sin  2x 
or  le  second  membre  est  maximum  pour 

2x  =  2Aiî4-^;    d'où    x  =  (4fc  +  l)|- 

438.  Maximum  du  produit    (5  —  sin  x)  (  2  +  sin  x). 

La  somme  des  facteurs  est  constante,  mais  on  ne  peut  pas  rendre 
ces  facteurs  égaux.  Le  maximum  répond  à  la  différence  minimum  des 
facteurs  ou  de   3 — 28inx;   valeur  qui  est  la  plus  petite  possible 

quand    sinx  =  l,    d*où    x  =  ^-.    Le  maximum  est  12. 

439.  Trouver  pour  quelle  valeur  de  Varc  x  comprise  entre  0  e/  90» 
Vexpression  tg  x  +  3  cotg  x  est  minimum,  (Sorbonne,  18  juillet  1874.} 

!'•  Méthode.  On  peut  écrire 

tgx  +  3cotgx=.m    ou    tg*x — mtgx  +  3=0 

d'où  tga:=!^y-f-^ 

Les  racines  de    m*  — 12  =  0    sont    m  =  ifc  2  v^^ 
or  m*  étant  positif,  la  plus  petite  racine  est  maximum  et  la  plus  grande 
minimum.  La  valeur  de  tgx  correspondant  au  minimum  — 2^  est 
tgx=v/3;    d'où    x  =  60<> 
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3 

2"  Méthode.  Le  i>Toduii    tga;X3colgx    ou    igxX- est  une 

quantité  constante  3;  donc  la  somme  des  deux  facteurs  sera  minimum 
quand  ces  facteurs  seront  égaux. 

3 
Donc  *g^=T:rzr    o"    tg«x  =  3 

d'où  tgaî=/3'    et    x=60o 

440.  Déterminer  tes  vateur$  de  x  qui  rendent  mcucimum  ou  mt- 
nimum  Vexpretsion 

cos  JB  +  C08  2x  (  Bacc.,  Dijon,  1879.) 

(Voir  no  189.) 

441.  Calculer  les  valeurs  de  x  qui  rendent  maximum  ou  minimum 
Vexpreseion 

3  si  n  X  H-  4  008  a;     (  Sorbonne ,  20  mars  1882.) 
(Voir  no  190.) 

442.  Calculer  lee  valeurs  de  x  qui  rendent  maximum  ou  minimum 
l'expression 

2  sin  »  H-  3  cos  X  (  Bacc.,  Dijon ,  1878.  ) 

1'*  Méthode.  On  écrit 


2  sin  as  +  3v'l  — sin«x  =  m 

d*où  138in«aî  — 4m8ina;-hm«  — 9  =  0 

La  condition  de  réalité  des  racines    13  — m^^O    exige  que  m 
soit  compris  entre    +v/Î3    et    — /Î3* 

Donc  maximum    +/ÎÏÏ    pour    8ina?=TTr/T3 

minimum    — v^    pour    sinx= — "TTV^' 
2*  Méthode.  On  écrit 

2rsinxH--7  cosxj    ou,  en  posant    -^stgf 

8m(ç4-œ) 


C0S9 
Le  maximum  a  lieu  pour 


ç  +  x  =  (4A  +  l)|.;    d'où    x=(4/c  +  l)-^-9 
et  le  minimum  pour 

ç  +  ir=(4A:  +  3)^;    d'où    x=p(4/t  +  3)-^-<p 
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443.  Trott/9er  le  maximum  et  U  imnimum  de 

tgo  Igx  +  cotga  cotg  X 
€t  Us  valeurs  correspondantes  de  x    {9.  est  donné  aigu  et  x  varie 
de  0  à  iî).  (Bacc.,  Dijon,  30  juillet  1875.) 

(Voir  no  191.) 

443  6m.  Aux  extrémités  d'une  droite  AB,  on  élève  deux  perpen- 
dicutaires  indéfinies  AA'  et  BB',  puis  on  prend  sur  AB  un  poini  0 
divisant  Im  ârcite en  deux segfnents  a  et  h,  et  l'on  fait  pivùter  a^Omtr 
de  ce  point  un  angle  droit  ayant  0  pour  sommet  et  dont  tes  côtés 
rme^ntremi  AM  el  BB'  en  des  peints  M  et  N.  Etudier  la  variation 
de  AM  +  BN  ;  calcuier  le  minimum  de  cette  somme  et  tangêe  9  que 
forme  OM  avec  AB  dans  la  position  qui  répond  au  minimum,  en 
supposant  a  =  1 295  et  b  =  845.  (  Bacc. ,  Besançon ,  20  jaiUei  18^) 

On  a  AM  =  atgç    et    BN  — 6  cotg  9 

il  firvt  êCaéRer  t»  TtvittCkm  de 

a  tg  9  4-  6  colg  9 

c'est  le  cas  du  problème  précédent.  On  a  une  somme  de  deux  quan- 
tiftée  mjwat  vm  j^rsdvit  oonstsnt  ab,  le  minhBvm  a  lieu  pour 

a4ir9  =  6cotg9;  d'où  Ig9  =  ±v/-^ 
Si  l'angle  9  varie  de  0  à  -|-,  la  fonction,  d^bord  tnAnie,  diminue 
jusqu'à  sa  valeur  minimum  répondant  à  tg9  =  +  i/A  et  croît  en- 
suite jusqu'à  riiàÛBÎ.  Si  l'on  Tait  croître  9  de  -^  à  «,  la  fonction 
devient  négative;  d'abord  égale  à  ~oC,  elle  creil  JBei(«*à  m  Tslear 
maximum  donnée  par  lg9=— i/ —  et  décroît  ensoitojusqu^à  —  oC. 

Si  Tangle  9  continue  à  croître,  la  fonction  reprend  périodiquement 
les  mêmes  veleura. 
On  trouve  sans  difflcuUé 

logi/31=T,907  2934;    d'où    9=.38o55'50" 

444.  Si  a-|-6  +  c  =  (2/c-M)-|. 
quel  est  le  maximum  de      tg  a  tg  6  tg  c ? 

On  a  tgatg6  +  tg6tgc4-tgatgc=l 

(Voir  n»  99.)  Or  le  maximum  cherché  aura  lieu  en  même  temps 
que  celui  de  son  carré  tg*atgS6tg>c;  produit  de  trois  facteurs  dont 
la  somme  est  constante.  Donc  le  maximum  a  lieu  pour  a^=b=c; 
«égale    lg.iM±llîL. 
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445.  Si  a  +  fe  +  «=Afc 
qttel  est  le  maximum  de    ootg  •  eelg^-eolg  »t 

(Voir  no  192.) 

446.  Quel  esl  le  minimum  de 

cos2a(l  +tgatg2a) 

On  vérifie  sans  peine  que 

cos2a(l  +tg^algSa)  =  i 

donc  rtKpres&ion  proposée  est  miftimaai  quand 

cos  2a  =rf  +  tg  a  tg  2« 

,  .,        .,      8tna.2sifiaco3a 

ou  ces*  a  —  8in*a=iH ; ^ ^^. — • 

^  ^  cosa(cos«a  — 8in*aj 

ou  (cos*a  —  8in*a)*  =  oos*a — 8itfa  +  2sin*a  =  l 

d'où  C082a=it:l,    2a  =  kiz    et    a=k^ 

447.  Calculer  le  maximwm  et  Je  mimmum  de 

p  sia  X -^^  q  COB  X 
(Voir  no  193.) 

448.  Trouver  la  valeur  de  x  qui  rend  maximum 

8ina;cos*a?(t  +  smx) 
(Voir  no  194.) 

449.  Chercher  le  maximum  et  Je  r^miimium  de  la  fonction    ^.^ 
quand  a  varie  cfe  0  à  90o.  (Bacc,  Toulmiw,  13  juillet  1883.) 

(Voir  no  195.) 

450.  Calculer  le  m€Uiimum  et:  U  minimum  de  U  fonction 

(l4-8ina?)« 
^       sin.a;(l  —  sknx) 
et  indiquer  tes  variations  de  cette  fonction  pour  x  compris  entré  0 
et  2ir.  (École  forestière,  188''i.) 
(Voir  no  196.) 

451.  Calculer  le  maximum  de 

shi^x  cos^a? 
(Voir  no  197.) 

452.  Lorsqu'on  donne  à  un  are  x  un  €t«eroissement  h,  trouver  la 
limiU  du  rapport   »>»  (a?+^l::::_s_ma;   ^^^^  j^  tend  vers  xéro. 

(Voir  no  199.) 
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453.  Même  quation  pour  (et  rapporU 

ooefa>4-/>)^cogag 
A 
.,  tg(aî+^)  — tgag 

Â 

(Voir  H»  200.) 

454.  Étudier  la  variation  de 

sécx  +  tgx 

et  Ton  86  trouve  ramené  à  étudier  les  variations  de  la  coicmgente 
d*an  arc. 

Si  Tare  égale  0»,    43<»,    90» 

la  cotg  prend  les  valeurs    oC,      1 ,       0 
Donc  en  faisant  successivement 

^^""  —  Y    *•**     ^'    *^*'        ^ 
d'où  X    égale   90«,       0,    —90» 

on  a  pour  la  fonction  proposée      oC ,       1 ,  0 

455.  Étudier  les  varioHone  de$  fonctions 

fo  y  =  sinx  +  cosa; 
2*  y  =  sina;^C08x 
3«    y=x— sina? 


4-    V  =  ^^ 


(Voir  no  208.) 


456.  Trouver  la  limUe  de  îzl^îifL,  pour  x  =  0. 

i'«So^«<û>n.  En  faisant  x:=0,  on  a  la  forme  indéterminée  ^;  on 

étrit 

.                    2sin*-^       .   /sin-î-\ 
i— cosa?  _  2  _  1  / 2^\ 

ïc5        ""       x«      "~'2"l      X      J 

Pour  a?=0,  la  parenthèse  égale  1  ;  donc  la  limite  cherchée  est  4. 

2«  Sotti/ion.  Le  quotient  des  dérivées  ^i?^-  donne  encore  ^r;  «ne 
seconde  opération  donne  -^i"^  qui  devient  ^,  pour  x=0;  la  limite 
cherchée  4-* 
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467.  Quelle  valeur  prend  le  rapport  "°r^  quand  a  =  0?  (Saint- 
Cyr,  1877.) 
(Voir  n»  212.) 

458.  Trouver  la  limiU  de  ^*'°^       pour  x=0. 

1  —  C08  X       "^ 

(Voir  no  213.) 

458  bis.  Vers  quelle  limile  tend  la  valeur  de  llH^^si^o^  lorsque  x 
s'approche  ttidé/iniment  de  af  (Bacc.,  Lille.) 

1  1 

28in-i-(x— a)co8-ç-  (as  +  a) 


On  peut  écrire 


8in-2-(«  — a)         ^ 


-q C08 -5^  (aî  +  a) 


Si,  dana  ce  produit,  on  fait    x=ia,    le  premier  facteur  (end  vers 
Tanité  et  le  deuxième  vera    cos  a. 

Donc  la  limite  est    coa  a. 

Ce  réaultat  s'obtient  immédiatement  en  prenant  le  quotient  des 

dérivées  des  deux  termes  qui  est  ~^—.  Si  Ton  fait  x=a,    on  a 
pour  résultat    cos  a. 

459.  Trouver  la  vraie  valeur  des  expressions 

*•        T^^   "<»"•   *  =  <> 

2.     7  ("-6»)     pour    •=60. 
4  co8«  a  —  1      '^ 

(  Saint- Cyr,  1877.) 

!•  En  remplaçant  igx  par  iiIL£^  et  1— cos  au  par  28in«-^,   il 

vient 

28in-^co8  4r 
ou 


28in*  -^< .  coso;  2sin*  •£- . cosx 

En  supprimant  aux  deux  termes  le  facteur  commun  2  sjn  -^  ,  il  reste 

cos^ 


sin-^  cosa» 


Pour   «  «=  0 ,   la  valeur  de  celte  expression  est  -^  =  oC. 
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Bmaarrae.  Od  obtient  ioMnédiatement  ce  résultat  en   prenant  le 

quotient  des  dérivées  des  deux  termes;  il  vient  ^^txsmx'    ^^*  ^ 

valeur  est  infinie  pour  x=0. 
2»  Le  dénominateur  de  la  seconde  fraction  peut  s'écrire 

4  (co6«a  —  ^)  =  4  (cosa  +  ^-^  (cosa  —  ^j 

ou  4(co8a  +  cos60o)(cosa  — cos60o) 

on  ^48in(a  +  60«»)sin(a— «0») 

On  peut  donc  écrire,  en  supprimant  le  factenr  si»  (a  — 60*) 

aux  deux  termes  de  la  fraction 

1 

*4sin(a+6Ô«) 

Pour  ai=60o,   la  valeur  de  cette  expresakm  est 

—_•     ou    —  ^ 

2v3  ^ 

memarqve.  Le  quotîent  des  dérivées  des  deux  termes  est 
C08(a  — 60°)        ^^    _C06(a— 60^ 
—  4.28inaco8a  48in2a 

En  y  faisant  a=60o,  on  reirouv*  la  valeur  précédenlô. 

460.  Trouver  la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression 


J__    1 

X        tgû? 
(Voir  no  214.) 


quand  x  tend  vers  téro. 


461.  Quelle  est  la  vraie  valeur  de  l'expression 

i-}^x  x  =  45o?     (5aint-Cyr,  1877.) 

1  —  COlg  X       "^ 

(Voir  no  215.) 

462.  Trouver  la  vraie  valeur  de  l'expression 

"""^'^vcT    pour    a  =  450. 
C03  a  —  cos  450     ^ 

( Saint- Cyr,  1876  et  1877.) 
(Voir  n«  216.) 

463.  Quelle  est  la  vraie  valeur  de 
(l-8inar)«     _^^    x  =  90o?     (Sainl-Cyr.  1876.) 


coso; 
(Voir  n.o  217.) 
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464.  QueUe  est  la  vraie  valeur  de 

(1— rr)tg-'^-     pour    x^\f 


(Voir  no  218.) 

a  vraie  valeur  < 

pour    x  =  0. 


465.  Trouver  la  vraie  valeur  de 
sinmx 


(Voir  no  219.) 

466.  Quelle  est  la  vraie  valetur  de 

«n  -5-  +  cos  X 
M,'\    ^ pour    x  =  180<»? 

(Voir  n»  220.) 


§  4.  —  Résolution  des  triangles. 

467.  Résoudre  un  triangle  rectangle,  connaissant  le  demi^péri- 
mètre  p  et  le  rayon  H  du  cercle  circonscrit.  (  Saint- Gyr,  examens 
oraux, 18770 

Le  rayon  dn  cercle  circonscrit  égale  la  moitié  de  Ttiypoténuse  ;  on 
connaît  donc  a  et  b  +  c,   problème  déjà  Féaolv  (n*  400).  Voici  trae 
solution  directe  en  fonction  des  données. 
On  a  a  =  2R 

6=2R8inB 
a=2R8inC 


d'où ,  additionnant     2p  ==  2R  (  1  +  sin  B  +  sin  C  ) 

T)  111 

OU        -^  =  sin  A  -h  sin  B  -h  ain  C  =  4  cos  Y  A  coa  Y  ^  •<>*  Y  G 
ou  ^  =a/2coa-^Booa|c 

On  connaît  ainsi  la  somme  45<>  des  angles  -^  B  et  -^  G  avec  le  pro- 
duit de  leurs  cosinus  ^^  ;  on  peut  les  déterminer  facilement.  (Voir 
n«  153.) 
Autre  solution.  On  a 

sin  B  -h  sin  C  =  8in  B  +  C08B=  ^T"^ 

K 

d'Où  1  +  sin  2B  =  (^^^)' 

qui  fait  connaître  2B,  et,  par  suite,  Fangle  B,  etc. 
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Condition  de  possibilité 

Bm2B=(P-y;-'^'<l 

OU  p»  — 2pR  — R*<0 

La  valeur  de  p  doit  rester  comprise  entre  les  racines  de  ce  trinôme, 
c'est-à-dire  entre 

R(l— v/?)    et    R(l+v^) 

468.  Résoudre  un  triangle  rectangle,  connaissant  le  périmètre  2p 
et  Vun  des  angles  aigus  B. 

On  a  d'abord  C = 90»  —  B 

Posons    -^=-^=:-V= 3 % r— 

«m  A      -Bim      smG       4co8  |  Acosl  Bcos|  G 

(probl.  337,  60). 

2p8inA    ou    2p 
on  en  tire  a= A'_o«ufL_" y  — 

4  cos  -s-  A  cos  -n-  B  cos  -î-  C 

Or  cos^A  =  cos45»  =  -*^- 

donc  a= j-^^ r  = 4^     , 

2cos  |-  Bcos  -g-  C\/2       2co8  |-  B  cos -j-  G 

On   a,  de  plus,     6:=a8tnB    et    c  =  asinC,    et  comme  vérifi- 
cation   a'=6»-fc». 

469.  Résoudre  un  triangle  rectangle,  connaissant  un  angle  aigu  B 
et  la  différence  b  — c  =  d  des  côtés  de  l'angle  droit. 

G  =  90>  — B  Or    fr  =  asinB 

c  =  a  sinC 

4  4 

soustrayant,  6  —  c  OU  d=a(sinB— sinC)=2asin2(B  — C)co8x(B+C) 

Mais  ^(B4-C)  =  45o;    donc    cos-^^  (B-^-C)=•iy- 

donc  d  =  av/58in-2-(B  — C) 

d'où  a  = 4 

V^8in-^(B-C) 

On  a  ensuite  c  =  astnC    et    6=:d-hc 

470.  Résoudre  un  triangle  rectangle,  connaissant  1»  les  rayons  r 
et  R  des  cercles  inscrit  et  circonscrit;  2»  le  rayon  r  et  un  angle  B 

ou  le  rapport   -^    des  calés  de  l'angle  droit. 


Digitized  by  CjOOQIC 


FONCTIONS  TBIGONOMtfTRIQUBS  677 

1«  Dans  la  formule       *•  =  (p  —  o  )  Ig  4  A 
on  a  -- A=s45o 

donc  r=p  —  a    ou    2r  =  6  +  c  — a 

et  comme  as2Ry  la  relation  précédente  donne 

6  +  c  =  2r  +  2R 
Ainsi,  on  connaît  a  et  6  +  c;  c'est  le  cas  du  n*  400. 

2»  Si  Ton  donne  B,  on  connaît  aussi    C=90<»  — B. 

Si  Ton  donne  —,  on  a    tgB  =  -^-,    et  par  suite  B  et  G. 
c  c 

Â  A 

Les  relations    r=(p— a)=(p— 6)  tg^B=s(p— c)  tg^C    donnent 

p^a,  p^b  et  p  — c,  et,  par  suite,  leur  somme  p. 

Connaissant  p,  on  calcule    a=:p^(p-^a),    b=p  —  (p  — ()    et 

c=P  — (P  — «)• 

471.  Résoudre  un  triangle  rectangle,  connaissant  un  côté  b  de 
l'angle  droil  et  la  différence  a  — c=:d  etitre  l^hypoténiue  et  l'autre 
côté. 

donc  -^«A^=d    ou     fe(iTT^^=d 

smB         sinB  sin  B 

26sin«^B  .  . 


ou  1 ^ =d;    d'où    tg-^B  =  -^ 

2sin-2.Bcos^B  ^  * 

on  est  ramené  A  Fun  des  cas  élémentaires. 


472.  Résoudre  un  triangle  rectangle,  connaissant  l'hypoténuse  a 
et  la  somme    b  +  c  =  1    des  côtés  de  l'angle  droit. 

(Voir  no  400.) 

473.  Résoudre  un  triangle  rectangle,  connaissant  le  périmètre  2p 
et  la  hauteur  h  correspondant  à  l'hypoténuse,  (Sorbonne,  14  juil- 
let 1869;  Marseille,  Bacc.,  20  juillet  1883.) 

(Voir  n«  401.) 

474.  Résoudre  un  triangle  rectangle,  connaissant  l'hypoténuse  et 
le  rayon  du  cercle  inscrit.  Discussion,  Construction  géométrique. 
(Bacc.,  Dijon,  juillet  1877.) 
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Absolution.  (Voir  Trigonométrie,  chap.  iv,  Applications,  4».> 
2*  Solution.  On  a    6  +  c  =  a  +  2r    et    p=ia-\-r 

donc  S=pr=r(«  +  f) 

d'ailleurs  6  +  c  =  a&iBO  +  asinC  =  a  +  2r 

ou  2asin^(B  +  C)cos-|(B  — C)=aa  +  2r 

donc  cos^(B-C)  =  ^j^T^  =  — ^ 

Connaissant  B  +  C  et  B  —  C ,  on  a  tes  angles  et  par  suite  les  côtés. 
Di$cuB$ion,  La  condition  de  possibilité  est 
cos|(B-*C)^1 
oa  a  +  2»^^ov^    on    r^^(v/2  — i) 

Conêtniction.  (Voir  Ex,  de  Géom.,  n»*  972  et  suivants.) 

475.  Bésoudre  un  triangle,  eonnaisêcufU  un  câU  a,  Vmngk^  op- 
poêé  A  et  la  êomme  deê  dettx  autres  côiéê  b  +  6s«l.  (SoitoMa, 
16  avril  18Î56,  21  juillet  1868.) 

(Voir  no  402.) 

476.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  dnut  côtés  b  et  c  et  la  6if^ 
seclrice  a  de  l'angle  compris. 

(Voir  no  403.) 

477.  Bésoudre  un  triangle,  connaissant  un  côté  a,  l'angle  op- 
posé A  et  la  bissectrice  a  de  cet  angle. 

(Voir  no  404.) 

477  bis.  Résoudre  un  triangle,  connaissasU  un  côté  a,  la  biâsecttice  a 
de  l'angle  opposé  et  l'angle  aigu  D  qu'eUe  fait  avec  ce  même  côié. 
(Bacc.,  Dijon,  juillet  1885.) 

Pour  ramener  ce  problème  au  précédent,  il  suffit  de  calculer  Tangle  A  ; 
d^ailleurs  on  aura 

B— D— j-A    et    G=WOo-..(d  +  -^a) 

Soient  m  et  n  les  segments  du  côté  a  déterminés  par  la  bissectrice. 
Le  triangle  ACD  donne 

asin-^A 
^      —  «  •    d'où    ms-  * 


ï — = V 4 — X»    """    ^'•  = 7 î — r 

sin-^A       sin^D  +  ^Aj  ain(^D  +  ^Aj 
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le  triaDgle  ÂBD  donne 

•      ^    A 


Ia"      8iii(D-i-Ay  8in(D-AA) 

^      I    8fn(D  +  ^A)      8ra(D-lA)  | 


sin 
donc 

m  +  ii=ca=aBin 


2a  sin  D  sin  -^-  A  cos  ^  A 


-  - 

sin»  D  cos*  Y  A  — cos*  D  sin*  -^  A 

2a  sin  D 


8in*Dcotg-t  A  — cos^Dlg*  A 

d'où  aco6*Dlg-iA*-a8iD*Deolg^  A-h2«fniLDaeO 

équation  que  Ton  peut  résoudre  de  plusieurs  manières  (n»  135). 

478.  Résoudre  un  liHangle  isocèle,  connaissant  les  rayons  r  et  r"^ 
du  cercle  inscrit  et  du  otrele  ex -inscrit  tangent  à  sa  base.  (BtOD., 
Dijon,  juillet  1880.) 

Soit  A  Tangle  au  sommet.  Si  Ton  joint  Tune  des  extrémités  de  la 
base  aux  centres  des  deux  cercles,  on  formera  un  triangle  rectangle 
dont  la  demi-base  sera  la  hauteur  et  r,  r'  les  segments  de  Thypoténuse  ; 

donc  •^z^rr';    d*où    a  =  2\^rP 


Déplus  =  — r    ou    —=-.-! — 


6  +  i 


.-.^r'  +  r, 


d'où  6=:c  =  ~,tilv'fr' 

r  — r 

La  formule  (12)  des  triangles  (n*  289,  d) 

cotgiBcotgic^-^ 
donne,  dans  un  triangle  isocèle, 

colgî|B  =  :^;    d'où    tgiB  =  tg|c  =  ^ 
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d^aîUeura 


-^-(1)=^ 


479.  Conêlruire  et  réêoudrt  tin  triangle,  connaxKant  un  eMé  a, 
la  somme  b  +  c  =  l  de»  deux  autres  et  l'angle  a  formé  avec  le  côté  a 
par  la  bissectrice  de  Vangle  opposé  A.  (Bacc,  Dijon,  juillet  1881.) 

Pour  construire  le  triangle,  il  suffit  de 
mener,  à  Tune  des  extrémités  du  côté  dooDé  a, 
une  droite  CD  formant  avec  ce  côté  Tangle  a, 
et  de  Taulre  extrémité,  avec  /  pour  rayon,  de 
couper  cette  droite  en  D.  La  perpendiculaire 

A^    Vn        élevée  au  milieu  M  de  CD  détermine  le  som- 

»      '"  "~^         met  A. 

Il  y  a  deux  solutions. 

Résolution.  Soient  m  et  n  les  eegments  du  côté  a  déterminés  par 
la  bissectrice. 

On  a 
donc 
Puis 


donne 

et  enfin  hsssl — c 

Discussion,  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut,  diaprés  la 
formule 

sin  -n^  A  =  Y  sîn  a 

que  l'on  ait  -^  sin  a  ï^  1  ;    d'où    I  ^  a  sin  C 

c'est-à-dire  il  faut  que  le  cercle  décrit  du  point  B  coupe  la  droite  CD, 
ou  lui  soit  au  moins  tangente. 

480.  Résoudre  et  construire  un  triangle  dans  lequel  on  connaît 
un  côté  a,  la  différence  d  des  deux  autres  et  la  différence  p  des 
angles  opposés  à  ces  (iemtera.  ( Bacc,  Dijon,  juillet  1882.) 


n       m 

l         sina 

sin  -K-  A  =  y  sin  a 

B  = 

«-- Ja    et 

C  =  180o  — (j 

rela 

a 

sio  C 

sin  A 

c  = 

a  sin  C 
sin  A 
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Soit  le  triangle  ABC  dans  lequel    c^6  =  d 
et    C  — B  =  p. 

sin  A       BÎD  C  —  sin  B 


On  a  — - — = — ^i- 

a  c  —  o 


„.i  *...!.         o..    l/n.m.:.i 


OU 


28in|Acos|A       2cos|(C+B)8in|(C-B)      Z 


a 


"7^^ 


or  -^A  +  -|(G  +  B)=90« 

donc  cette  dernière  égalité  se  réduit  à 

asin-Ê 


cog4A=— ^ 


Connaissant  A,  on  trouve  facilement  B  et  C,  et  Ton  est  ramené  à 
Tun  des  cas  élémentaires. 

DUcuêHon,  La  formule  qui  donne  cos  -0  A  exige  que  Ton  ait 

^ — <i    ou    d>a8in-|- 

La  conttruction  est  facile,  si  Ton  remarque  que  Tangle  2D=J-. 

En  effet,  l'angle  ADC  =  B  + a? =C—aî 

donc  aî  =  l(C-B)  =  -& 

Le  triangle  BCD,  qu'il  faut  d'abord  construire,  présente  le  cas 
dotUeiix,  et  Ton  voit  clairement  le  sens  de  la  condition  trouvée. 

481.  Résoudre  un  iriangU,  connaiisarU  un  de  ses  angles  A,  le 
calé  opposé  2a  el  la  médiane  m  qui  aboulil  au  milieu  de  ce  calé. 
(Bacc.,  Dijon,  novembre  1881.) 

On  a  4a»=»6«  +  c»  — 26ccosA 

et  6»  +  c»  =  2(m«  +  a») 

d*où  ^^^^^^A- 

cosA 

donc  6*  et  c<  sont  les  racines  de  Téquation 

X.-2(m.  +  a.)X+(i5'L=l^y=0 


d'où        \  ]  =±y/m.  +  »«±v/(m.  +  a.).-(iî^y 

igles  par  la  relat 
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les  côtés  étant  connus,  on  en  déduit  les  angles  par  la  relation  des 
sinus. 
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On  peut  également  eslcnier  Pangle  aigu  ée  1b  lédfane  arec  le 
côté  2a,  par  la  formule  (94)  des  triangtes  (n«  314,  a);  on  a 

et  Ton  se  trouve  ramené  à  Tun  des  cas  élémentaires» 

Discussion,  Une  condition  de  possibilité  est  fournie  par  la  dernière 
formule 

— ^^^tgA:^l    ou    fn«tgA  — 2am  — a«tgA^O 

elle  exprime  que,  suivant  que  Tangle  A  est  aigu,  ou  obtus,  m  doit 
être  intérieur  ou  extérieur  aux  racines  du  premier  membre.  Ces  ra- 
cines sont 


Sa  cotg  -1 A 


(atg^A 

\ 

Dans  rhypothèse    A < 90<>,    on  a    a<^m <a cotg  ^  A 

et  dans  l'hypolhèse    A>90o       „        acolg-^A<m<a 

d'ailleurs,  si  A=i90«,    il  faudra  nécessairement  avoir  m^a. 

L^équation  du  problème  conduit  au  même  résultat;  en  eflfet,  ê^-f  c* 
et  6*c'  étant  positifs,  la  seule  condition  de  possibilité  est  que  les 
racines  soient  réelles,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

.«iseréduiU    n..(l^^)-a.(i^A) 

Si    A<90»,    cette  condi lion  devient 

^,^^,1+cosA  ^^    mi£acoig^A 
T—  co»  A  "  *i 

Si    A>90<>, 

^,^^,1+jcosA  m^acotgiA 

T—cosA  —        ^  ï 

Si    A =90°,    6  et  c  sont  iadéterminés. 

B«D«rqae.  On  psut  se  proposer,  dans  ce  problème,  de  cakuUr 
directement  la  surface  en  fonction  des  données  A,  2a  et  m.  (Bacc., 
Caen,  avril  1881.) 

En  égalant  deux  expressions  de  la  surface  d'un  triangle,  on  a 
6c8inAs=2a^ 
Or  la  form ule  26c  cos  A  =s  6<  +  c*  —  a* 
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donne  ici|  ea  mi^plasaai    6S4-^=2m*+2a>, 
6c  C08  A = m* -*^fl^ 
et,  en  divisant  membre  à  membre, 

*^^       wi«— 41*        m*  — a« 
d'où  S  =  -2-(wi*  — a*)tgA 

(Voir  formule  93,  n*>  314.) 

4B2.  Béêoudre  un  triangle,  e&nnaissant  l'angle  au  sommet  A,  sa 
bisseclTnce  AI  et  la  hauteur  AD. 

!>-•  Méthode.  Dans  le  triangle  rectangle  ADI ,  on 
connaît  Thypotéouse  et  un  oôté  de  Taugle  droit , 
on  peut  calculer  l'angle  1.  Dans  le  triangle  AIC, 
on  connaît  Al  et  les  deux  angles  adjacents  ft  et 

4- A,   ce  qui  permet  de  calculer  C  et  AC.  Enfin, 

dans  le  triangle  donné  ABC,  ayant  un  cdié  AC 
et  les  deux  angles  adjacents,  on  peut  déterminer 
les  éléments  inconnus. 

2«  Méthode.  Soit  a  Tangte  de  la  bissectrice  avec  la  hauteur. 
L'angle       BAD=-^A  +  a    ou    90o  — B  =  -|A  +  a 

d'où  2a=180»  — 2B  — A  =  C  — B 

Ainsi  a  égale  la  demi-différence  des  angles  à  la  base.  D'ailleurs 

h 

on  a  donc  a,  et  par  suite  B  et  C,  etc.  (Voir  problème  498.) 

483.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  a  «^  b,  e/  sa- 
chant que  l'angle  A  est  doybU  de  l'angle  B.  { Saint- Cyr,  1870.) 

De  la  relation  -•    *-=        l> 

sm  A       sin  B 

on  tire  a8inB  =  6sinA    ou    a8inB  =  6sin2B 

ou  asinB=:26stnBcosB 

d'où  C08B=^ 

et  Ton  est  ramené  au  4«  cas. 
Condition  de  possibilité 

^<1    ou    46«— o«>0;    d'où    — 26<a<  +  2* 
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484.  Riêoudre  un  triangle,  eonnaisêanl  dettx  côté»  a  el  b  el  2a  dif- 
férence A  — B  de»  angle»  oppoeé». 

...        «+»   'g4(^+») 

La  formule  ^°  =  — ,— 

«-''       lg|(A-B) 

donne  A  +  B  ;  d*où  Ton  déduit  A  et  B ,  et  par  suite  C. 

a  sin  C 


D'ailleurs 


sinA 


485.   Ré»oudre  un  triangle,  conna\»sant  le  périmètre  2p  el  te» 
angle»  A,  B  ef  C.  (Sorbonne,  19  juillet  1873.) 
En  multipliant  deux  à  deux  les  relations  (3)  du  3*  cas,  il  vient 

^  =  <g4ctg|A 

•^  =  tg|Blg|c 

qui  font  connaître  p^a,  p—h,  p^e,  et  par  suite,  a,  b,  c. 

Enfin  S=p»tg-^  A  tg^  B  tg^  G 

On  peut  encore  écrire 

g     _     6     _     c  2p 

sin  A  "~  sin  B       sin  C  ~  ,  ^^„  i   .       '  ^  n^^  ^  n 
4  cos  -^  A  cos  -K-  D  cos  -x-  G 


d*où  a  = . — 

cos  Tj^  B  cos  «2  C 

psin~B 

cos-^  A.co8-^G 

psin^^G 
i  ,_    i 


486.  Réeoudre  un  triangle,  connaiuant  la  eurface  S  et  le»  angle» 
A,  B,  C.  (Bacc,  Nancy,  17  avril  1«85.  ) 
i'*  Méthode,  On  peut,  dans  la  formule 

S=:p«tg|-Atg-jBlg|c 

tirer  la  valeur  de  p,  et  Ton  a  à  résoudre  le  problème  précédent. 
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2*  Méthode,  On  peut  se  servir  de  la  formule 
S  =  2Rt8mA8iiiBBiDC 


/ 53 

on  eu  tire  2R  =  i/    «^  a  .;»Da;..i^ 

y  8in  A  sm  B  siQ  U 

et  les  relations    2R  =    .^,   =  -t-yt  =  ,;f /s     donnent 
sin  A        sin  r>        tm  u 

a  =  2R8inA,     6  =  2R8inB     et     c=2R8inG 

Autrement  :  la  formule    S=^  .  ^'"P '!° ^     donne 

2  Sin  A 


^w 


2S8mA 
8in  B  sin  G 


de  mime      t^i/  .'^/"!»       et     c=.v/   ■^^""i^^     ' 
V  sin  A  sin  G  y  sin  A  sin  B 

ÂMlJbis,  Résoudre  un  triangle,  connaissant  les  angles  et  la  somme 
a*  +  b*  +  cs  des  carrés  des  calés.  (Bacc.,  Lyon,  22  juillet  1885.) 

Ce  problème  peut  se  ramener  au  précédent  par  plusieurs  méthodes. 

i**  Méthode.  On  calcule  préalablement  la  surface. 

La  formule  démontrée  au  problème  339  donne 

g      i     «Mi^+A____ 

^^T*  colgA  +  cotgB  +  cotgG 

mais,  n^étant  pas  logarithmique,  il  vaut  mieux  écrire 


sm  B  sm  t<  sin  A  sin  B  sin  Ci 


de  môme    6«  =  2S        ^^*"*d  ■    /.     et    c«=2S    ■    i^'"*»  ■    r 
sin  A  sin  B  sin  G  sin  A  sin  B  siu  G 

donc  a«  +  6*  +  c«=2S.  Bin«A4-8in«B-hsin«C 

tA  -r     T  -^  sin  A  sin  B  sin  G 

Mais    8in«A  +  8in»B  +  8in«C  =  2(l+co8AcosBcosC)    (nMi5,3») 

,^^^                    Q_  (a*  4- 6*  +  c*)  sin  A  sin  B  sin  G 
^^"*^  ^ 4(l4-cosAco8Bco8C) — 

9a ,  en  posant,  cos  A  cos  B  cos  G  =  tg'{p 

d'où  l  +  co8Aco6BcosG  =  séc'©  = s— 

^         COS'f 

S  =  -t  (a*  +  6*  +  c*)  sin  A  sin  B  sin  G  cos*9 

2«  Méthode,  On  calcule  d*abord  2R. 

La  relation  des  sinus  donne 

,pa__     a>  fe«     ^     c*     _  <**  +  ^^j-^* 

"~  sin«A  "  sin*B  ""  Bin*G  ~  8în«A-hsin»B  +  sin»G 

TBraOHOMÉrBZI.  —  M.  /    ^        I 
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en  employant  les  notations  de  la  première  méthode,  on  a  donc 

d'où  2R  =  co8ç\/^(a«  +  6«  +  c«) 

On  a  ensuite     a  =  2RsinA,     6s=2R8inB,     c=2RsinC 

487.  Béêoudre  un  triangle,  connaissant  les  trois  angles  et  U 
rayofi  r  du  cercle  inscrit, 

1  r  4 

On  a       tg>^A=     _j^;     donc     p— a  =  rcotg-^A 

p  — 6=rûolg-^B 

p— c==rcotg-^C 
la  somme  donnera  p,  et  par  suite  a»  b,  c. 
. .  Ob  peut  autsi  calculer  p  par  la  formule 

»-=t>tgY^tg4^tg-|c,     puis    o,  6,  c. 

486.  Résoudre  un  triavigle,  connaissant  Im  trois  angles  et  U 
rayon  R  du  cercle  circonscrit. 

D'après  les  relations      /*.   =  — ^  =  — ^  =  2R 
^  sinA        sinB        siuC 

on  a  a  =  2RsinA.     6=2RsinB,     c  =  2RsinC 

et  d'après  le  problème  486 

S  =  2RS8inAsinBsinC 

489.  Résoudre  un  triangle,  connaiuant  U  périmètre  2p,  un 
angle  A  et  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit;  ou  connaissant  R,  a 
et  B.    (Bacc,  Lyon,  1879.) 

!•  La  relation  — ^  =2R    fait  connaître  a,  et  Ton  a  à  résoudre 

un  triangle,  connaissant    a,  A    et    6  +  c.  (  Trt^.,  Applications  du 
chapitre  IV,  3*.) 

2»  La  relation     /*.  =a2R    fait  connaître  A,  et  l'on  a  à  résoudre 
sin  A 

un  triangle,  connaissant  a,B  et  A;  c'est  le  premier  cas  élémentaire. 

490.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  un  côté  a,  le  rayon  r  du 
cercle  inscrit  et  la  somme  h  ^q  ou  la  différence  b  —  c  dès  deux 
autres  côtés.    (Saint -Cyr,  examens  oraux,  187S.) 
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1*  On  connaît  p  et  p  —  a,  on  calcule  Â  par  la  relation 
r=(p-a)lg-^A 
et  Ton  retombe  sur  un  problème  connu. 

2*  On  a  a4-(6— c)=2(p— c)  ou  a— (6— c)=a  +  c--6=2(p  — 6); 
donc  les  relations 

r=:(p-6)tg-^B     et     r  =  {p-c)lg^C 

feront  connaître  Tangle  B  ou  Tangle  C,  et  Ton  sera  ramené  à  un 
cas  déjà  traité.  (  Trig.,  Applications  du  chapitre  IV,  4*.) 

491.  Résoudre  un  triangle,  cùnnaisêcmt  la  surface  S,  le  péri- 
mètre 2p,  et  un  angle  A. 

S  1 

De  la  formule  S=spr,  on  déduit  «•=•5-;  la  reUtion  r(p— ojtg-g-A 

fait  ensuite  connaître    p^a,    et  par  conséquent    a=p'~-{p — a) 

et   5  +  c=2p  — a.   Enfin ,  de  la  formule   S  =  4  6c8inA,  on  déduit 

6c.  On  a  donc  6c  et  6  +  c,  on  en  conclut  6  et  c  par  une  équation 
du  second  degré. 

Autre  solution,  La  formule 

S=3pMgiAtglBtg^C 

dMUM  tg-lBlg^C== 


On  est  ramené  à  palcnler  deux  angles,  connaiaaant  leur  somme  et 
le  produit  de  leurs  tangentes  (n«  154). 

492.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  ta  base  a,  l'angle  au 
sommet  A  et  la  hauteur  h.    (Sorbonne,  18  juillet  1879.) 

La  relation    3=4r  ah= -^bcMA    donne    6c=    ^  ^ 
2  2  siuA 

D'ailleurs    a«=6«  +  c«  — 26cc<)sA  =  (6  +  c)«  — 26c(l +cosA) 

et  comme 

1  1 

4a/ico8«-jrA  4a/ico8«TjA  -  - 

26c(l+oosA) ^^^^.^  ',=.iaHcolg-^A 

z  sm  Tj-  A  cos  -3-  A 

on  a  a*=:(6  +  c)«  — 2aAcolg-^  A 

d'où      (6  +  c)«  =  ««  +  2aA  colg-|  A  =  a«  (l  +  -^  cotg  i  a) 
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au  4 

Posons    -=--  cotg  ^  A  =  tg<  9  »    nous  pourrons  calculer  9 ,  et  oous 
aurons  (6  +  c)«  =  a«(l +  tg«?)  =  a«8éc«ç»     ^* 

donc  6  +  c  = 


C08*9 


CO89 

On  connaît  6c  et  6  + c,  on  en  conclut  6  et  c  par  une  équation  da 
deuxième  degré. 

Autre  solution.  La  formule 

2S  =s  a' • — s =  ah 

donne  sin  B  sin  jC  =  AfÎBA. 


et  comme  B  +  C  =  180*— A,  on  est  ramené  à  calculer  deux  angles, 
connaissant  leur  somme  et  le  produit  de  leurs  sinus. 

Condition  de  poasibitité.  Il  faut  que  Ton  ait 

sinB8inC<l      ou      A«mA<i 

d'où  /i<a8ÎnA      ou      yi<2R 

La  hauteur  doit  être  plus  petite  que  le  diamètre  da  cercle  oiivon- 
ssrit,  ce  qui  est  évident  à  priori. 

492  bis.  Résoudre  un  triafigle,  connaissant  un  angle,  la  hamimr 
correspondante  et  la  somme,  ou  la  différence,  ou  le  produit,  ou  te 
quotient  des  côtés  qui  comprennent  l'angle  donné,  ou  enfin  te  rap^ 
port  de  la  différence  de  ces  côtés  a^fec  la  hauteur. 

1*  On  donne  A,    h     et      6  4-c  =  f 

Si  Ton  veut  calculer  d'abord  les  Qôlés,  on  peut  résoudre  les  trois 
équations 

6-fc=( 
a/i=:6csinA 
a*  =  6«-fc«  — 26000s  A 

Pour  obtenir  a,  on  élimine  6  et  c;  en  retranchant  U  dernière 
équation  du  carré  de  la  première,  il  vient 

26c(l-i-cosA)ï=/*  — a*     ou     Aôccost-j^  A=(*— a* 

et ,  en  tenant  compte  de  la  dei^ième  équation , 

Zstn-s-Acos-n- A 
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on  a  ^!^  =  ix^a* 

d'où  ig^  A.a«H-2/i.a  — /«tg-2^A=0 

En  ne  prenant  que  la  racine  positive,  seule  admissible,  il  Tient 


«/,  +  y//,î+illgî^A 


On  rend  cette  Torroule  logarithmique  diaprés  la  méthode  connue 
(  Trig,,  n«  96)  en  posant 

d'où  a=Zcolg-|- 

Les  côtés  6  et  c,  dont  on  a  maintenant  la  eomme  l  et  le  produit 
^      ,  s^obtiennent  sans  difficulté. 


6in  A 
Enfin  les  angles  sont  donnés  par  les  relations 

sinB  =  ~     et     8inC  =  -^ 
c  o 

Si  Ton  veut  commencer  par  le  calcul  des  angles,  les  deux  rela- 
tions <fai  précèdent  donnent 

'      1 c      ^,         1  6.      ».  i       .       1      _6  +  c 

c'est-à-dire  coséc  B  +  coséc  C  =  -^ 

et  Ton  a  à  chercher  deux  angles,  connaissant  leur  somme  et  la 
somme  de  leurs  cosécantes.  D'après  la  méthode  du  n*  154,  on  trouve 

/co8«4(B  — O  — 2/ico8iAcosi(B-C)  — (sin«4A  =  0    (A) 

.                      yicos4-A  +  v//i«co8«4-A  +  i«sin«4-A 
-d'où     cos^(B  — C)= -^ y ^~ — 

En  posant  ^gÇ^TT^g-s-A 

on  a  cos  2  (B  — C)  =  sin-l-Acotg4 
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Si  Ton  appelle  a  le  plus  petit  angle  poeilif  qui  répond  à  cette  va- 
leur de  cos-n-CB^C),  les  angles  B  et  C  ont  pour  valeurs 

B  =  90^— -^A  +  a     et     C=:90-  — -^^  A  — a 

On  calcule  ensuite  les  côtés  par  les  formules 

I.  f^  ^         ^        ^»     ^         /isinA 

0  =  — r-    ,s-.         Ces*— • rr-       Ot        a  =  — > rr -r 

2<»  On  donne  A,    /i     et     6  — c  =  d 

Le  calcul  est  tout  semblable  au  précédent. 
3*  On  donne  A,    h     et     bcs=k* 

Les  relations 

6=-.'*,^-     et     c=— ^     donnent    be=-^J^^—^ 
sin  C  siu  15  sin  B  sin  G 

donc  -^—n^ =  fc»;     d'où     sinB8inC  =  4T 

siQ  B  sia  u  '  A* 

On  connaît  la  somme  des  deux  angles  B  et  C  et  le  produit  de  leurs 
sinus;  ces  angles  s^obtiennent  sans  difficulté,  et  l'on  achève  comme 
précédemment. 

4o  On  donne  A,    A      et     —=m 

c 

Le  rapport  —  =  '^"^  .  :  on  connaît  donc  la  somme  de  deux  anirles 
•^■^        c        siati  " 

et  le  rapport  de  leurs  sinus;  Topéralion  est  aemblable  à  ceUe  qui 

précède. 

5*  On  donne  A,    A     et     — tt^  =w* 

On  a    6=-*?y»A,    e=-^^;    d'où    6>-c=.  ^^^'"?":^°^> 

sin  A    '  Bill  A    *  sin  A 

.       a  sin  B  tin  C 

et  A=  - 


•m  A 

donc    J^=4"?-^=     <     _-jl--co6écC-e<».éoB=m 
n  sinosinLi         sin(>       sinb 

ainsi  on  connaît  la  somme  de  deux  angles  et  la  différence  de  leurs 
cosécantes;  problème  connu  (n*  154). 
On  en  déduit 

m8in«Y(B  — C)  +  2  6in^-Asin-^(B  — C)  — mcos«-jA=0 

.                     ~sin-iA+v/sin«iA  +  m«cos«4A 
doù     sin^(B-C)=. ± ^ ^ ^— 
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i 
En  posant  tg9  =  mcotg-^A 

on  ^  8in^(B  — C)  =  co8YA.tg-|- 

Si  l'on  appelle  a  le  plus  petit  angle  positif  qui  répond  à  cette  va- 
leur de  sin-^  (B  —  C),  les  angles  B  et  C  ont  pour  Taleara 


B=90«— iA  +  a     et     C-90*— 1-A- 


-çAT»      «'      ^»»vir— ^. 


■a 


On  a  ensuite 


/isin  A  .  __  asinB        .       asinC 

^"^  sinbsinC  '  sinA  sinA 

Discussion.  Chacun  de  ces  cas  peut  donner  lieu  à  une  discussion. 
Reprenons,  par  exemple,  le  premier  cas,  la  discussion  des  autres 
étant  à  peu  prêt  identique.  Dans  le  calcul  des  côtés ,  la  nécessité  de 
ne  prendre  que  des  râleurs  positives  a  fait  rejeter  une  racine  et 
supprimer,  par  conséquent,  une  solution  du  problème.  On  arrive  au 
même  résultat  lorsqu'on  commence  par  le  calcul  des  angles.  En 

effet,  réquation  (A)  admet  pour  cos4-  (B  — C)  deux  valeurs,  Tune 
positive  et  Tautre  négative;  mais  cette  dernière  doit  être  rejetée, 
puisque  ^(B  — C)  doit  être  plus  petit  que  90*.  De  plus,  pour  que 
la  racine  positive  puisse  convenir,  il  faut  qu*elle  ne  soit  pas  plus 
grande  que  1.  Or  si  Ton  substitue  1  à  co8^(B  — C)  dans  réqua- 
tion ,  en  exprimant  que  le  résultat  est  positif,  on  obtient  pour  la  con- 
dition de  possibilité  du  problème 

2         1 

A  <  y  C08  -y  A 

On  prouve  d*une  manière  analogue  que,  dans  chacun  des  autres 
cas,  le  problème  a  toujours  une  solulion  et  une  seule. 


493.  Résoudre  un  kriangle,  connaissant 

1*    a,    B     et    6-fc 
2*    a,    2p    et    S 
3'    a,    h     et    r 

l*Ona  tg|-Btg-Jc=.£=^ 


d'oè  •         tg^C=.2^côtg^B,    etc. 
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g 
2*  De  S=pr,    on  lire    *'=»-^ 

et  Ton  rentre  dans  le  cas  du  problème  490. 

3.  On  a  -^=P»-;    d'où    P=-^ 

et  Ton  est  ramené  au  cas  précédent. 

494.  Calculer  U$  angles  B  et  C  d'un  triangle  ABC,  connamai 
l'angle  A  et  le$  deux  segments  m  e<  n  déterminés  sur  le  c6U  BC  paf 
la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  A  sur  ce  côté,  (SorfooaBs, 
14juilleH876.) 

On  a  B  +  C  =  180*— A,  il  faut  chercher  B  — C.  La  hauteur  h  h 
triangle  donne 

yi  =  mlgC  =  ntgB 

d'où        ^  =  !^    et  par  suite     l^^Zl^r  =^^^ 
tgC        n  "^  IgB-f-lgt.         m  +  w 

Mais    tgB-«gC=^î^^:=^)-     et    tgB  +  tgC=  «'°CB  +  Ç.' 
^  ^  cosB cosC  *  ®  cos  B cos C 

A^w.^  sinfB  — C)        m^n 

d'où  8in(B-C)  =  ^=^8inA 

Connaissant  la  somme  et  la  différence  des  angles  B  et  C,  il  est  (sA 
de  les  obtenir. 

Autre  solution.  La  formule 

QQ^  a'sinBsinC 


sin  A 

donne  A=(m  +  n)  ""B«''»C 

^     ^    '       BinA 

or  A=mtgB  =  ntgC 

d'où  At  =  mntgBtgC==(m  +  n)«-5lB!j|j^!^ 

mn  sin*  A 


donc  sin  B  sin  C  cos  B  cos  C = • 


{m±n)* 


OU  Bin2B6in2C  =  4^?^î^|i5*Ai 

d'ailleurs  2B  +  2C=:360*  — 2A 

on  est  donc  ramené  à  calculer  deux  angles,  connaissant  leur  somme 
et  le  produit  de  leurs  sinus  (n*  153). 
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494  bis.  Résoudre  wn  triangle,  connaissant  la  base  a,  la  hauteur  h 
et  la  différence  ^  des  angles  adjacents  à  cette  base,  (Bacc. ,  Lyon, 
20  juillet  18S5.) 

i***  Méthode.  Désignons  par  B  le  plus  grand  des  angles  à  la  base, 
et  soit  œ  la  distance  du  sommet  B  au  pied  de  la  hauteur.  La  distaoae 
du  sommet  C  au  pied  de  cette  hauteur  sera  a  —  x  ou  a  +  x,  selon 
que  la  hauteur  tombe  sur  la  base  ou  sur  son  prolongement,  et  Ton 
aura,  dans  le  premier  cas, 

~=cotgB    et    .±^==colgC 

dans  le  deuxième  cas, 

^  «as  —  cotg B    et     ^"^'^  =  cotg G 

En  ajoutant  ou  retranchant  les  deux  relations,  on  obtient 

-^  =  colg  B  -h  cotg  C 

Oo  a  donc  à  chercher  deux  angles,  connaissant  leur  difTérence  et  la 
somme  de  leurs  cotangentes  (no  154,  2^);  ce  qui  n*oiïre  aucune  diffi- 
culté, et  Ton  est  ramené  au  premier  cas  des  triangles. 

2«  Méthode,  On  peut  chercher  la  somme  des  angles  E  et  G,  dont 
la  différence  est  connue,  à  Taide  de  la  formule 

.       2a8inBRinG 

A=    ^—J T 

2siuA 
dans  laquelle  on  substitue 

28inBsinC=cos(B  — G)— cos(B-l-G) 

et  sinA  =  sin(B  +  G) 

on  obtient       2Asin(B4-C)-f  acos(B  H-G)=aco8p 

équation  de  la  forme  connue  asinxH-6cosa;=c.  Les  angles  B  et  G 
étant  déterminés,  on  est  ramené  au  premier  cas  des  triangles. 

495.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  a  et  a  +  b  — c,  scuihanl 
que  l'angle  G  est  double  de  l'angle  B.  (Sorbonne,  9  juillet  1875.) 

Soit  a 4-6  —  c=^d;    d'où    a^d  =  c  —  b 

On  a  G  =  2B 

La  relation  des  sinus  donne 

a     _     6      _      c      c  — 6         _         a  —  d 

gin  A  ~"  sin  B  ""  sinC       sin  0  —  sin  B        siu  2B  —  sin  B 
mais  A=180<»— (B  +  G)  =  180«-3B 

donc  la  relation  précédente  devient 

<»      o  —  d  /à\ 

sln^B  -^  8in2B  — sinB  ^^ 
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D*aUl6«r8     Mo3B«3sinB^4MD«B=3MaB(4co6*B  — 1); 

dMn  autre  côté, 

siD2B  — 8iDB=s28inBco8B  — 8iQB  =  8iD  B(2cosB  —  t) 

p^r  suite    Téquation  (1)  devient 

_         a        _     ___     _     a  — rf   

no  B  (4coi^ B  —  1  )  ""  sio  B(2co8B  —  !  ) 

ou,  eupprimant  le  facteur    8inB(2co8B— 1), 

L*angle  B  étant  déterminé ,  on  en  tire  C  =  2B ,  et  il  reste  à 
résoudre  un  triangle  dont  on  connaît  un  côté  et  les  deux  aogles 
adjacents. 

En  supprimant  le  Tacleur    2co8B  — 1,    on  a  supprimé  la  sdu- 

don   cosB  =  i^;   d'où  l'on  lire   B=60*,   C  =  i20«»  et  A=«0.   Celte 
solution  ne  peut  convenir. 

■w>in—  Oo  peut  déduire  de  la  valeair  de  eos  B  une  ocodition  de 
possibilité  du  problème;  oo  doil  avoir 

d<2(a-rf);    d'où    a<3(c-6) 

Autre  méthode.  Par  suite  des  données,  oo  connaît  a  et  6  — e,  et 
l'on  sait  que 

8inA  =  8in(!80«  — 3B)  =  8in3B 

a  e  b 


Donc 
d'où 

d'où 


810  3n        »iu  2B  "^  Hiu  b 

a c — 6 

2siii  ^  B  cos  1^  B       28in  ^  B cos  -|  B 

a c  — 6 


sin  7^  B        sin  ir  B 


Or  sin|-B  =  3sio-2-B— Asin^^B 

donc  * — 4 — = c  —  6 

^-4sin«-^B 

d'où  <sin«4B«3 


2  c  — 6 
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La  condition  de  possibilité  est 

495  bis.  Rcêoudre  un  triangle,  connaissant  un  angle  C,  la  sur- 
face S  et  la  somme  a  +  b— c=id.  (Bacc.,  Montpellier,  11  juillet  1883.) 

Cherchons  d^abord  le  côté  c. 

♦n  1 

Les  relations    p— c=-y,    S=pr    et    r=(p— c)lgTjG 
donnent        S  =  p(p-c)tg|  C=(-^ +c)^  tg^C 

a  OU  c  = j — — Tc- 

tntg-|c        ^ 

Cette  valeur  devant  être  positive,  il  faut  que  Ton  ait 

^~>^    ou    4S>m«tg^C 

mtg-j-C 

Calculons  maintenant  lea  angles  A  et  B. 
Od  a 


ou 


g     h     c     a-\-h 

sinA  ~"  «n  B  ~  sinC  ""  sin  A  -j-sinB 

a  +  6 c 

28ini(A4-B)cos-2  (A-^B)       ""^ 


4  1 

or  a-|-6=m  +  c    et    sin  ^(A  +  B)  =  co8-2  C 


donc 


m  -f  c c 


2co8-^Cco»-J(A  — B) 


d'où  coi4(A-B)  =  l2i±^I?lEC_m±j5^j    4^ 

^  Sccoslc  "^  ^ 

En  remplaçant  c  par  sa  valeur  trouvée  précédemment»  il  vient 

.                     (4SH-m«tgic)8ini-C 
co8i(A-B)  =  A 2_/ ?_ 

^  4S-m«tg-lc 

Cette  valeur  est  poaitive  puisque  Ton  a 

^>mMg|c 
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elle  doit  être  plus  petite  que  1 ,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 
(4S  +  m«tg-|c)8iû^C^4S  — m«lglc 

.      i  +  8in4c 
ou  4S^  m«  Ig  -1  C i — 

On  Toit  facilement  que  cette  inégalité  comprend    celle    qui  a  èé 
trouYée  plus  haut 

4S>mMg|c 

Eo  appelant  a  le  plus  petit  angle  positif  qui  répond  à    cos  ^  (A—B], 
on  a 

|-(A-B)  =  «  )  (     A=90o  — 4c  +  a 

|(A  +  B)  =  90o-|C     )  (     B  =  90o  — 4 

Les  côtés  a  et  6  sont  donnés  par  les  relations 
c  sin  A       .       c  sin  B 

Pour  rendre  logarithmiques  les  expressions  de  c  et  de  cos-^  (A— 6'^ 
on  posera 


49j_  =  cotg.|. 


m»tg^C 

.   .      .  m /cos* a      .\_moo82» 

œ  qu.  donne        c=  ^ ^.^-ij=z.j^ 

et  cos*.(A-B)=sin4c,5^^  =  -^ 

sin' 9 

496.  Résoudre  un  triangle,  eonnaiseant  le  côté  moyen  h^  la  $ur- 
face  m*,  ei  eachant  que  les  trois  angles  sont  en  progression  arUkmé' 
tique.  (Sorbonne,  20  juillet  1875,  ) 

Soit  a  la  raison  de  la  progression  ;  Tangle  moyen  étant  B ,  les  deux 
autres  sont  B  +  a   et   B  — a,   et  Ton  a 

A+BH-C=180»    ou    3B  =  180«;    d'où    B  =  eo» 

Or    S=m«=  ^*     ainAsinC  _  6«sin(B-f  gjsinfB  — g) 
T'       sinB      ■"  28inB 
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mais  8inB==-^ 

donc  ^,^6«siD(B  +  «)8iQ(B-a) 

d'où  28m(B  +  a)8in(B-a)  =  ^îî^      ^ 

que  Ton  peut  écrire,  en  rertu  de  la  formule  (26),  (Trig.,  n»  46) 
C08  2a-C082B=^^^ 

ou,  en  remplaçant  C06  2B  par  ^h, 

cn«2«- 2mH^       1  _  4mV5-6« 
co8Za p ^  — 26« 

Cette  formule  donne  a,  on  en  déduit  facilement  A  et  B,  puis  les 
côtés  a  et  c. 

La  condition  de  possibilité  du  problème  est 

^^'gr^'^<.    ou   4m«v/3:^36S    ou    m«^^/3 

Bemarque.  On  peut  résoudre  le  problème  par  la  Géométrie;  car 
on  connaît  la  base  b  du  triangle,  l'angle  opposé  B  =  60>  et  la  hau- 

teur    /i=— ^  .    Pour  retrouver  la  condition  de  possibilité,  il  sufQt 

de  remarquer  que  la  plus  grande  hauteur  correspond  au  triangle  iso- 
cèle, qui  dans  le  cas  actuel  est  équilatéral,  puisque  B  =  60*.  Donc 

cette  hauteur  est  — n— »  et  Ton  doit  avoir 

^^±^    ou    m«^i^ 
6  2  4 


497.  Calculer  les  calés  d'un  triangle,  connaissant  ses  angles  et  la 
surface  du  solide  engendré  par  la  rotation  de  ce  triangle  autour  du 
côté  a.  (Sorbonne,  18  juillet  1877.) 

Soient  h  la  hauteur  correspondant  au  côté  a  et  Tcm*  la  surface 
donnée. 

La  surface  engendrée  est    u/i  (6  +  c) 
donc  h(b  +  o)=:m* 

de  plus  ah  =shc  sin  A 

d'où,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  A, 

ms         6c  sin  A 


b  +  e  a 
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D'ailleurs        -JL^  =  -^  =  -±^  =  ^f,    ^ 
8inA       sinB       ttinc       sin  B  +  sm  C 

et  <»*     ^         ^c 

8in«  A       sin  B  sîn  C 

On  en  lire  6  +  c  =  ^  (^"  ^  +  sJBÇI 

et  ^__.  o^sinBsinC 

sin»  A 

Ces  valeurs  substituées  dans  l'équation  (1)  donnent 

am«=— ''*^"— ^    g  (sin  B  H- sin  C)  sin  A 
sin^A       *  ainA 

ou  m«  =  ^*  ^^^  B  sin  C  ( sin  B -H  sin  C) 

sin*  A 

On  an  déduit         •« msinA  _ 

/sin  B  sin  C  (sinB  +  sioC) 
et,  par  suite, 

^_  osinB  ^ .J'LsinB^ 


*"*A        /sîn  B  sïn  C  (sîn  B  +  sin  C) 

crrs  ^y'"  ^  = msinC 

fiin  A        /sinB  wnC  (  8in"B  -fïinCJ 

408.  Résoudre  un  triangle,  eonnaiesanl  les  angles  A,  B,  C  et  la 
hauteur  h. 

On  a  h  =  6sinC  =  csinB 

donc  6  =  _J*       et    c=   /*  ^ 

D'ailleurs  les  deux  valeurs  de  la  surface 

G      1-1.      1     ,  sin  BsinC 

donnent  ^^gsinBwnC 

BinA 

d'où  a-^     ^8ÎpA  >     . 

sin  Bsin  u 
AiUre  BoluHon.  On  a 

a=:^colgB  +  ^cotgC 
_  ^sin(B  +  C) 
sin  B  sin  C 

"  )  /JsinA 

sm  B  sin  G 
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499.  Résotuire  un  triangle,  connais$anl  le  rayon  R  du  eereU  ctr- 
eonêcrit,  un  angle  A  et  la  hauteur  correêpondante  h. 

Le  côté  a  est  dooné  par  la  formule 

a  =  2RBinA 

On  a  trouvé  dans  le  problème  précédent 

.       asinBsinC 

/i== . — . 

sinA 

en  y  remplaçant  a  par  la  valeur  que  Ton  vient  d'obtenir,  on  a 

/i=2R8inB8inG 

d'où  8ioB8inC  =  TO- 

Ayant  la  somme  des  devx  angles  D  et  C  avec  le  produit  de  leur 
sinus,  on  peut  les  trouver  facilement  (n<>  153),  et  le  calcul  B*a0bève 
sans  difficulté. 

600.  Réê(mdre  un  triangle,  eonnaiiêanî  un  angle  A,  le  péri- 
mètre fp  et  le  rayon  r  du  cercle  inê^rii. 

La  formule  f^ptg^  Alg^^Btg^  G 

dôme  le  produit  des  tangentes  des  demi-angtet  B  et  G  dont  U  soaune 
est  ooume.  Oa  peat  les  obtenir  facilement  (n*  194  )• 

En  appelant  m  le  quotient  j — ,   il  vient 

ptg-^A 


eos^(B-G)  =  l±^si«jA 


Les  formules  p  — a=rcotg-^A 

p  — 6  =  rcotg-j  B 

p— c  =  rcotgç  G 
font  connaître  a,  b,  c. 
Enfin    S  =  pr. 

501.  Bé$oudre  un  triangle,  connaisêant  les  rayons  r,  r*,  r",  r'"  des 
c^rciet  inscrit  et  ex- inscrite. 

On  a  r=(p-a;tg^A,    r'rsptg^A 

r"=ptgiB    et    r^'sCp— a)cotgiB 
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Le  produit  des  deux  premières  relations  donne 

le  produit  des  deux  autres  donne 

r'V"=rp(p  — a) 

on  en  déduit  tg*  ^-  A  =  -^frpîr 

\  rr" 

De  môme  tg*  ^  B  =  -^prr 

tg«-^C=-ppr 

et  Ton  est  ramené  au  problème  487. 
Autre  solution.  On  peut  calculer  d^abord 

S==v'rr'r'V"  =  pr=(p  — a)W  =  (p  — 6)r"  =  (p  — c)r~ 
qui  ramène  au  3«  cas. 

502.  Résoudre  et  construire  un  triangle,  connaissant  %m>  eâU  b  ef 
un  angle  adjacent  A,  sachant  que  les  bissectriceê  intérieure  et  exté- 
rieure de  cet  angle  sont  égales  ou  sont  dans  un  rapport  donné  m. 

(Voir  n««  405  et  406.) 

503.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  !•  tin  angle  A,  la  6tf- 
seclrice  a  et  la  médiane  m  issues  du  sommet  de  cet  angle;  29  la  hatt- 
leur  h ,  la  bissectrice  a  et  la  médiane  m  issues  du  même  aofnmcf . 

(Voir  n*- 407  et  408.) 

504.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  un  angle  A  et  lee  êomvia 
a  +  b  =  m  et  a4-c=n.  (Concours  général ,  iS62. ) 

(Voir  no  409.) 

505.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  la  base  a ,  la  hatUeur  h 
et  le  produit  m  des  tangentes  des  demi-angles  à  la  base,  (Caen,  con- 
cours académique,  1874.) 

(Voir  no  410.) 

505  &û.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  la  base  2a,  la  médiane 
m  correspondante  et  la  différence  C  — B  =  «  des  angles  à  la  base. 
Discussion.  (Concours  général,  1860.) 

Prenons  pour  inconnue  auxiliaire  la  distance  da 
pied  de  la  hauteur  au  pied  de  la  médiaDe  ID^x. 
La  hauteur  s'en  déduira  par  la  relation 

/i«  =  m«— x«  (1) 

et  les  angles  B  et  C  par  les  relations 
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r.  ««»        tgC  — IgB  2hx 

Or  on  a  tg  8  =  .j^^-^  = -,-^,^^^ 

d*où,  à  cause  de  la  relation  (1), 

2te=(a«  — aî«  +  A«)tg5=:(a«  +  m«  — 2ap«)lg8 
d'où  ^^(a«  +  m»-2.»)tg8  (2) 

Par  suite,  la  relation  (i)  devient 

(a«  +  m«  — 2aî«)«lg«a  — 4xî(m«— x«)=0 

ou ,  en  substituant ,  tg  3  =    *V 

et  réduisant, 

4a?*  — 4(a«8in«a  +  m«)x«  +  (a«  +  m«)«8in«5=0  (3) 

DweuMton.  Pour  qu'une  valeur  de  x  soit  acceptable,  il  faut  qu^elle 
soit  1®  réelle,  29  positive,  et  3<>  telle  que  la  valeur  de  h  fournie  par 
la  relation  (2)  soit  positive. 

La  coDdition  de  réalité  exige  que  les  racines  de  Téquation  (3)  en  x* 
soient  réelles  et  positives,  ce  qui  aura  lieu  si  leur  somme  et  leur 
produit  sont  positifs.  Donc  on  doit  avoir 

4(a«sin«8+m«)«— 4(a«-f  m«)«>0 


4  cos«  8  (m«  — -^  6in«  î')  >  0 


ou  enfin,  puisque  a\  m*  et  sind  sont  positifs, 

m«>a«sin8  (4) 

Cette  condition  étant  remplie,  distinguons  trois  cas,  suivant  que 
l*angle  donné  8  est  aigu ,  obtus  ou  droit. 

!•    8<90«.    Dans  ce  cas,  on  a    tg8>0;    donc,  pour  que  la  va- 
leur de  h  soit  positive,  il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait 

aî«<l(a«  +  m«) 

il  y  aura  autant  de  solutions  que  de  valeurs  de  s*,  racines  de  Téqua- 
tion  (3),  satisfaisant  à  cette  inégalité.  Or,  si  dans  l'équation  (3)  on 

substitue  à  x*  la  valeur    -^  (a'  +  m<],    on  obtient 

(a«^m«)(a«  +  m«)cos«8  (5) 

le  signe  de  ce  résultat  dépend  du  premier  facteur.  Mais  puisque  Ton  a  (4) 

m«>a«sin8 
il  peut  se  présenter  plusieurs  cas  : 
Si  Ton  a  m*';>  à^';>  à^  sin  8 

le  produit  (5)  est  négatif  et    •^(a^  +  m'^)    est  compris  entre  les  ra- 
cines; par  conséquent,  la  plus  petite  valeur  de  œ*  convient  seule. 
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Si  Ton  a  à^"^ m'^';> a!^ sin  8 

le  produit  (5)  est  positif  et    -^  (a<  +  m*)    est  en  dehors  des 

de  plus,  si  Ton  compare  cette  valeur  à  la  demi-somme  des  racines,  on  a 

a*  810  5  +  m*  <  a*  +  m* 
par  conséquent ,  il  y  a  deux  solutions. 

Si  Fon  a  a«>a*sin8>m* 

les  racines  sont  imaginaires,  et  il  n'y  a  pas  de  solution. 

2»    5>90«.    Dans  ce  cas,  on  a    tgd<0;    donc,  ponr  que  la  va- 
leur  de  h  soit  positive,  il  faut  que  Ton  ait 

En  substituant,  comme  précédemment,    -0(0'  +  ''^*)     dans  l'équa- 
tion (3),  on  arrive  à  des  conclusions  analogies  : 

Si  Ton  a  m«>a«> a* sin 8 

la  plus  grande  racine  seule  convient 

Si  Ton  a  a'^^m'^'^a*  sin  8 

les  racines  sont  négatives,  il  n'y  a  pas  de  solution. 

Si  Ton  a  a'^'^a*  sin  8  >  m* 

les  racines  sont  imaginaires,  il  n'y  a  pas  de  solution. 

3*    8a«00o.    Dans  oe  cas,    8tn8*=i    et  Téquation  (3)  peut  s'éefiK 

(2x«-fa«  — m«)«  =  0;    d'où    aî«  =  -j  (a«  +  m«) 

La  valeur  de  h  est  donnée  par  la  relation  (i) 

h*  =  m'  —  X* 
La  condition  de  possibilité  du  problème  est  donc 
05*  <  m* 

En  substituant  à  cd*  la  valeur  -^  (a*  +  ^')  •   oette  condition  déviant 

a*-\-m'^<C 2m*    ou    ni^^a!^ 
Lorsqu'on  aura  obtenu  as,  /i  et  les  angles  B  et  C  comme  il  a  été 
dit,  on  pourra  calculer  les  côtés  6  et  0  é  Taide  des  relations 

0  = -r-     et     6= ^— 

COB  Ci  cos  B 

606.  Rémmdre  un  triangle  dont  Uê  eâlé$  êoni  tangente  à  une  pa» 
raboU  donnée,  connaissant  les  rayons  vecteurs  des  points  de  eontaet, 
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Soit  ABC  le  triangle  dont  les  oôtés  sont  tan* 
gents  à  la  parabole  doimëe  en  A',  B'  et  C'. 

On  connaît    FA'=a,    FB'  =  p    et    FC'  =  y. 

Si  Ton  joint  le  foyer  aux  trois  Bommets/on  sait 
qae  la  distance  du  foyer  d'une  parabole  au  sommet 
d'an  angle  circonscrit  est  moyenne  proportionnelle 
entre  les  rayons  vecteurs  des  points  de  contact. 

Donc   ÂF*  — ^r.    BF*  =  oy    et    CF«=:ap 

De  plus,  la  distance  du  foyer  à  une  tangente 
étant  moyenne  proportionnelle  entre  le  demi -paramètre  et  le  rayon 
vecteur  du  point  de  contact,  si  Ton  abaisse  les  perpendiculaires  FM, 
FN  et  FP  sur  les  côtés,  on  aura 


ï«--lpT.     FN«=ip, 


et 


FP«  =  4 


PP 


FM 

Or  on  a  évidemment 

a  =  BN  +  NC=:V/BN*  — FN*  +  VCF*— FN* 
ou,  en  remplaçant  par  les  valeurs  précédentes, 

on  obtiendra  de  même 

L'angle  A  est  le  supplément  de  Tangle  BFC,  car  F  appartient  au 
cercle  circonscrit  à  ABC.  Dès  lorâ,  en  égalant  deux  expressions  de  la 
surface  du  triangle  FBC ,  on  a 

BF.CFsinA=:a.FN 


d*oà         sin 
un  aurait  de  même 
ainB=s6 


^==«\/57=  W-^  (v^FT^+v^^F^) 


8in< 


L*exprei8ion  de  la  surface  est 
S«  Ja68inA=|  [(y-W^5ï=^+(Y-«)V^5^+(P~«)V^Jiy^J 
Diêcuêêion,  Les  foramlas  précédentes  tupposeiit  les  points  M,  N,  P 
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dans  des  positions  particulières.  Avant  d'énumérer  les  cas  de  figure, 
il  faut  remarquer  que  lorsque  M  est  en  dehors  de  AB,  P  est  sur  AC 
et  vice  ver$a,  cela  résulte  de  ce  que  les  points  M,  N,  P  sont  en  ligne 
droite. 

Les  seules  positions  possibles  sont  donc  : 

lo  M  en  dehors  de  AB  et  P  sur  AC,  N  sur  BC 

2o  M  sur  AB,  P  en  dehors  de  AC,  N  sur  BC 

9»  M  en  dehors  de  AB,    P  sur  AC,  N  en  dehors  de  BC 

40  M  sur  AB,  P  en  dehors  de  AC,  N  en  dehors  de  BC 

Des  valeurs  précédentes  de  a,  6,  c  on  déduit  aisément  celles  qui 
s'appliquent  aux  trois  dernières  positions.  Suivant  que  Tun  des 
points  M,  N,  P  tombe  sur  un  côté  ou  sur  son  prolongement,  les  deux 
radicaux  qui  entrent  dans  a,  b,  c  sont  séparés  par  le  signe  +  ou  par 
le  signe  — .  Dans  ce  dernier  cas,  on  fait  en  sorte  que  le  côté  soit 
positif. 

En  résumé,  le  problème  admet  au  plus  quatre  solutions;  ce  qu'on 
voit  à  priori. 

Pour  rendre  logarithmique  Tune  de  ces  valeurs,  celle  de  a  par 
exemple,  on  pose 

2y— p 

on  a  alors  a  =  s'"  (^»*  +  ?)  ^^(^-p)  * 

C0S9        '    ^   »      ''' 


t8?  =  \/| 


*  Le8  théorèmes  invoqués  dans  la  résolntion  de  ee  problème  appartiennent  à 
la  Géométrie.  La  distance  du  foyer  d'une  paràboîê  au  iommet  d'un  angle  cir- 
conecrlt  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  rayons  vecteurs  des  points  ds 
contact. 

Soit  11  PM' l'angle  circonscrit  à  la  parabole  de  fojer  F. 
On  fs\t  qne  PF  est  bissectrice  de  I*angle  MFH*  (JBbe.  ds 
Oéom.f  n*  1128)  et  que  les  deux  tangentes  PM  et  Fil' 
font  des  angles  éganx  avec  PF  et  avec  la  parallèle  PQ  à 
l'axe. 

Donc  Tangle    MFP  =  PFM' 
MPQ  =  FPM' 
SI  Ton  mène  MR  parallèle  à  l'axe,  on  a  les  angles 

MPQ  =  PMR  =  FPM' 
par  enite  FMP  =  FPM'  et  les  deux  trtanglii  FMP  et 
FPM'  sont  semblables.  Donc  on  a 

Si  Ton  suppose  qne  PM'  soit  la  tangente  an  somnaet,  l'antre  étant  qnelooiKnie, 
on  en  conclut  :  La  distance  du  foyer  d^une  parabole  à  une  tangents  sstSnoyenfie 
proportionneUs  entre  le  demi-paramètre  et  te  raiyon  vecteur  du  point  ds  wnkuL 
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Problèmes  namériqaes. 

507.  La  perpendiculcnre  abaissée  du  sommet  de  Vangle  droit  d'un 
triangle  rectangle  sur  l'hypoténuse,  la  partage  en  deux  segments 
dont  les  longueurs  sont  3* ,643  et  4",928;  calculer  les  angles  du 
triangle,  (Sorbonne,  19  juillet  1860, 9  novembre  1864, 27  juillet  1869.) 


On  a 

tgB  =  A    ou    tg^B-il- 

Or,  d'après  un 

théorème  connu, 

6«       4,928 
c^~  3,643 

donc 

"--^^ 

d'où 

21og  tgB  =  log  4,928  — log3,643 
log6'«  =  0.6926707 
logc'«=0,5614îS02 

2!ogtgB=0,1312115 
logtgB=0,0656057 
B  =  49ol8'40",54 
C  =  40o41'19",46 

908.  La  bissectrice  de  l'angle  droit  d*un  triangle  rectangle  par^ 
tage  l'hypoténuse  en  deux  segments  dont  les  longueurs  sont  4",319 
et  5'",238;  on  demande  de  calculer  les  angles  de  ce  triangle,  (Sor- 
boitie,  10  novembre  1862  et  6  avril  1865.) 

Les  côtés  de  Tangle  droit  sont  proportionnels  aux  segments  déter- 
minés par  la  bissectrice. 

Dctic  |-  =  ^ï?B  =  cotgC=@ 

d'où  B=39«30'26\4 

C  =  50»29'33",6 

500.  Calculer  les  côtés  d'un  $riangle  dont  la  surface  est  de  10»i  et 
dont  les  angles  ont  respectivement  178o30'29",  lo0'4"  et  0o29'27". 
(Sorbonne,  12  juillet  1866.) 

La  formule  de  la  surface  des  triangles,  1*'  cas 

o      1    «    sinBsinC 
S^-?**  •      sinA 

^^°«^  ^^spBsinC 
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6«  = 


*2SsinB 
siû  A  sin  C 
log  SÎD  A  = 
logsin  B  = 
log  MO  C  = 
log23  =  i,30iC300 
log  sin  A  =  2,242  a37  6 
T  sin  B  =  1,757  662  4 
L  sin  0=2.0671939 

2  log  a  =  3,368  223  9 
log  a  =  1,684 111 9 
a  =  48-,318 

losr2S: 
logsin  C: 
X  sin  A  : 
L  sin  B  : 


et    c*  = 


2SPinC 


sin  A  siu  b 
î,4155809 
2,2423376 
:â;932806i 

log2S=s  1,30!  0300 

log  sin  B  =  5,242  337  6 

L8inA  =  l,584419t 

t  lin  C  =  2,067 193  9 


=  1.3010300 
=  5,9328061 
=  1,5844191 
=  1,7576624 


2bg6  =  3,1949806 
log6  =  1,597  4903 
6  =  39«,581 


2  log  «  =  2,575  917  6 
logc  =  l,2879588 
c=:19»,407 

510.  Un  IriangU  rectangle  a  une  surface  de  81 678»«,364  0  ;  l'un  de 
ses  angles  a  38«51'20'.  On  demande  les  autres  éléments  de  ce  triangle. 
C=90o  — B«51'>8'40" 


De 


on  tire 


S=  ia^sinBcosB 


■=\A 


ir 


sin  B  003  B 
log  2 =0,301 03 
log  S =4.912 1071 
L  sin  B  =  0,202  483  7 
i:co8B= 0,108  6131 


5,5242339 
1  =  2,7621169 

a  =  578",23165 


6  =  a  sin  B 
log  a  =  2,762 116  9 
log  sin  B  =  1,797  516  3 


2.5596332 
6  =  362™,7715 


c  =  a  cos  B 
log  a  =  2,062 116  9 
logco8B  =  r,8913869 


2,6535038 
c  =  450-,3019 
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511.  Un  des  angle$  d'un  triangle  a  35«i8'46",  le$  deux  c^tés  qui 
le  comprennent  ont  S?»  et  72'»;  on  demande  la  surface  en  ares  et 
en  eeniiareê, 

r2=  1,(59897 
loga  =  l,939M93 
log  6  =  1,857  332  5 
log8inC  =  1,7619576 


8  =  1810,4204. 


3,257  7794 
Rép.    18  ares  10  cealiares  4204 


512.  Calculer'  la  surface  d'un  triangle  isocèle  de  176'',40  de  hau- 
teur, l'angle  au  sommet  étant  de  47»  24' 18". 

S  =  Ang-tC;     |^C  =  23-42'9'' 

2  log  A  «4,492  997  2 

loglg-|c  =  ï',6424857 


4,1355829 
3  =  13661-^,012 


513.  Dans  un  triangle  ABC,  on  a  a  =  60",  b  =  40",  c  =  42"»;  on 
demande  la  longueur  de  la  médiane  AD  et  les  angles  qu'elle  forme 
avec  BC 

1'«  Méthode,  La  Géométrie  donne 


c«-f6«  =  2AD*  +  2.^ 

AD=^/Zpî-^  =27,96 

Dans  le  triangle  ADC,  on  connaît  les  trois  côtés  : 
AD  =  m  =  27»,96,  AC=6  =  40«  et  DC  =  a'  =  30-. 


d'où 


p  =  48,98 
p  — m  =  2l,02 
p  — a' =  18,90 
p  — 6  =  8,98 


son  logarithme  est  1,7900188 

—  1,3226327 

—  1,2782962 

—  0,9532763 


d'où 


»4^=V^-^^T^^^^'     logtg^D  =  r,9788l69 
3^0  =  43  36  11    I  ADB  =  92^4T38^ 
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2*  Méthode.  On  peut  obtenir  la  médiane  AD  sans  recourir  à  la  for- 
mule géométrique;  on  calcule  Tun  des  angles  du  triangle  donné,  par 
exemple,  B  =  41*41'i'^94.  Alors,  dans  le  triangle  ABO,  on  a  deux 
côtés  et  Pangle  compris;  le  reste  s'en  déduit  facilement.  De  plus,  on 
a  un  résultat  plus  exact  ;  car,  dans  la  solution  précédente ,  la  mé- 
diane n*a  été  prise  qu'ayec  deux  décimales.  Voici  le  calcul  : 


log  319  =  2,503  7907 
r2  201  =5;657  3800 


r,t61 1707 
^=î,5805853 

^  B  =  20»  «y  30",97  ;      B  =  41*  41'  1",94 

4-(D-x)=^lcotg|- 

logcotg-^B  =  0,4194147 
î:6  =  r,2218487 


î,6412634 
^  (D-«)  =  23«38'35'^52  (  D  =  92- 48' 4", 55 
^  (D  +  Jc)  =  69-9'29'',63    |  «=45«30'54",11 

^jj  ^  _DCôinB^  _  27»,964  264 


3«  Méthode.  On  peut  encore  commencer  par  calculer  Paille  A  ; 
puis  les  parties  a;  et  y  de  cet  angle,  à  Taide  de  la  relation  démon- 
trée au  problènM  344  : 

sina;       ^.      ...       sina;— siny  __  6  — c 
mny^c'  smos  +  siny        6-fc 

La  médiane  s*en  déduit  comme  précédemment* 
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544.  Calculer  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  dont  un 
e^té    a  =  354»,20,    et  l'angle  opposé  à  ce  calé    A«5KJ»49'22". 


^-TimX 


L 

i  loga=:  2,549  2496 

_     L2=:  1,698  97 
L  tin  A  =  0,082  3349 


2,3305535         R  =  214-,0591 

615.  Calculer  à  0",i  près  l'angle  au  sommet  d'un  triangle  isocèle 
dont  la  hase  est  égale  à  3452»,634,  et  la  surface  égale  à  5864372^. 
(Sorbonne,  16  oovembre  1850.) 

De  la  formule     S  =  6«tg-iB,    on  lire    tg-B^-^ 

logS  =  6,768  2155 
2L6=«:H.9236968 


r,691 9143 


^B=26«ir40",3;        B  ==  52»  23' 20",6 


616.  Calculer  la  surface  d'un  triangle,  connaissant  la  hauteur 
h  =  4590™ ,076  et  les  angles  a  et  fi  qu'elle  forme  avec  les  deux  côtés 
adjacents ,  savoir  :  a  =  8»  et  p  =  15*. 

2  log/i  =  7,323  6400 
Iog8in(a4-J)  =  f,5918780 
_  L2?=  1,6989700 
Lco6a=»0,0150562 
Lco8p=0,0042472 


6,6337914 
Sc=4a03l99»i 


517.  L'un  des  côtés  c  de  Pangle  droit  d'un  triangle  rectangle  vaut 
34828",43  et  l'angU  aigu  adjacent  B  =  48»  35' 27".  De  combien  fautai 
augmenter  cet  angle  pour  que  l'autre  côté  de  l'angle  droit  s'accroisse 
de  20«?  (  Saint- Cyr,  1876.) 

Soit  X  Taugmentation  cherchée. 

On  a  6  =  c.tgB     et     6  +  20=c.  tg(B-faî) 

dbyC?I)Ogle 
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d'Où  tg(B  +  x)  =  -^±^ 

c 

loge  =  4,541 933  8 

lo9tgB  =  0,0545792 


log&=4,6965130 
6  =  39492,36 
6 +  ÎQ=3§  512,36 
log(à  + 20)  =4,5967329 
Lc=S,4580662 


^K»g(ïî  +  ^)  =  0,054799i 
B  +  aî=48»36'18",8 
aî=0*0'51",8 

518.  Dans  %m  triangle ,  on  connaît  un  côté  a=:3428",58  et  lei 
deux  angUê  adjacents  B  =  i08»15'2r'  et  C  =  47o  25' 47".  Circuler  la 
hauteur  abaissée  du  sommet  A.  (  Saint- Cyr,  1874.) 

Soit  X  la  hauteur  cherchée;  on  a 

S  =  iax    et    S^-ig».  ^'"P^'"^ 

,  ^^      a'sinBsinC 

donc  ax=- 


d'où 


sinA 

n  tin  B  tnn  C 

*  9ÎnÂ 

lot^a  =  3,535H43 

logUABsT,9775673 

log8inC  =  1,867 1422 

i:8inA  =  0,3854005 


lofx^3.7652243 
«=5824- ,04 

519.  On  donne  un  côté  d'un  triangle,  a  =  8  424"*,572  et  les  €leux 
angles  adjacents  B  =  64«45'28",6  et  C  =  42*25' 17",  et  Von  demande 
de  calculer  l»  la  distance  du  centre  du  cercle  inscrit  au  sommet  B  ; 
2«  le  rayon  du  cercle  inscrit,  (Saint- Cyr,  1868.) 

En  joignant  le  centre  0  du  cercle  inscrit  aux  extrémités  du  côté  a, 
on  forme  un  triangle  dont  Tun  des  côtés  et  la  hauteur  sont  les  in- 
connues du  problème.  Donc 

sinXc 
1'  OB=a j~^= 


8in^(B-hC) 
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'                                     r  = 

OB6in4-B 

^B            =32»22'44\3 

l9ga 

=3,9255478 

^C            =2iol2'38".5 

logsinic 

=î,5584669 

|-{B  +  C)  =  53«35'22",8 

U8m-l(B-fC) 

=0,0943192 

logOB  =  3,5783339 
OB  =  3787-,336 


logOB  =  3,5783339 
log8iD-tB=î,7287732 


logr= 3,307 1071 
r=2028-,183 

520.  Dans  un  triangle,  on  oonnent  VangU  B  =  51ol4'37",8,  VangU 
C  =  28» 55' 35"  et  U  cÔU  a  =  4436«,857.  Calculer  l'angle  que  fait  U 
celé  0  avec  la  médiane  menée  du  êommet  A.  (  Saint -Cyr,  1865.) 

Soient  â?  et  y  les  deux  parties  de  Tangie  A. 


On  a    iÎH^  =  l-     et     ^  =  -^- 
sinB         m  sinC  m 


d'où  sinx         >inv 

sin  B         siu  G 


d*où 


sin  a;  +  sin  y  sin  B  +  sin  C 

sinx — sin  1/        bin  B  —  sin  C 


ou 


lg-^(aî  +  l/)        tg^(B  +  C) 
t«-^(aî-y)''  tg-t(B-C) 

4  tg4(x  +  y)lgi(B-C) 

d'où  tgl(x-y)  = ^ . ^ 

^  tgl(B  +  C)  • 

MaiB         -2'^»  +  y)==^A     et     colg-i  (B  +  C)  =  tg|  A 

donc  tg-l(«-y)  =  tgîiAtgl(B-C) 
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^A  =49*54'53",6       2logiA  =0,1497534 

i(B  — C)  =  li'  9'3i",4      logtgi.(B  — C)=î,29503<9 


^(aj— y)  =  i5«33'4(r,i7 

~(aî  +  y)  =  -^A  =  49o54'^",6 

œ  =  65«28'33",77 

521.  Résoudre  un  triangU,  eonnaUsani  le  périmèlre  2p^  1254,345 
el  deux  angles,  savoir:  A=98o35'28",6,  B=42<»39'18",8.  (École 
polytechnique,  1852.) 

C  =  180»  — (A  +  B)  =  38o45'12%6 
En  suivant  la  1^  méthode  indiquée  au  problème  485,  on  a 

p  =  627,1725;     "j^  A=^9oirW\3;    ^  B  =  21«19'39",4 
-2^C  — 19o22'36",3 

p-c^ptg-i-Atg^^B 


p-a  =  ptgiBtg^C 

logp  =  2,797  3871 

logtg^B  =  r,5915532 

loglg  J-C=:r,5461718 


^1,9351121 
p  — a  =  86,1216 

p-6=^ptgi-Atg-J-C 

logp  =  2,797  3871 

loglg-^A  =  0,0653662 

loglg-2-C=î,5461718 


2,4089251 
p  — 6  =  256.4042 


logp  =  2,797  3871 
logtgiA=0,0653662 

loglg^B=î',5915532 


d*oei 


2,4543065 
p  — c  =  284,6468 

/  0  =  342,5257 
I  6=370,7684 
(   c  =  511,0509 


1254,345 


Vérification    a  +  6  +  e = ^ 


La  seconde  méthode  est  moins  expéditive,  car  elle  demande  sept 
logarithmes  au  lieu  de  quatre;  c'est  la  méthode  employée  dans  le 
problème  suivant. 
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522.  Calculer  Us  côté*  (Tun  triangle  dont  le  périmètre  2p  =  l-^ao  et 
et  dont  lee  angles  A  et  B  ont  reepedivement  pour  valeur  35*1715" 
el  e2«43'3Cr.  (Concours  général,  1854.) 

C=180o— (A4- B)  =8105^15" 

Les  rapports  égaux    -.^-r-  =  -  .    ^  =    .^  . 
■^*^         *  smA       sinB       sinC 

donnent 

2p 
sînA  +  BiûB  +  sinC 


Ji?. 


4  cos  n-  A  cos  -^  B  cos  ^  C 


4' 


810  A 


,  etc. 


donc    a = 


psin-^  A 


i  1 

cos  -^  B  cos  -^  C 


De  même    6  =  - 


psin-^  B 


cos-j  Acos-j  C 


psin-^C 


1  ï 

C03  —  A  C08  -ç  B 


p=0,60 
-2^A  =  17»33'3F,5 

Y  B  =  31- 21' 45" 

^C  =  40*59' 37",5 


Calcul  de  a. 

logp=r,778i5l3 
log8in-|A  =  f,4815825 

Xco8^B  =  0,0685972 

Lcos-jC  =0,1221789 


Calcul  de  6. 
Jogp  =  r,7781513 
log8in^B  =  T,7163798 

Xcos^A=:0,0209255 

Lco8-2-C  =  0,1221789 


r,4505099 
a=0,2821Ô94 
Vérification    a  +  6-fccs32p 


1,637685 
6  =  0,4341457 

Calcul  de  c. 

logp  =  r,7781513 
log8in|-C  =  î,8168884 

Îco81a  =  0,0209255 

Tcos^B  =0,0685972 

î',6845624 
c-.0,49a6848 
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633.  On  a  un  mngle  k^Kh^WiTf';  on  mène  par  un  pmnt  B 

prié  iur  Pun  de*  côté»  de  Vangle,  à  une  dietanoe  AB  =  i07»,  urne 

dreUe  BC  ieUe  çue  la  eurfaoe  du  triangU  ABC 

9oU  de  6527*«;  on  demande  la  longueur  de  la 

droite  AC  et  la  valeur  de  t*angle  ABC. 

(SorboDDe,  18  juillet  1860.) 

La  qttosUon  revieiit  à  calculer  B  et  6  dans  on 
triangle,  connaissant  A,  c  et  S. 

4  AO 

De    S  =  7r6c8inA,    on     tire    6=»      .    , 
2  csinA 

log2=e,dOI03 

1orS=3,8147136 

D?  =  3,970  616  2 

t8inA=0,i5560l7 


2,241  961 5 
6=174'»,55667 


tg^B~C)  =  -J-^colg-^A 

6  — c=67,5667  6H-c  =  28i,5667 

log(6-.c)=:l,8297327 
L  (6 +  c) =5,5504186 

ïog  colg  ^-  A  =  0,3S9  928  0 


1,7700793 
♦(B-C)  =•300  29' 45";    or    |^(B  +  C)  =  67-4y54'' 
cI5ne  B= 98*  19' 39" 

524.  Trouver  le  rayon  du  cercle  circomcrit  à  un  triangle  dont  lee 
troie  eâléê  mml  reêpeeUvement  249»,  332»  et  415». 

(Il  est  â  remarauer  que  les  trois  côtés  sont  proportionnels  aux 
nombres  3,  4,5;  donc  le  triangle  est  rectangle,  et  le  rayon  éfale  la 
moitié  de  Thypoténuse    R  =  207,5.) 

Fi».  -^-  ^— *        n ^^  

.  Vp(p-a)(p-6)(p^«) 

p»t96,    ^<*i»e249,     p-.6»i66,    p--«att 
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Caèetil  du  déBoœinateur. 

logp=-2,0972293 

log(p  — a)  =2,3961993 

log(p  — 6)  =  2,2201081 

log(p  — c)  =  l,9l90781 


9,2326148 


i  =  4,616  307  4 
log4  =  0,60206 


5,218  367 -« 


CaUnl  du  rayos. 
log  a =2,396 199  3 
log  6  =  2,521 1381 
loge  =2,6180481 
L4S  =  t),78l6326 


2,3170181 
R  =  207«,50 


525.  Dans  un  triangle  BAC,  on  donne  le  côté  AB  =  23«,215,   le 
côté  AC  =  19~,419,  VangU  BAC  =  46«29'3r';  on  demaruie  de  calculer 
la  longueur  de  la  biêseclriee  de  l'cmgk  A.  (Sor- 
bonne,  5  août  1859.)  c 

Soit  X  la  bissectrice  de  Tangle  A. 
Les  triangles  AOB  et  AOC  donneoi 

ÏÏÔ»=a;«  +  c»— 2f»«)i  ^  A 

ÔC*  =  x«  +  6«— 26a;  cos  4-  A 

Divisons  membre  à  membre,  en  remarquant  que    7)rr  =  ir>   '^ 
vient 


BQ* 


c« 


ac«  +  ^— 2«c  cos  ^  A 


6» 


a;S4.6<— 26jb€0s^  A 


<i*dù 


26ccos^  A 


{c-{'b}x=i2b€Ç0B-^A;    d'où   «= — ^-r-j 
(Voir  une  autre  méthode,  n«  306,  formule  73.) 

^  A  =  23»  14'  48",5  c  +  6  =  42,634 

log  2 =0,301 03 
log6  =  l,2882269 
loge  =1,365  7687 

k« cos  ^A=r.963 2273 

i:(c-h6)=ri2,3702439 

1,2884968 
«tBl9-,43107 
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526.  On  donne,  dan$  un  triangle  ABC,   Fangle  Bs=6»*aSM7*, 
l'angle  C  =  75o8'23''  et  la  hauteur  AH  =  148«,19;  an  demande  de 
calculer  la  longueur  dee  trois  côtés.  (  Sorbonne , 
15  juillet  1859.) 

A=:180*  — (B4-C)  =  36*25'20" 
Les  triangles  rectangles  AHB  et  AHC  donnait 
A  =  6  sin  C    et    A  =  c  sin  B 
h 


donc 

log  A  =  2,1 70  818  9 
Lsin  0=0,0147738 


6=- 


c=-^ 
>iuC  sin  B 

_logA=2.1708i89 

L  sin  B= 0,031  5065 


2,185592  7 
6  =  153-,3i785 


6  sin  A 


2,2023254 
c  =  159»,3402 


•*—~iiTrF^ 
log6=2,1855927 
log  sin  A  =  1,773  589  7 
L  sin  B  =  0,031 506  5 


1,9906889 
a  =  97-,87887 


527.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  étant  respeciivement 
AB  =  1551»,  AC  =  2068'»,  BC  =  2585",  trouver  la  longueur  de 
la  droite  AD  qui  joint  le  sommet  A  au  milieu  de  BC.  (Sorboone, 
13  avril  1859.) 

La  solution  générale  de  ce  problème  a  été  donnée  au  problème  513. 
Dans  le  cas  actuel ,  le  triangle  ABC  est  rectangle  en  A.  Donc  la  mé- 
diane égale  Y  ^  ^  292'",50. 

528.  On  donne,  dans  un  triangle  ABC,  les  trois  côtés,  savoir: 
BC  =  G»,  AB  »  5»,  AC  =  2».  On  mène  la  bissectrice  AI  de  l'angle  A, 
et  l'on  demande  de  calculer:  1*  les  surfaces  des  deux  triangles  ACI 
et  ABI;  2o  la  longueur  de  la  parallèle  IM  à  AC,  terminée  au  côté  AB 
en  M.  (Sorbonnc»  18  avril  1859.) 

Les  longueurs  BI  et  IC  sont  proportionnelles 
aux  côtés  AB  et  AC  ;  donc 

12 


BI=^ 


et    IC  = 


IM  est  donné  par  la  proportion 
IM  _  BI 


X(r=BU 


d'où 


LM  = 


10 
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Les  deux  triaogles  partiels  ayaot  rotoe  hauteur  sont  proporliouoela 
à  leura  bases  Bl  et  Cl;  il  suffît  donc  de  partager  proportioBDelle- 
ment  à  ces  ligues  la  surface  ABC  donnée  par  la  formule 

S  =  •pCp  — a)(p--6)(p  — c) 

il  Tient  Surface  ABI = 3»«,3'45  5 

Surface  ACI  =  «-',3382 


529.  Dan»  un  triangle  ABC ,  on  donne  :  AC  =  177» ,285 , 
BC=89«.214,  l'angle  C=e9»10'i2'.  /(  s'agit  de  déterminer  iur  le 
côté  AC  le  point  M  par  legu^  il  faut  abaisser  sur  AS  la  perpendi- 
culaire MF,  pour  diviser  le  triangle  en  deux  parties  équivalentes. 
(Sorbonne,  28  juillet  lt<62.) 

Soit  s  la  surface  du  triangle  AMP  ;  celle  sur- 
face doit  être  moitié  de  ABC  ;  donc 

4 

s=i-r  afrsinC 
4 

Or,  dans  le  triangle  rectangle  AMP,  on  a 


s  s=  -g-  X*  sin  M  cos  M 


ou 


x'sinAcosA 


^1—  *  ^L       sin  C 
^-■^^^sinAcosA 


donc 

tout  se  réduit  au  calcul  de  l'angle  A. 
Calcul  de  A. 

&  — a 
•a 

6  — a=88,071;  6  +  a  =  266,499 

log(6--a)  =  l,9448239 

L(6  +  a)  =  5,5743043 

logcotg^C =0,161 4862 


lgi(B-A)  =  ^=^cotgf 


T,6806144 
^(B-A)=:25«3e'31",63 
^(B  + A)  =  55*  24' 54" 


A=29*48'22",47 


Calcul  de  x. 

loga  =  l,9504330 

log  6  =  2.248  671 9 

log  sin  C  =1,970644  2 

172  =  1,69897 

rsinA=0,3035838 

U  cos  A =0,061 624  8 


4,2339277 
-^=2,1169633 

aj  =  130»,9073 


S30.  Étant  donnés  les  trois  eâiés  d'un  triangle  :  a  «1402^448, 
ba876,53  et  cai 227,142;  calculer  U  les  angles  et  la  surface; 
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>  fmkrt  9ompri$€  tnire  U»  eerdm  inêcrU  et  etrecHMertl.  (Éoete  as- 
trale, a«6t  1866.) 


p  =  l  753,060 
p— a=  350.642 
p  — 6=  876,530 
p^c=    525,918 


son  cologarithme  est  4,7562032 

•on  kig  est  2,5448268 

^  2.9427668 

—  2,7209180 


logr=2,4823574 
r(p  — a) =5,455 1732 


1 


r,9375306 
-2-A  =  40»53'36",22 

A  =  81»4ri2",44 

1  r.  r 


logr=2,4823574 
U(p  —  c)  =3,2790820 


r,76i4394 


-C=30o        C=60» 


21ogr  =  4,9647148 
legr=2,4823574 

^     logr=:2,4823574 
L(p  — 6)  =3.0572332 


T,5395906 

^B  =  19*6^23",78 

B  =  38*12'4r,55 

S=pr 

logp  =  3.2437968 
logr=2,4823o74 


5,7261542 
j=53Uot.22««97«* 


Calcul  de  l'aire  comprise  entre  les  cercles, 
c       ^        c  e 


R 


*2ftitti;  ""^sinOU-        ^ 


^=708,491 


S 


r=3  — ;    on  a  son  log,    dV>«i    r =303,639 

Of  la  surface     S'=3c(R«— r«)=it(R  +  r)(R— r) 
log  11=0,4971498 
log(R  — r)  =  2,6072963 
log(R  +  r)  =  3,0052363 

6,1096824 
S' sa  128>»««- 73"«08  •««• 


99i^Conmai88aia  deux  câiéê  d'um  triangle  :  a  =«4565,72,  b^^ 
et  rtuagU  eumprie^  C=  75*23' t$4",  Mte/er  len  deux  autrm  9t^»^ 
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troisième  côté,  la  surface  et  le  rayon  du  cereU  ex-inêcril-comprie 
dans  l'angle  C.    (École  centrale,  octobre  1866.) 

tK-J(A-B)=-£^cotg4c 

a +  6  =  5549,17;      a  — 6=3582,27;      -^  C  =  37o  41' 57" 

logr(a  — 6)  =  3,5541483 
L(a  + 6)  =  3,255  7719 

logcotg-2^  0=0,1118965 

r,92!  8267 
-|(A-B)  =  39«52'15".537       (       A  =  92«  lO' 18",537 
1-(A  +  B)  =  52M8'3" 


f        B=12<»25'4r',463 


(aH-6)8in4c 

c î ^— 

cos  -^  (  A  —  B  ) 

log(a  +  6)  =  3,7442281 

Iog8m-2^C=T,7864075 

rcos-|  (A  — B)  =  0,1149273 


3,6455629 
c=4421«,43 


3  =  -^  o^sinC 


loga  =  3,65950te 
log  6  =  2,992  7523 
log8mC  =  î,98574ie 
r2=r,69»97 


6,3369732 
S  =  217k«««-26^70«»«- 


Calcul  du  rayoB  du  cercle  ex-imerh  dans  C. 

«•'"sa        ^ 

p-c 
p  =  4935,30;       p  — c  =  4001,85 
log  S  =  6,336  9732 
Clp  — c)=4,3977392 


2,7347124 

r"  =  542-,89 
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ClémeBU  partioulMn  des  trûongles. 

(Oei  qoaitioiii  ne  réolunent  pti  remploi  dee  TmUeO 


582.  L'un  cfet  côU$  d'un  iriangU  e$l  double  d'un  aulre,  et  PangU 
compris  a  60*.  Calculer  Uê  deux  autres  angles. 

Soit  6  =  ^      et     C=«0» 


Ooâ  tg|(A-B)  =  -|^colg^C 


1-.^ 


ou 


tg{(A-B)  =  . -y-co!g30«=-5j 


donc 


^(A-B)=30« 

d'ailleurs  -^(A  +  B)  =  66* 

parsnUe  A=90»,        BssdO* 

533.  Vérifier  que,  dans  un  Iriangle  rectangle,  on  a 

rr'=:r^'r"'^3  (Sainl-Cyr,  1876.) 

DaD8  tout  triangle,  on  a  S=:pr;  or,  dans  un  triapgle  rectangle, 
la  formule    r' = p  Ig  ^  A    devient    r^=:p. 

Donc  SsarK 

De  plus,  on  a  (n*  287,  form.  2)  :  S«=rr'rV";  en  divijslint  oea 
deux  relations  membre  à  membre,  il  vient    Ss=r'V'". 

Donc  tT'  =  r"r^=S 

534.  Trouver  la  condilion  pour  que  le  rayon  du  cercle  cùreonscrit 
à  un  triangle  soU  égal  au  triple  du  rayon  du  eerde  inscrit, 

( Saint- Cyr,  examens  oraux,  1864  et  1876.) 

On  a    a6c  =  4RS    et    S=pr;    d'où    R  =  -^    et    r=^ 
on  doit  donc  avoir 

«^=^     ou     pàc  =  12p(p-a)(p-6)(p-c) 
Donc  la  condition  est    oftc  =a  12  (p — a)  (p  -»  6 )  (p — c) 
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535.  Exprimer  Us  hauteurs  h,  h',  h"  d'un  triangle  en  fonction 
des  côtés  et  dus  angles. 

On  a  S  =  afc=*a»^"-?4!1^ 

2  sin  A 

on  en  lire  ;^__  asin  BsinC 


sin  A 

De  môme  ;^.^  6sin  AsinC 

6inb 
.  V csin  Afiin  B 


8iaC 
(Voir  n«  298,  6  etc.) 

536.  Calculer  les  trois  hauteurs  d'un  triangle  en  fonction  des  trois 
celés.    (Saint-Cyr,  examens  oraux,  1875.) 

Soient  a,  b,  c  les  trois  côtés  et  h,  /i',  h"  les  hauteurs  corres- 
pondantes. 

On  a         a/i  =  23  =  2v/p  (p  — a)  {f—b){p^^^^ 
d'où  ^  =  "l"  VV  i  f' —  «  i  (  P -- ^  )  (  P  — ^ 

De  même    hh'  =  2S  ;     d'où    h'  =^  /p~(p  — a}(p  —  6)(p  — c) 

*     c/i"  =  23;    d'où    /i"  =  -|  v^(p  — a)(p  — 6)7^^ 


637.  iDarw  un  triangle,  on  connaît  un  côté  c  et  les  angles  adja- 
cents A  ei  B  ;  calculer  la  bissectrice  de  l'angle  A  et  le  segment  ad- 
jacent à  AB. 

On  a 

AD    _      BD       _        c c_ 

«»'^*^       '^^      ^^'^*^^'^"       sin?"-  •    '' 

d'où  AD  =  -        ^«'"'^ 


.(b+^-a) 


sin(^B-f^A) 

csin  ^  A 
et  BD  =  -  ^ 


.(B  +  lA) 

538.  JÉ'^ant  donnés  les  trois  côtés  d'un  triangle,  calculer  la  bissec- 
trice de  l'un  des  angles,    (Sorbonne,  22  avril  1875.) 
(Figure  du  problème  précédent.) 

TBiGoxoMinas.  —  M.  21 
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On  a      -^=_?ilL§_;     d'où     arsini  A  =  BDsinB 
sin-3- A 

M-    -^  =  1;    d'où    -^  =  ^;   donc   BD=^^- 

et  par  suite  »=  -^.^  .     ^'°^   . 

'^  6H-C       .    1   . 

Bin  Y  A 

Si  Fon  remplace  sinB  et  sin^A  par  leurs  valeurs  en  fonctîoD 

des  côtés ,  il  vient 

2       , 

BMoarqae.  Dans  le  cas  de    a  =  b  =  e,    on  a 

539.  Les  côtés  d'un  triangle  ont  respectivement  pour  mesttre*^ 
x«  +  x  +  l,  2xH-i,  x«  — 1,  la  lettre  X  ctésignant  un  nombre  plu9 
grand  que  1.  Vérifier  que  Vangle  opposé  au  premier  côté  est  un 
angle  de  120o.    (Sorbonne,  20  juillet  1869.) 

La  formule  a»  =  6«  +  c«  —  26c  cos  A 

donne    (x«  +  a;  +  l)«=(2x+l)«4-(x«-l)«-2(2aî4-l)(a:«— l)cosA 

d'où  co8A  =  — A.;     donc     A  =  120» 

540.  Les  calés  de  Vangle  droit  d'un  triangle  rectangle  étant  Smn 
et  m*  — n«,   calculer  les  tangentes  des  demi -angles  aiaus     (Baou 
Clermont,  23  avril  1873.)  '    ^*'"'^*' 

(Voir  n»  412.) 

641.  Calculer  Us  calés  b  et  c  d'un  triangle  rectangle  dont  on  con^ 
naît  V hypoténuse  a,  et  dans  lequel  les  angles  B  et  C  vérifient  ia 
relation    sin  B  =  2  sin  C.    (  Sorbonne ,  7  novembre  1881.) 

{Voir  no  413.) 

542.  Calculer  les  tangentes  des  trois  angles  d'un  triangle  dont  Us 
côtés  ont  pour  vaUurs  3,  4  et  5.    (Sorbonne,  8  juillet  1879.) 
On  sait  à  priori  que  ce  triangle  est  rectangle. 

Donc  tgA  =  oo,     tgB  =  -^     et     lgC=-|- 

Pour  retrouver  ces  résultats,  appliquons  la  formule 
S=y//>(p--a)(;>  — 6j(p-cj  =6 
■nais  ^=apr;      donc      r  =  \ 
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d'ailleurs 

Donc  lgA  = ^ =-^=OC 

l-lg'-^A       ^ 

de  môme  tgB  =  ^    et    lgG  =  |^ 

542  6t«.  On  donne  dans  un  triangle  un  calé  a ,  Vangle  opposé  A 
ei  la  hauteur  h  rebattue  au  calé  a.  On  demande:  !«  (/uei/e  «5f  l'équa- 
tion du  second  degré  qui  détermine  les  deux  autres  côtés  b  et  c; 
2»  quelle  relation  il  faut  supposer  entre  les  données  pour  que  le 
tringle  soit  rectangle,  (Bacc,  Besançon,  1883.) 

lo  On  a  les  deux  relations 

ah  =  bcBiïïA 

a«= 6«  H- c*— 26c  ces  A 

on  en  déduit  6*  +  c*  =  a*  +  2ah  cotg  A 

et  fc'c.  =  -?''^ 

sm«  A 

donc  6'  et  c*  sont  les  racines  de  l'équation 

X«-a(a  +  2/tcolgA)X+^*-=0 

2«  Pour  que  le  triangle  soit  rectangle,  en  B  par  exemple,  il  faut 
que  Ton  ait 

6î  — c»  =  a« 

or  la  difTérence  des  racines  de  Téquation  obtenue  précédemment  égaie 
deux  fois  la  valeur  du  radical  ;  donc 

frt_c«-2t/^^^H-2/icotgA)»  a^n^ 

La  condition  cherchée  est  donc 


^a^(a  +  2A  colg  A  }*  sin»  A  —  4a*A«  =  2a«  sin  A 
ou ,  en  réduisant ,  a  =  higA 

543.  Le  rapport  —  des  côtés  de  Vangle  droit  d'un  triangle  rec- 
tangle étant  égal  à  2  +  /5,  calculer  le  cosinus  de  la  différence  B  —  G 
des  angles  aigus.  (Sorbonne,  17  juillet  1879,  juillet  1880.) 

On  a  cos(B  — G)  — C08XB  +  C)  =  28inBsinC 

or  6  =  asinB    et    c=asinG 
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d'où  8»n  B  Bin  C  =  ^ 

mais  B  +  C=90«;    donc    cos(B4-C)=0 

et  la  première  relation  se  réduit  à 

cos(B-C)  =  -^=-5^q— T 
c'esl-à-dire 

cos(B-C)=-p— — ^^3^^^;j^^-,^_^2^^  "2 

Donc  B  — C  =  60« 

par  suite  B  =  75o.    C  =  15<» 

544.  Déterminer  les  angles  d*un  triangle,  sachant  qite  les  r>! 
sont  proportionnels  aux  nombres  2,  vl>  «^  1  +v^3 . 

Ona    cosA=  -1:.^^^  =  2lH-v/3)v6    "v"^'     ^''''''    -^^  ' 
demêmecosB  =  '-=-^ï^;^^ =^  B=  ft; 


545.  Si  l'on  a,  dans  un  triangle,    A=:3(V»,    b=100     et    8=** 
combien  aura-t-on  de  solutions? 

On  a  sin  B  =  —  sin  A  =  -^  •  2"  ~  T 

ce  qui  est  impossible.  Donc  pas  de  solution. 

545  bis.  Calculer  les  angles  et  le  côté  inconnu  des  triangles  isa 
lesquels  on  donne 

lo  0  =  18»,    a  =  4-|-v^»    c  =  4 

2«  A  =  15»,    a  =  4,  b  =  4+V^^ 

1«  On  a 
sinA  =  ^sinC  =  (l4-v5)sinl8o=^-(v'5+i)(/5  — l)  =  l 

donc    A=:90»,    par  suite    B  =  72«. 

Enfin  6«  =  a«  -  c«  =  80  +  8v'S0  =  16  (5  -f  2\^'H) 

d'où  6  =  4^5  H-Sv^S 
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2°  On  a 

sin  B  =  A  si„  A  =  4  l/.  +v'4«)  sin  Ib-^Md^lM^l  =  J.. 

dono  B  =  45»,    B'=:135« 

biuA         (\3  — 1)2         »     vv    -T- 
Si   B' =  1350.  C  =  300      et    r='i. -I>^  .  A  =2/2(v^4-i) 

y/3 1         Z 


546.  Dan«  2^  eaa  douteux,  trouver  la  somme  des  aires  des  deux 
triangles  qui  répondent  aux  données, 

\ 
La  surface  de  Tuo  est         ^  bc  sin  A 

celle  de  l'autre  est  ^  ^<^'  sin  A 

donc  S  =  -^  6(c  +  c')sin  A 

Mais  la  distance  du  sommet  A  au  pied  de  la  hauteur  est 
-7J-  (c  +  c  )  =  6cosA 

donc  S  =  6*sinAco8A 

Ce  résultat  se  déduit  sans  peine  du  tracé  d'une  figure. 

647.   Les  trois  côtés  d*un  triangle  sont    a  =  -^- ,     b  =  ~-     et 

c=^ — "7^     ;    calculer,  sans  tables,  les  angles  de  ce  triangle,  sa 
surface  et  te  rayon  du  cercle  circonscrit.  (Sorbonne,  10  juillet  1880.) 

Au  lieu  d'employer  les  formules  du  troisième  cas  des  triangles,  il 
est  plus  simple  de  se  servir  de  la  formule 

atz=b^  +  c^  —  26c  cos  A 

Elle  donne 

.3       2       M+/?)i_  yl(v:6±#lcosA 
4        4    '  16  4 

ou  1=2  4-/3  —  2(1+/^  cos  A 

ou  2(1  H-v'3)  C08A  =  1  +^3 

On  en  lire  cosA=;7;    donc    A  =  6Ck» 
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donc  B  =  45%    par  suite    0  =  73° 

La  formule  S  =  i6cBinA      donne      S  =  — ^ 

et  2R  =  -J^     donne      2R  =  1;     d'où     R  =  4 

blQ  A  ^ 

548.  Dans  un  triangle  A  =  45»  el  les  cdlés  qui  le  comprennai 
b=4,  c=v/5;  ccUculer,  sans  tablet,  le  sinus  et  le  cosinus  éi 
chcuiun  des  angles  B  et  C.  (Sorbonne,  22  avril  1880.) 

La  formule  a«  =  6'  +  c*  —  26c  cos  A 

donne  le  troisième  cote,  car    cos  A  =  -^ 
donc 
De  plus,  on  a 


donc 


a»  = 

=  10 

ou 

a=v 

'iO 

sinB 

sinC 

sin  A 

-   v^ 

4     - 

v/2 

2 

vîô 

2v/ro 
i 

sinB  = 

v^s 

et 

sinC 

1 

■d'où  cos  B = /l  —  sin*  B  =  - 


et  cos  G =/l  —  sin*  C  =  --=- 

\^ 

549.  /)an«  wn  triangle  b=v/2,  c=v/3  et  Tan^le  C  =  60»;  coï- 
■cuter,  «ans  fa6/e«  de  logarithmes ,  1»  ?e  c(î/é  8,2»  le  sinus  el  U  co- 
sinus des  angles  A  et  B.  (Sorbonne,  4  novembre  1880.) 

1o  La  formule  c*  =  a'  +  6*  — 2a6co8C 

■donne  3  =  24-aî  — 2av3J. -^ 


ou 


a»— v^a--l=0,    d'où    a  =  l  {v^i2-f  v^) 


20  Les  relations    ili^  =  li^  = -^*A^     deviennent,  à  cause  de 
a  t)  c  ' 

sin  600=^ 

2  sin  g    sin  B  __  1 
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-d'où  8mA  =  -^(v/^H-V^) 

8inB  =  -^-V^2    et    co8B  =  4v^ 
Ces  expressions  connues  donnent 

A  =  7Î$<»    et    B=:45<» 

BA9  bis.  Dans  un  triangle,  on  a  b=a  +  l,   c=a4-2  et  cosA  =  «: 
calculer  a,  tg-^-B  et  tgic.   (Sorbonne,  11  juillet  1885.) 


Oo  a 


'4a=Vv 


—  cosA i_ 

+  008  A  "~  2 


■d'ailleurs                      P  — a=ptg^  B  tg-1  G  (1) 

p-6=plgi.AtglG  (2) 

P-c=ptg-tAtg-^B  (3) 
mais 

p  =  |(a  +  1),    p-a=|(a  +  3),    p-6=|(a  +  l),  p-c=|(a-l) 
En  substituant  dans  (2)  les  valeurs  de  p  — 6,  p  et  tgi  A,  il  vient 

En  divisant  (1)  et  (3) 


*^-2^=3 


1 


p-g  ^-62^     ^^     «_±l_i 


tg^A 

■d'où  a  =  13 

Enfin  (3)  donne        tg 4- B  =     ^""^     =  A 

Ptg-|A       ^ 

550.  Dans  un  triangle,  on  donne  A=60»  et  le  rapport  —  =:2+v^; 

calculer  la  tangente  de  Vangle  -^(B  — G),  puis  les  angles  B  et  G. 
(Sorbonne,  juillet  1879,  6  juillet  1880.) 
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d'où 


ou 


sinB  +  sinC  _  3+V^ 
sinli  — sinC        i+\^ 


tgi(B-C)""  1+^/5 
Or  y(B  +  C)  =  90o-^  =  60o 

d'où  lgv(B  +  C)  =  tg60<»=v^ 


Donc 


'4<=-o.=i±f=- 


donc  i(B~C)  =  45« 

Par  suite  B  =  105o    et    0  =  15» 


551.  Les  cotés  d'un  triangle  sont  3,  5  c<  6;  quel  eêt  le  rapport  (fr 
rayon  du  cercle  circonscrit  à  celui  du  cercle  inscrit? 

On.  R  =  £^    el    r=|- 

G      /T-7-9.    A^r..     R        7.3.5.6       45 
or  S=v'7.4.2,    donc    --  =  -^^-^-2-=^ 


552.  Les  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  satisfont  aux  relations .  a=4c< 

8  1 

b  =  -7  c.   Calculer  la  tangente  de  Vangle   -^  X  et  en  déduire  la  va- 
leur de  Vangle  A.  (Sorbonne,  22  novembre  1883.) 

On  a  directement  tg  -^  A  par  la  formule 


P  = 

=  3c. 

P'-a^^c,    p' 

-6  =  ^c    et 

p  — c  =  2< 

donc 

«4*. 

=\/î 

d'où 

tgA=ï/5 

et    a=60» 
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Uopéralion  est  plus  rapide  en  parUnl  de  la  formule 

cosA==^'-^^;-^V  =  l 
'Abc  2 

donc  A=60o    el    tgl-A  =  X|^ 

553.  Calculer  la  base  et  les  anQlcs   d'un  triangle  isocèle,  sa^^ 
que  le  côté  égale  2-»  et  la  surface  l»*».  (Bacc,  Montpellier,  1880-) 

!'•  Solution.  Soient  x  la  demi-base,  a  les  angles  égaux  et  ^  T»' 
au  sommet.  On  peut  écrire  la  surface 

2a;8ina  =  28in  ^  =  1 

i 

d*où  smp==-^     et    ^  =  30»    ou    ioO* 


et  comme     a  =  90« — -^  ,    sina=:co&-S-    et    oc  = 


cos-?- 


La  formule  de  cos  -i    en  fonction  de  sin  a  donne 

donc  ^=^ltio    et    p  =  lSO>.    etc. 

2*  SoluUon.  Soit  y  la  hauteur.  On  a 

el  xî/  =  l 

Donc  aî==^lv^+V^) 

la  base  est  donc  v^  +  v'ï  . 

Or  cos«=^-  =  l(v^4-v'2  ;    d'mi    a=  : 

et  par  suite  p  =  loO*» 

554.  Le  côté  AB   rf't*n  triangle  reclangi'^  *    ,    -t      . 
en  fUuœ  segments.    Eœprimer,  wu  moft^'         '        -. 
niigue,Usegrnerit  A.i,  connaisMmilh=^        i     -  :^ 
et    ACI  =  p.    (Sorbonne,  ^jmUeMw*". 
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On  a  AI=ACtgp 

d'ailleurs    AB  =  AH-/=AClg(a4-p) 
divisant  membre  à  membre, 

_Aj^    _       tg 3 
A1  +  /        ïg(a+{j) 
AT  _  tg  3 

Al-h<-.Al         lg(o-f  p)  — tgp" 
/  tg  p  cos  p  cos  rtt4-  pj_ 


d'où 


8in(a-h  f>jcosfi  — côs(a4-p)sinp 
AI  =  ^sinpcos (g-f  p) 


556.  Calculer  le  rayon  du  cercle  inscril  dans  un  triangle  rectangle 
en  fonction  de  V hypoténuse  a  et  d'un  anale  diau  B.  (  Sorbonoe , 
1^  avril  1880.) 


&==asinB    et    c  =  aco8B 


On  sait  que 
or 

<lonc  r  =  -|-(sinB-hcosB  — i) 

Mais       1  — cosB  =  2sinîAB    et    8inB  =  2sin^Bco3^B 
donc  r=  |-  (28in  i- BcosiB-28in«^B)  = 

=  a  sin  -^  B  (cos  ô"  ^  ""  ^in  i  B^ 
d'ailleurs    cos  ^  B  —  sin  -^  B  =  sin  (oO*—  -^  b)  —  sin  —  B  = 

=  2  cos  4»o  sin  ^5*  —  i  b) 
<i'où  r  r=  av'2  sin  ^  B  sin  (  'â5-  —  ^) 

556.  Trouver  la  surface  d'un  triangle  isocèle  dont  on  connaît  ia 
hase  A  et  les  angles  adjacents  égaux  B  et  C,  ouïes  deux  côtés  égaux 
•et  Pangle  compris» 

La  surface  du  triangle  est  double  de  ADB;  or 

surf.ADB  =  ia/i 
4 

et,  à  cause  de     A  =  -^  a Ig  B , 

8urf.ADB  =  ^a«tgB 
donc  S  =  iangB 
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On*  peut  encore  déduire  cette  formule  de  la  relation 


7SÎ 


q j^   ^   sinBsinC 

^■~  2  *  "sin'CirRIX 


car  8Î    B  =  C,    on  a 
a       1     ,6in*B 
S  =  ir^*'8irr2B 


a*sin*B 


a^sioB       a*.    D 
-  =  -j-tgB 


4  sia  B  C08  B        4cos  B         4 

Dans  le  deuxième  cas,  on  a    6  =  c;    la  formule    S=-^&c8inA 
devient 

5  =  ^6«sinA 

Si    a=b=c,    on  a    A=60«,    et,  par  suite, 


557.  Étant  donnés  les  trois  celés  d'un  triangle,  1*  trouver  les 
rayons  du  cei*cle  inscrit  et  des  trois  cercles  ex-inscrils;  2«  démontrer 
que  la  surface  du  triangle  égale  ta  radne  carrée  du  produit  de  ces 
quatre  rayons,  (Bacc,  Lille,  2  avril  1879.) 

Soit  le  triangle  ABC,  r  le  rayon  du  cercle 
inscrit,  W  celui  du  cercle  ex-inscrit  dans 
Tangle  A,  W'  et  r"'  les  rayons  des  cercles 
ex-inscrits  dans  les  angles  B  et  C. 

l"*  Le  triangle  ABC  est  composé  de  trois 
triangles  partiels  ayant  une  hauteur  égale 
à  r;  donc 

(a  +  ^4-c)r  . 


S  = 
d'où 

ou  encore 

De  même 
c^est-â-dire 

d'où 


zpr 


S 


(i) 


■=v/^ 


ABC  =  OiAB  +  Oi  AC  -  OiBG 


On  trouve  de  la  même  manière 

r"  = 


r"'z 


p  —  a 

S 
S 


(2) 
(3) 
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2«  Multiplions  membre  à  membre  les  relations  (i),  (2),  (3)  et  (4); 
il  vient 

^rlifjii  — S ^*  « j 

""p(P-a)(P-fc)(p-c)-  b^"" 
d'où  S^v'rr'r'V" 

(Voir  no  287.) 

568.  Etant  donnés  le$  IroU  calés  d'un  tHangle,  trouver  les  angles 
et  les  côtés  du  triangle  ayant  pour  sommets  tes  centres  des  trois 
cercles  ex-inscrits, 

{Figure  du  problème  précédent.)  Les  côtés  de  ce  triangle  sont  per- 
pendiculaires aux  txissectrices  des  angles  du  triangle  donné;  doocks 

angles  ont  pour  valeurs    90o— j^,   90o— ^   et  90»  —  ^. 

Dans  les  triangles  BiOC,  on  connaît   30  =  â  et  les  deux  angies 

B  C 

adjacents   90>  — -«-   et  90<» — ç- ;   donc,  etc. 

569.  Exprimer  les  angles  d*un  triangle  en  fonction  des  hatUeurs, 

!'•  Solution,  On  a      C08A  =  —   Oh^^ 

tous  les  termes  étant  du  second  degré,  on  peut  remplacer  a,  b,  e  par 
des  quantités  proportionnelles. 

Or  a/i  =  6A'  =  c/i" 

ou  — ^s=     ^     =     ^ 

(x)    (a')    {-h) 

i     .     1  1 

donc    coflA-"^     "^"""^  -^  h'h"(  V+    ^         M 
donc   cosA — ^ ^nn  y^^-j-^^^ 

h'h" 
et  ainsi  des  autres  angles. 

2-  Solution.  On  a    h:=bsinC=^^^^ 

a     _     fe     _,     c     _  h W        ^ h^ 

sinA        siuB        sinC        hiu  B  sin  G        sinÀsinTT       sinAsinB 

donc       j__     /JsinA  .__     /t^sinB  /l'^sinÇ 

ttin  B  8in  ti  *  sin  A  bin  C  '       ~  siuAsinB 

Ces  valeurs  substituées  dans  la  relation  de  Carnot 

a«=6«  +  c«  — 26ccosA 
donnent 

_M8in«A  V«8in«B  V^«8in«C  '^^'^"  t,r,rK 

gin»  B  8iû«  C"  ^  Bin»  A  sin»  C  "*"  sin' A  sin*  B       8in>A        ^ 
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h'h"       ^        hh"  hh' 2M__^^g^ 

BioBsinG        bin  A  bia  C       biaA:}iab        siuBbinC 
h'h"        hh"    ,    hh'      „.  ^^„  . 

d'où  C08A=  ^  (^-^  +_^-._-^-j 

identique  à  la  formule  déjà  trouvée. 

Bemarqne.  On  sait  que  le  triangle  qui  aurait  pour  côtés  les  inverses 
des  hauteurs  serait  semblable  au  triangle  donné;  on  aurait  donc 

pu  écrire  à  priori  (en  po?ant  2«  =  -r-  +  -^  +  -p7)  la  formule  loga- 
rithmique 


•         1»/   -""7^ 


cos{a-1/-V'^-) 


559  bis.  Calculer  Vangle  A,  connaissant  les  calés  h  et  g  et  la  mé- 
diane m  issue  du  sommet  de  cet  angle,  (Bacc,  Lille,  1883.) 

Dans  la  relation  cosA  =  — ^.  ""^ 

on  remplace  a*  par  sa  valeur  tirée  de 

6«4-c«  =  2m«— -y- 

c'eit-à-dire  a«  =  26«  +  2c«  —  4m« 

ce  qui  donne  cosA= n.- 

560.   Déterminer  les  angles  B  et  C  d^un  triangle,  connaissant 
Vangle  A  et  le  rapport  -j-yy  =  m  des  hauteurs  issues  des  sommets  B 

et  C.  On  calculera   tg-^^  (B  — C).    (Sorbonne,  6  mai  1885.) 

On  a  h'  =  asïïkC 

h"=zas\nB 

d'où  '  --•«'^C 

On  en  déduit 


ou 


d*où 


fïl=— ;— 

sm 

B 

sin  B  +  sin  C 

i+m 

sin  B  —  sin  C 

1-m 

tg-^(B  +  C) 

1  +m 

tg^(B-C) 

1— m 

.1  rR  — r^=-tI 

~*^ftOtir. 
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Si  -|(B-C)  =  a 

ona  B  =  90o  — -|^A  +  a 

C  =  90>  — -g-A-ût 

5M.  Calculer  les  angles  d'un  triangle,  connaissant  les  rappcrtê 
des  segments  délerminés  sur  chaque  hauteur  par  leur  point  de 
<:oncours. 

(Voir  no  416,  !•.) 

562.  Même  question  pour  les  rapports  des  segments  des  bissectrices. 
(Voir  n-  416,  2o.) 

563.  En  appelant  x  la  distance  du  point  de  concours  des  hauteurs 
d'un  triangle  au  sommet  A,  on  demande  de  démontrer  la  relation 

a;  =  acotgA 

(Bacc.,  Dijon,  juillet  1881.) 

(Voir  le  commencement  de  la  démonstration  de  la  formule  (39)  sur 
les  triangles,  n®  297  (6).) 

564.  Calculer  les  trois  côtés  d'un  triangle,  sachant  qu'ils  sont 
eocprimés  par  trois  nombres  entiers  consécutifs  et  que  le  plus  grand 
angle  est  double  du  plus  petit, 

(Voir  n*  415.) 

565.  Dans  un  triangle  rectangle,  exprimer  le  rapport  des  mé- 
dianes issues  des  sommets  B  et  C,  en  fonction  de  if^B,  Maximum 
«(  minimum  de  ce  rapport  quand  B  est  variable,  (Sorbonne, 
2  mai  1885.) 

Soient  a  et  §  les  deux  médianes. 
Ona      ««  =  c«+^    et    pî  =  6«  +  -^ 


or  6  =  clgB;    d'où    6s  =  c*tg«B 

donc    a*  =  c«(l  +  ^^)  =  -^(4  +  tg*B) 

p«  =  c«(lg«B  +  |)  =  4(^tg*B  +  1) 

parsuite,  ^^^^^^^^^ 
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Le  maximum  de  ce  rapport  a  lieu  en  même  temps  que  celui  de  son 
carré 

,^    4  +  tg«B 
"^        4lg«B  +  l 
ou,  en  posant    tgB  =  ic,    de 

4a;«  -t- 1 
d'où  m«(4x«  +  l)--(4  +  aî«)=0 

d*où  aî»(4m«  — 1)  — (4  — m«)=0 

et  ^'=#=i^ 

4m«  — 1 

Pour  que  x  soit  réel ,  il  faut  que  Ton  ait 
'*-'^*->0 


4m«— 1 
ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  le  carré  du  dénominateur, 

(4  — m»)(4m«— 1)>0 
Sous  cette  forme,  on  reconnaît  un  trinôme  du  deuxième  degré  en  m^ 
dont  le  premier  terme  est  négatif;  il  faut  donc  que  m*  soit  compris 

\ 
entre  les  racines  4  et  -p. 

4 

Donc  2  est  le  maximum  et  -—  le  minimum. 

566.  Calculer  l'angle  aigu  B  d'un  triangle  rectangle  dans  lequel 
on  connaît  l'hypoténuse  a  et  la  longueur  ^  de  la  bifisectrice ,  soit 
intérieure  soit  extérieure,  issue  du  sommet  de  cet  angle  B.  (Bacc, 
Dijon,  novembre  1883.) 

1«  On  a 

AB  =  aco8B  =  pco8iB  ^..-1. 

d'où    2aco8«lB  — pcos~B— a=0  An. 

Cette  équation  résout  la  première  ques- 
tion; ses  racines  sont  réelles  puisque  le 

dernier  terme  est  négatif,  et  elles  sont  admissibles  puisqu'elles  sont 
comprises  entre  —1  et  +!• 

2*  De  même, 

AB=^acosB  =  p'cos-^(i80o  — B) 


=  p'cos  (90o  — -^- b)  =  p'cos  (^  B-9Cy^ 
=  p'sin  ^B 


d'où  Sasin^-j-B  +  p'sin-j-B  — a  =  0 
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Les  racines  de  cette  équation  sont  réelles  et  de  signes  contraires; 
la  racine  positive  convient  toujours  puisque  +1  lui  est  supérieur. 
Quant  à  la  racine  négative,  elle  convient  si  elle  est  plus  grande 
que  — 1,  c'est-à-dire  si  a>^';  dans  le  cas  contraire,  elle  est  à 
rejeter. 

567.  On  donne  dans  un  triangle  la  base  a,  Vangle  opposé  A  el 
la  somme  m*  des  carrés  des  deux  autres  côtés  h  et  c.  On  demande 

de  calculer  b,  c  el  sin -iT-C^""^);   déterminer  entre  quelles  limites 

peut  varier   m*  pour  que  le  problème  soit  possible.   (Sorbonne, 
10  juillet  1883,  26  juillet  1834;  Lille,  24  juillet  1885.) 

(Voir  n»  417.) 

567  bis.  Résoudre  la  même  question,  en  supposant  que  m*=b*— c*. 
(Bacc.,  Lyon,  3  novembre  1884.) 

La  relation  des  sinus  donne 

a«  6*  —  c*  m» 


8in*A       6in*B  — sin*C        siu'li  —  sin*C 
ou 

a*     m« 

sin^X""  (sinB-f-BinC)(8inB  — âinC) 


2sin -^  (B H-C) cos  1  (B  — G) . 2sin  y  (B—C) cos ^  {B  +  Q 

_m^ 

""  sin  (¥+  C) sin  (B  —  C) 

or  sin(B  +  C)=8inA;    donc    sinCB  — C)=  ^*^^"  ^  (1) 

Cette  relation  et    B  +  C  =  180«--A    délerminent  B   et   C.  Les 
côtés  sont  donnés  par  les  fornnules 

,       asinB     ^4    ^      asinC 

0  =  — . — r—    el    c= 

sin  A  SI  11  A 

DisctASsion.  Pour  que  la  valeur  donnée  par  la  relation  (1)  puisse 
représenter  un  sinus,  il  faut  que  Ton  ait 

a'^m'siaA 

Supposons  celte  condition  remplie.  En  désignant  par  a  Tangle  aigu 

qui  a  pour  sinus   ^  ^," — ,   on  a 

B  — C  =  a  1  I     B  — C  =  180o  — a 

B  +  C  =  180«-A     }     ^"     (     B-hC  =  180«  — A 
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(2)     et 


:  =  90o-^±A     j 


1®  Supposons  Tangle  A  aigu.  Si  Ton  a    m^^a*^    la  relation  (1) 

peut  s'écrire    ^.^"  ^  =  ~  ;  elle  entraîne  sin  a  ^  sin  A   ou ,  puisque 

les  angles  a  et  A  sont  aigus,  a^  A.  Dans  ce  cas,  le  système  (2)  est 
toujours  applicable  et  forme  un  triangle  acutangle.  Quant  au  sys- 
tème (3)  dans  lequel  G  est  négatif  ou  nul,  on  doit  Técarler. 

Si  l'on  a  m^^a'*,  il  vient,  comme  précédemment,  a>A.  Dans 
ce  cas,  aux  systèmes  (2)  et  (3)  correspondent  deux  triangles 
obtusangles  en  B. 

2«  Supposons  l'angle  A  obtus.  Si  Ton  a  m't<^à^,  on  en  conclut 
encore  sin  a  <  sin  A  ou  sin  a  <  sin  (180*  —  A)  et,  comme  a  et 
180>  — A  sont  aigus,  a<180o  — A.  De  cette  limite  supérieure  de  a, 
il  résulte  que  dans  (2)  B  est  plus  petit  que  180o— A  et  G  plus  grand 
que  zéro.  Ge  système  convient  donc  toujours.  Au  contraire,  le  sys- 
tème (3)  est  inadmissible  parce  que  B  y  est  plus  grand  que  90*, 
c'est-à-dire  obtus  comme  A. 

Si  l'on  a  m^^a^,  il  vient  a^ISO»  — A.  Les  systèmes  (2) 
et  (3)  doivent  être  rejetés,  car  dans  chacun  G  est  toujours  négatif 
ou  nul. 

En  résumé  : 

une  solution  :  B,  G  aigus. 
A<90>     ^     ^,  ^_,^^     a*       deux  solutions  :  B  obtus. 

{une  à  la  limite,) 

_  ,  ^  une  solution. 

A  ^90°     l  ai 

a'i^m^^  ■     A      P^^  ^^  solution. 


567  ter.  Etant  données  les  dislances  a,  ^,  y  des  trois  sommets 
d'un  triangle  rectangle  au  centre  du  cercle  inscrit,  trouver  la  relation 
qui  existe  entre  ces  trois  éléments,  (Bacc,  Gahors,  9  août  1881.) 

Le  centre  du  cercle  inscrit  étant  le  point  de  concours  des  trois 
bissectrices,  on  a 

r  r 


siuAS" 


sin  ^(B  +  G) 


p=     \      et  Y  =  — r 

sin  Y  B  sin  ô^  C 
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d*où 

r8inl(B  +  C)  ^  r  (sini  Bcosi- C  +  sin^Ccos-^  b) 
*        siniBsin^C  sinlBsinlc 

Or  a«=-P-!ïl 

a* 

-et,  d'autre  pari,      *a«=p«  +  Y»  — 2pycos(^,  y) 

mais    C08(p,  y)  =co8  [iSOo—  2-(B  +  C)l=cos13î5»  =  — ^ 

donc  a*  =  p»  -h  T«  +  py  v^ 

Par  suite ,  ^^J-  =  p«  +  yi  +  py y/g 

568.  Daiw  un  triangle  ABC,  on  joint  les  pieds  des  hauteurs  A',  B',  C. 
Trouver  le  rapport  de  la  surface  du  triangle  obtenu  à  celle  du  triangle 

-donné.  (Bacc.,  Caen,  1879.) 

(Voir  !!•  316,  fortoule  103,) 

On  peut  résoudre  avec  une  égale  simplicité  le  même  problème  rela- 
tivement au  triangle  qui  a  pour  sommets  les  pieds  des  bissectrices 
des  angles  intérieurs.  (Caen,  concours  académique  pour  TEnseigne- 
jnent  spécial,  1878.) 

La  formule  (84),  n»  312,  donne 

S  _  (a  +  6)(6  +  c)(a  +  c) 
b'"'"  2a6c 

(Voir  la  solution  algébrique,  Ex.  d* Algèbre,  probl.  1261.) 

568  bis.  Etant  donnés  les  trois  angles  A ,  B ,  C  d'un  triangle  et  le 
rayon  R  du  cercle  circonscrit,  calculer  i<>  les  angles,  2»  les  côtés, 
3*  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ayant  pour  sommets  les 
pieds  des  hauteurs.  (Bacc,  Dijon,  novembre  1885.) 

Toutes  les  parties  de  cette  question  ont  été  résolues  au  u9  316. 

569.  Dans  un  triangle  ABC ,  on  joint  Us  points  de  contact  A',  B',  C 
du  cercle  inscrit.  Trouver  i*  le  rapport  de  la  surface  du  triangle 
obtenu  à  celle  du  triangle  donné;  2"  le  rapport  des  rayons  des  cercUs 
-circonscrits  à  ces  deux  triangles. 

(Voir  n»317.) 
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570.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  forme  un  premier  triangle 
en  menant  les  bissectriceê  des  angles  extérieurs,  puis  un  second  en 
menant  les  bissectrices  des  angles  extéi*ieurs  de  celui-ci,  et  ainsi  de 
suite,  indéfiniment.  Calculer  tes  angles  du  n'*"»»  triangle. 

Les  triangles  formés  par  les  bissectrices  des  angles  extérieurs  sont 
ceux  que  Ton  obtient  en  joignant  les  centres  des  trois  cercles  ex-in- 
scrits. 

Dans  le  premier  triangle,  Pangle  opposé  à  Tangle  A  a  pour  mesure 

n        A 

Tangle  du  deuxième  triangle ,  opposé  à  ce  dernier,  a  donc  pour  me- 
sure 

2-U"t)     ^^     '^b" TJ  +  T 
de  même,  Tangle  opposé  du  troisième  triangle  est 
fi       1    ,    1\       A 

celui  du  quatrième  triangle  est 

celui  du  n»*™<  triangle  est 

f\        1,1        1     ,       _!-   M—  A 

Or  la  quantité  entre  parenthèses  est  la  somme  des  termes  d'une  pro- 
gression géométrique  dont  la  raison  est  —77'  ^^^®  somme  est 


donc  Tangle  du  n""»'*  triangle  est 

de  môme,  les  deux  autres  angles  sont 

Si  n  croît  indéfmiment,  à  la  limite  les  trois  angles  seront  égaux 
à  -^;  le  triangle  sera  équilaléraL 

570  bis.  Pareillement,  si  l'on  joint  les  points  de  cêntact  du  cercle 
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inscrit,  on  forme  un  premier  triangle;  en  joignant  les  points  de 
contact  du  cercle  inscrit  dans  celui-ci,  on  en  forme  un  second;  si 
Von  continue  indéfiniment,  le  dernier  triangle  sera  équilaiéral. 

En  effet,  les  triangles  successifs  ont  les  côtés  parallèles  à  ceux  que 
Ton  forme  en  menant  les  bissectrices  des  angles  extérieurs;  leurs 
angles  sont  donc  égaux,  et  Ton  rentre  dans  la  question  précédente. 

Voici  d'ailleurs  une  autre  démonstration  : 

1  1 

Los  angles  du  premier  triangle  étant   -^{n  —  A),    «-(w  —  B)   et 

>i 

7j-(ic  — C)  peuvent  encore  s'écrire 

{(A  +  B),     i(A-fC)     et     ^(B  +  C) 

Si  Ton  suppose  A,  B,  C  par  ordre  de  grandeur  croissante,  il  eo 
est  de  même  des  trois  expressions  précédentes.  De  plus 

~(B  +  C)-|(A  +  B)=-^(C-A) 

de  sorte  que  la  diflTérence  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des 
angles  du  triangle  obtenu  est  la  moitié  de  la  dilTérence  entre  le  plus 
grand  et  le  plus  petit  des  angles  du  triangle  donné.  Si  Ton  répète 
Topération,  la  diiïérence  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  angle 
sera  le  quart  de  la  différence  primitive,  et  ainsi  de  suite.  A  la  limite, 
la  différence  étant  nulle,  le  triangle  est  équilaiéral, 

671.  On  donne  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  ABC; 
si  l'on  inscrit  trois  autres  cercles  entre  les  calés  du  triangle  et  le 
cercle  inscrit  et  que  l'on  désigne  leurs  rayons  par  r|,  r^,  r3,  dé- 
montrer la  relation 

(Saint-Cyr,  oral,  1882.) 
Soit  rj  le  rayon  du  cercle  tangent  an 
cercle  inscrit  et  aux  cotes  de  Tangle  A. 

Menons  la  tangente  commune  aux  deux 
cercles,  et  joignons  OA,  OD  et  DI;  ces 
lignes  sont  bissectrices  des  angles  A  et  D. 

L'angle     ADE  =  90— ^A 

donc         lDE=0  =  45o-^A 
Mais  le  triangle  rectangle  lED  donne 
n  =  DEtg(45«-4-A) 
le  triangle  rectangle  OED  donne 

DE  =  rtg(43*---J  a) 
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donc  n  =  »•  *g*  (^î5»  —  ^  A  j 

de  même  r^  =  r  lg«  (45»  —  -r-  B  ) 

et  r3  =  rlg«  (450—1^  c) 

11  1 

Les  trois  angles    45®  — •  -^  A ,    45°  —  4-  B    et    45»  —  --  C    ont  pour 

somme  y'>  ^^^^  ^^  P®^^  ^^^i*  appliquer  la  formule 

et  en  y  remplaçant  les  tangentes  par  leurs  valeurs  tirées  des  rela- 
tions qui  précèdent,  on  a 

(Voir,  n«  471 ,  une  autre  propriété  des  mêmes  rayons.) 

572.  On  donne  dans  un  triangle  les  trois  angles  A,  B,  C  et  le 
rayon  r  du  cercle  inscrit.  On  demande  de  ialculer,  en  fonction  de 
eeê  données,  1»  les  cotés  a,  b,  c;  2*  Za  surface  S;  3o  le  rayon  R  du 
cercle  circonscrit,    (Bacc,  Dijon,  avril  1879.) 


On 


a     r=(p-a)tg|A=(p-6)tgiB  =  (p-c)tgiG 


d'où  p  —  a  =  r  colg  -    A 

p  — 6  =  rcolg  — B 
p  — c  =  rcolg-iT-C 

ajoutant  p=^r  Tcotg -^  A  +  cotg-^^  B  +  colg  -^  C^ 

donc  a  =  ^(colg^B  +  colg— C  j 

b  =  r  (colg  ^  A  +  colg  ^  c) 
c  =  r  (cotg-2  A  +  colg-^  b) 
S  =  pr  =  r»(colgiA  +  cotg-^-B  +  coIg-^c) 

^^       ^  colgiA  +  colg^B  +  cotg|c 
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573.  Dans  un  triangle  rectangle,  on  connaît  les  deux  segment»  m 
et  n  déterminés  sur  l'hypoténuse  par  la  bissectrice  de  VangU  droit. 
Calculer  \»  les  trois  côtés  du  triangle;  2o  la  hauteur  correspotukmi 
à  l'hypoténuse;  3<>  la  bissectrice  de  l'angle  droit,  et  à'*  la  tangente  de 
l'angle  que  forment  ces  deux  lignes,    (Bacc,  Lille,  1882.) 

(Voir  n»  418.) 

674.  Étant  donnés  les  trois  angles  d'un  triangle  et  la  hauteur  h 
issue  de  l'angle  A,  l»  calculer  les  trois  côtés;  2*  exprimer,  en  far^ 
mules  logarithmiques,  le  périmètre  et  les  rayons  des  cercles  inscrit 
et  circonscrit.    (Bacc.,  Lille,  1881.) 

(Voir  no  419.) 

574  bis.  Connaissant  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle ,  exprimer 
en  formules  logarithmiques  le  rayon  du  cercle  circonscrit ,  les  dis- 
tances du  centre  de  ce  cercle  aux  côtés  et  V excès  de  la  somme  de  ces 
dislances  sur  le  rayon  du  cercle  circonscrit.    (Bacc,  Lille,  1^1.) 

Le  rayon  peut  s'exprimer  en  fonction  des  côtés  seulement,  ou  en 
fonction  des  côtés  et  des  angles  (n*  285). 

r> abc abc 

-  4S"-  4v/pTp-"^)(p-6)(p"=-c) 

R= 1 ^. .— 

4  cos -^  A  cos -g- ^  cos -g- G 

Les  dislances  du  centre  aux  côtés  sont 

RcosA,      RcosB      et      RcosG 
L'excès  de  leur  somme  sur  R  est 

R(cosA  +  co8BH-cosC)  — R    ou    RfcosA  +  cosB  +  cosC  —  1) 
mais      cos  A  +  cos  B  +  cos  G  =  1  -f  4  sin  -s-  A  sin  -^  B  sin  ~  G 
donc  la  différence  cherchée  est 

4R8in-lAsin|^Bsin-^G 

575.  Dans  un  triangle  isocèle  ABG,  on  connaît  la  base  a,  la  bis- 
sectrice p  de  Vangle  à  la  base  ;  calculer  -^  B ,  discuter  et  rendre  lo- 
garithmique la  formule  obtenue.    (  Saint -Cyr,  1884.) 

(Voir  n«  420.) 

575  bis.  Dans  un  triangle  ABG ,  on  donne  le  côté  a ,  Vangle  op- 
posé A  et  le  produit  py=pima«  des  bissectrices  intérieures  des  angles  B 


Digitized  by  LjOOglC 


FONCTIONS  TRIGONOMÉTRIQUES  74$ 

et  C.  Calculer  ces  angles  et  discuter  le  problème.  (Agrégalioa,  Ma* 
thématiques  élémentaires,  1885.) 

On  connaît  B  +  C  =  180«  — A,  il  suffit  de  chercher  B  — C. 
Soient  B'  et  C  les  pieds  des  bissectrices  intérieures  des  angles  B 
et  C;  le  triangle  BCB'  donne 

sin(A-h^B)        «''^^ 

le  triangle  CBC  donne 

„« ^     T 

sin  B 


.(a  +  |c) 


Multipliant  membre  à  membre  et  tenant  compte  de  la  relation 
PY  =  ma*,  il  vient 

1  m 

sin  B  sin  C 


sin(A-i--|B)8in(A  +  4-C) 


ou  en  remplaçant  les  produits  de  sinus  par  dos  différences  de  cosinus 

i m       

cos|(B-C)~cos[2A-i.i(B-i.C)]  ^  cos(B-C)-cos(B  +  C)" 

ou    2co9«^(B  — C)  — mcosi(B  — G)  — m8in^-.28in«-i-A=0 

ou  2cos«^(B  — G)  — mcos-^-  (B  — C)  + 

+  4msin«-2-A  — Smsin-^- A  — 28in«~-A  =  0 

Pour  simpliQer  récriture,  appelons  t  la  quantité  sin-^-  A,  qui  est 
positive  et  moindre  que  1  ;  Téquation  devient  finalement 

2co8«-^(B  — C)  — mcosy  (B  — C)  +  (4/«-3)/m  — 2/«  =  0    (1) 

Discussion.    L*angle    ^(B  — G)    étant  plus  petit  que  90*,   une 

valeur  de  cos-^  (B  — G)  devra,  pour  être  acceptable,  être  !•  réelle, 

2«  positive,  3*  moindre  que  i. 

!•  Condition  de  réalité.  Pour  que  Téquation  (1)  ait  ses  racines 
réelles,  il  faut  que  Ton  ait 

m»  — 8(4(S-3)(7n  +  16<*^0  (2) 

La  nature  des  racines  de  ce  trinôme  dépend  du  signe  de  la  quantité 

16(4/*-3)«<«  — 16<« 
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OU  16<«(4/*-3+l)(4/S  — 3  — 1) 

ou  128i«(2/«  — l)(fS  — 1) 

ou  simplement  (2<«—1)  («»—!) 

Or  ce  produit,  qui  s^annule  pour  =t-^  et  pour  :^1,  est  positif  si 

roua        /<-!,    ou    --^<4<  +  -^--,    ou    1<< 
il  est  négatif  si  Ton  a 

-.l<(<-i^      ou      +-Ç</<1 
Mais  puisque  dans  la  question  présente  on  a  toujours 

il  ne  reste  que  les  deux  hypothèses  suivantes  : 

l*Ona        y^f^t^l 

alors  le  trinôme  (2),  ayant  ses  racines  imaginaires  ou  bien  réelles  et 
égales,  conserve  toujours  le  signe  de  son  premier  terme,  et  la  con- 
dition (2)  de  réalité  de  IVquation  (1)  C8t  constamment  satisfaite. 

20  On  a       0^t<C^- 

dans  ce  cas,  le  trinôme  (2)  a  ges  racines  réelles  et  inégales.  Or  le 
produit  16/*  de  ces  racines  est  essentiellement  positif,  et  leur  somme 
St{kfl  —  3)  est  ici  négative;  donc  ces  deux  racines  sont  nëfçatives. 
D*autre  part,  la  nature  de  la  qucslion  exige  que  m  soit  positif;  par 
suite,  les  valeurs  attribuées  à  m  sont  toutes  extérieures  aux  racines 
du  trinôme  (2);  cd  trinôme  reste  constamment  positif,  et  la  condi- 
tion de  réalité  des  racines  de  Téquation  (1)  est  toujours  remplie. 

2«  Condition  de  signe.  La  somme  -^  des  racines  étant  positive, 

il  y  aura  toujours  au  moins  une  racine  de  Téqualion  (1)  qui  sera  posi- 
tive; elles  le  seront  toutes  deux  si  leur  produit  est  positif,  c*est-Â-dire 
si  Ton  a 

r(4m(«  — 3m  — 20>0 

ou  simplement  (4/*-.3)  m  — 2/>0  (3) 

Si  Ton  a     ('W*  — 3}>0,    c*est-à-dire    />^/3  ou     A>120, 
la  condition  (3)  devient       m>  jr.f__.r 

mais  si  Ton  a    4(»— 3<0,    c'est-à-dire    l<\\^  ou    A<120*, 


la  condition  (3)  peut  s*écrire 

^  4/«  — 3 
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3*  Condition  de  grandeur.  Pour  étudier  la  sitnalioD  de  ranité  po- 
sitive relativement   aux   racines,  substituons  dans  (1)   la   valeur 

co8^-(B  — C)  =  l,    il  vient 

2  — m  +  4mi3  — 3m<  — 2<« 

ou  (/i(3  — 3(  — l)m  — 2(<«  — 1) 

ou  ((-l)[(2f  +  l)*m  — 2(<-i-1)] 

Le  premier  facteur  t — 1  étant  négatif,  ce  produit  sera  positif  ou 
négatif  suivant  que  Ton  aura 

[(2/  +  l)«m-2(/-hl)]^0 

donc  i  sera  extérieur  aux  racines  de  Téquation  (1)  ou  compris  entre 
ces  racines  selon  que  Ton  aura 

^^  2(f  +  1) 

D'ailleurs  il  est  clair  que  1  est  supérieur  à  la  plus  grande  racine  ou 
inférieur  à  la  plus  petite ,  suivant  qu'il  e&t  plus  grand  ou  plus  petit 

que  leur  demi -somme  -~-^  c'est-à-dire  suivant  que  Ton  a 

m-^2 

Les  difTérents  cas  qui  peuvent  se  présenter  dans  la  discusdon  du 
problème  dépendent  donc  de  la  position  de  m  relativement  aux  trois 
points  de  repère 


-rr     et 


4x2  —  3  VM-\-i)* 

Le  premier  est  fixe,  les  deux  autres  sont  fonction  de  /;  désignons- 
les  respectivement  par  K  et  L. 

Comme  il  est  important  de  ranger  ces  trois  repères  par  ordre  de 
grandeur,  cherchons  comment  varient  les  deux  derniers  quand  la 
variable  /  croît  de  0  à  1.  On  trouve  facilement  que 

!•  Si  t  croît  de  0  à  -i  y/â  ,     K  décroît  de  0  à  —  oo 
Si  (  croît  de  -2-  /3~  à  1 ,     K  décroît  de  -h  OO  à  -|-  2 

2-  Si  t  croît  de  0  à  1 ,  L  décroît  de  -h  2  à  -^ 

L*examen  de  ces  variations  montre  quil  y  a  deux  cas  généraux  à 
considérer  relativement  à  Tordre  dans  lequel  se  suivent  les  trois 
points  de  repère. 

!•  Dans  le  cas  où    0<(<^-v^f,    on  a    K<0<L<2. 
2»  Dans  le  cas  où    '^\'lï<t<\,    on  a    0<L<2<K. 

Pour  étudier  les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  il  sufQt  de  se 
rappeler  les  résullats  obtenus. 

21» 
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1*  Réalité,  La  condition  de  réalité  est  toujours  remplie. 

2«  Signes.  Pour  A<120*,  les  deux  racines  sont  positives  ou  sont 
de  signes  contraires  suivant  que  Ton  a 

Pour  A>120*,  les  deux  racines  sont  positives  ou  sont  de  signes 
contraires  suivant  que  Ton  a 

3°  Grandeur,  La  limite  + 1   est  extérieure  aux  racines  ou  com- 
prise entre  les  racines  selon  que  Ton  a 

m-^L 

De  plus,  si  1  est  extérieur,  il  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  les 
racines  selon  que  Ton  a 

On  peut  ainsi  former  le  tableau  suivant  : 


HTPOTHÈSKS 

ooKsiqTJKscn 

soLT;noss 

A<120« 

(  m<L 
\   m>L 

K<0<L<3 
x'<0<x"<l 
x'<0<l<x!' 

1 

A>120o 

(           m<L 
L<m<K 
K<m 

0<L<2<K 
x'<0<^'<l 
»'<0<l<x" 
0<x'<l<x" 

1      ï 
0 

1 

§  5.  -^  Des  quadrilatères. 


576.  Dans  un  quadHlalère  inscriptible ,  deux  côtés  adjacents  oni 
pùûr  longueur  3"  et  les  deux  autres  côtés  4™.  Calculer  !•  ta  surface; 
2»  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit;  3*  les  diagonales; 
4«  les  tangentes  des  angles  que  forment  les  diagonales  avec  les  côtés, 

!'•  Méthode,  Tous  les  éléments  demandés  peuvent  être  obtenus  A 
l'aide  des  formules  établies  pour  le  quadrilatère  inscriptible  (n»  324). 

On  a      p  =  7,     p  — a  =  p  — 6  =  4,     p  — c=p  — d=3 

T=12 

d*où    r=4^ 


d'où 
2* 


^(a-h6  +  c  +  d)=S    donne    pr=S; 
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3«  a6  +  c(i  =  25,      ac  +  M=24,      ad'\-bc  =  2A 

<iou  R  =  _y.^_^__.  =  ^,    etc. 

2*  Méthode,  Le  quadrilatère  est  à  la  fois  iascriptible  et  circonscrip- 
iible  ;  donc  la  plus  grande  diagonale  le  décompose  en  deux  triangles 
rectangles  égaux  dont  les  côtés  sont  3  et  /j.  Cette  diagonale  est  Thy- 
poténuse;  donc  a  =  5.  L'autre  diagonale  est  double  de  la  hauteur 
correspondant  à  Thypoténuse;  donc  ^=4,8.  Les  tangentes  des  angles 

des  diagonales  avec  les  côtés  sont  y  et  -^ .  Enfin  la  surface  égale  la 

racine  du  produit  des  quatre  côtés,  ou  la  somme  des  surfaces  des 
deux  triangles  rectangles,  ou  le  demi -produit  des  diagonales.  Le 
rayon  du  cercle  circonscrit  égale  la  moitié  de  l'hypoténuse,  etc. 

577.  Les  diagonales  d*un  quadrilatère  sont  respectivement  295™ ,315$ 
et  314,159;  l'angle  qu'elles  forment  est  de  89o59'13".  On  demande  la 
surface  du  quadrilatère,  (Sorbonne,  3  mai  1866.) 

Soient  a  et  6  les  diagonales,  et  a  Tangle  qu'elles  forment. 

On  a  S  =  -H^a6sina 

le  sinus  de  Tangle  a  n'étant  pas  dans  les  tables,  on  peut  le  remplacer 
par   2sin  ^  cos  ~,   et  la  surface  est  donnée  par  la  formule 

S  =  a68in-2-  cos -§- 

log  a  ==2,470  285  6 
log  6  =  2,4971495 

logsin-|-=r,84943o5 
logcos-^=r,8'i9534  6 


log  S  =  4,666  405  2 
S  =  46387'°'»,94 

578.  L'un  des  angles  d'un  losange  circonscrit  à  un  cercle  de  68™  de 
rayon  est  de  43°  24' 37";  calculer,  à  un  décimètre 
carré  près,  la  surface  de  ce  losange.  (Sorbonne, 
4  novembre  1862  et  19  juillet  1865.) 

Soit  a  le  côté  du  losange  et  r  le  rayon  du  cercle. 

La  surface    S  =  2ar;    or  le  triangle  rectangle  AOB 

1  1 

â  pour  surface   -k  ar   ou   -^  a*  sin  A  cos  A  ;    donc 

--         »•  et    S=-       ^'•* 


eiqAcosA  siuAcoaA  ^ 
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log2  =  0,30103 
Jlogr  =3,6650178 
Lsin  A  =0,431  9980 
LcosA=0,0319378 


4,4299836 
S  =  26914«'',32 


579.  Calculer  à  0'\\  près  les  angles  d*un  losange  dont  le  périmètre 
égale  842«>,693,  sachant  que  l'une  des  diagonales  a  92'»,355.  (Sor- 
bonne,  16  novembre  1862, 16  juillet  1863,  4  avril  1864.) 

Soit  BD  la  diagonale  donnée. 
On  a  BD  =  2BA.8in^A 

d'où  "4^=-^ 

2BA  eât  le  dcmi-périmèlre. 

logBD  =  1,965  4604 
L2BA  =  3,3753607 


T,3408211 


^A=12o39'4l",28 
A  =  25o19'22",5  B  =  154o40'37",i; 


580.  Résoudre  un  parallélogramme,  connaissant  une  diagonale,  la 
surface  et  le  périmètre, 

La  diagonale  décompose  le  parallélogramme  en  deux  triangles 
égaux  dans  lesquels  on  connaît  un  côlé,  la  somme  des  deux  antres 
et  la  surface,  c'est-à-dire  la  hauleur  correspondante  au  côté  connu. 
C^est  le  problème  résolu  dans  le  cours,  chap.  iv,  applications,  5<*. 

581.  Etant  donnés  les  calés  et  les  angles  d'un  parallélogramme, 
exprimer  1»  /a  surface,  2«  les  diagonales,  3»  la  tangente  de  Vangté 
que  forment  les  diagonales. 

1o  La  surface  est  double  de  celle  d'un  triangle;  donc 

S  =  a6sin(a,  b) 

2o  En  appelant  a?  et  y  les  diagonales,  la  relation  de  Carnot  donne* 

(rî  =  a«-f6«-h2a6co8(a,  6) 

t/«  =  a«-fft*  — 2a6cos(a,  b) 
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3<>  (Voir  no  340,  formule  38.) 

582.  Etant  données  la  base  et  la  hauteur  d'un  rectangle,  calculer  ' 
le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  de  Vangle  des  diagonales. 

(Voir  n«  3'»2,  formules  41  et  42.) 

583.  Calculer,  en  fonction  des  côtés  et  des  angles  d*un  quadrilor- 
tère  quelconque,  la  longueur  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  des 
diagonales, 

(Voir  n»  329,  formules  5  et  6.) 

584.  Exprimer  les  longueurs  des  droites  qui  joignent  les  points 
milieux  des  côlés  opposés  d*un  quadrilatère  quelconque, 

(Voir  n»  330,  formules  8,  9,  10,  il.) 

585.  Calculer  la  surface  d'un  quadrilatère  qttelconque  au  moyen 
des  calés  et  des  diagonales. 

(Voir  n-  331  et  332,  formules  12,  14,  15, 16.) 

586.  La  surface  d'un  rectangle  est  p,  elle  devient  q  quand  Vangle 
des  diagonales  devient  double  sans  que  ces  diagoncUes  changent  de 
longueur.  Trouver  la  longueur  des  diagonales  et  Vangle  qu'elles 
forment.  (Bacc,  Caen,  1879.) 

(Voir  n"»  529.) 

587.  En  suivant  le  périmètre  d'un  quadrilatère  ABCD,  on  a  divisé 
les  quatre  côtés  dans  un  même  rapport  donné  — ,  et  Von  a  joint  les 

•  points  de  division  consécutifs.  Calculer  la  surface  du  quadrilatère 
obtenu,  en  fonction  de  la  surface  S  du  quadrilatère  donné. 
(Voir  no  530.) 

588.  On  donne  les  deux  bases  d'un  trapèie  m  et  n^  la  liauteur  h 
et  Vangle  A  que  forment  les  prolongements  des  côtés  non  parallèles. 
Calculer  la  longueur  de  ces  côtés.  Application  :  m  =  5,  n=2, 
h=v^    et    A  =  60o.    (Sorbonne,  18  juillet  1879.) 

(Voir  no  531.) 

589.  Calculer  la  hauteur  h  d'un  trapèze,  connaissayit  les  basa  a 
et  h,  et  les  diagonales  a  et  p.  (Sorbonne,  31  mars  1881.) 

(Voir  no  532.) 
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590.  Cakxtler  le*  diagonale»  d'un  trapète,  contiot— aiU  Ut  ba$e$  a 
et  h,  et  Us  côtés  non  parallèles  c  et  d.  (Bacc.,  Dijon,  avril  1883.)- 
(Voir  no  533.) 

590  bis.  Connaissant  les  deux  côUs  parallèle*  et  les  deux  diagà' 
nales  d*un  trapèze,  calculer  la  surface,  la  hauteur,  le*  calés  fkm 
^paraUèles, 

Qu'arrive-l'U  si  Us  deux  diagonales  sont  égales  f 

(Bacc,  Grenoble,  16  avril  1885.) 

io  En  vertu  du  théorème  démontré  plus  loin,  exercice  631  bis,  la 
surface  du  trapèze  égale  celle  du  triangle  ayant  pour  côtés  les  deux 
diagonales  et  la  somme  des  bases. 

Les  bases  étant  a  et  c,  les  diagonales  x  et  y,  on  a 

S=-^/^a  +  c-|-x-hV;(a-hc  +  x  — »/)(a  +  c-fy— a;)(x  +  y--a— e) 

2*  La  hauteur  se  déduit  de  la  formule  géométrique  de  la  surfact 
du  trapèze 

S  =  l(a4-c)/i 

d'eu  /i=-?|- 

3»  Le  trapèze  est  divisé  par  Tune  quelconque  des  diagonales  en 
deux  triangles  dans  lesquels  on  connaît  deux  côtés  et  la  hauteur  cor- 
respondant à  Fun  d'eux.  La  détermination  du  troisième  côté,  celle 
des  eôtés  non  parallèles  du  trapèze,  est  un  problème  de  géométrie 
qui  n'ofllre  aucune  difQculté;  il  suffit  d'appliquer  le  théorème  de 

PVTKAGORE. 

SI  les  deux  diagonales  sont  égales,  le  trapèze  est  isocèle  et  la 
question  se  simplifie.  Los  segments  des  diagonales  sont  proportion- 
nels aux  bases;  on  peut  calculer  facilement  la  hauteur  du  trapèze, 
en  déduire  la  surface  et  les  côtés  non  parallèles. 

691.  Un  qucuirilatère  est  inscrit  dans  un  demi-cercU;  les  trois 
calés  a ,  b ,  c  différents  du  diamètre  x  étant  connus,  former  V équation 
qui  donne  U  diamètre. 

(Voir  no  534.) 

592.  Résoudre  un  trapèie  inscrit  dans  un  cercU  de  rayon  donné  R, 
connaissant  un  angU  a  et  la  surface  m\ 

Ce  trapèze  est  nécessairement  symétrique. 

Soit  Paogle  BDC  =  a 

Faisons  BD  =  x    et    CD  =  y 

On  a    AB  =  y  — 2ED=y  — Stecosa 
et  BE  =  X8ina 
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La  Burftce  est 


•i-(AB  +  CD)BE  =  (v  — a?cosa)aî8ina  =  m« 

ou  xysina  —  aî*8inaco8a  =  m*  (i) 

D'ailleurs  BC*  =  œ»  +  y* — 2xy  cos  a 

Si  Ton  mène  le  diamètre  CF ,  en  remarquant  que  Tangle    F  =  a , 
on  a 

BC  =  2Rsina 

donc  a;*-|- v'  — 2aît/cosa  =  4R*6in*a  (2) 

Les  équations  (1}  et  (2)  résolvent  la  question. 

De  (1  )  on  Ure  y  =  ">'  +  »' "»«°gi«. 

cette  valeur  substituée  dans  (2)  donne 

X*  sin*  a  —  4R*a5*  sin*  a  +  m*  =  0 

d'où  ^=V2R1±V/ÂKÎE^     ^^^_ 


592  6w.  On  donne  dans  un  trapèze  isocèle  les  bases  a  et  b  et  la 
longueur  commune  c  des  côtés  non  parallèles.  Calculer  le  rayon  du 
cercle  circonscrit,  (Bacc.,  Dijon,  juillet  1885.) 

En  appelant  a  la  diagonale  et  A  l'un  des  angles  aigus,  on  a 

2sm  A 
Mais  a*=a»  +  c* — 2acco8A 

de  plug  cos  A =-^5^^ 

d'où  sinA  =  ^^^^!^f^^=^ 

2c 


que  Ton  peut  encore  obtenir  en  remarquant  que 

sinA  =  A 
c 

Donc  a*  =  a6  4-  c* 

par  suite  R=—    „  V^M^Z 


V'(2c-|-6  — a)(2c-f  o  — ^ 
Ce  résultat  est  encore  donné  par  la  formule  du  n<*  324,  4<>;  dans  le 
cas  actuel  elle  se  réduit  à 


R 


__         c{a-\-h)\/ab-\-d»' 


Les  deux  valeurs  sont  identiques,  car 

^-*=-|-(^+^-«)»    f)-6=^-(2c+a-6)    et   p-c=-|(a+6) 
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693.  Rétoudrt  un  trapèze,  connaissant  les  angles  et  Us  diagonales. 

Soit  le  trapèze  ABCD. 

^  Si  par  le  sommet  C  on  mèoe  des  parai- 

/\^  «/\-.  '^^®s  *  ^^  ®^  ^^  I  '®  problème  se  réduira 

/     /\   -V   *.  au  calcul  des  angles  DBA=aî  et  CAB=y. 

/  y/      T^A     '*•..  Lss  deux   triangles  BCE    et  ACF   ont 

1/^     j  ^A  *;;.        môme  médiane  CM;  donc  en  égalant  dans 

^       ÏTTb         t      chacun  d'eux  les  valeurs  de  colg  M  diaprés 
la  formule  96  des  triangles  (n*  3i4) 
colgy  =  colgJ5  4-cotgA  — colgB  (1) 

d'ailleurs  ACF  donne       ^  sin  j/  =  sin  x  (2) 

en  les  multipliant 

A  cosi/  =  cosa5H- (colgA  — cotgB)sinx  (3) 

Ajoutons  les  équations  (2)  et  (3)  après  les  avoir  élevées  aa  carré 
(cotg  A  —  cotg  B  )  sin«  X  +  2(cotg  A  —  cotg  B  )  sin  a?  coscc  + 1  — -p- =0 
En  y  substituant 

2 sin X cos x  =  sin 2a;    et    2sin*a;  =  l — cos2x 
il  vient 

S(ootg  A. — cotg  B)  aln  fx  —  (cotg  A — cotg  B)  cof  Joe  4- cotg  A  —  cotg  B -f  1  —  ?ï  e»  0 
équation  de  la  forme 

a  sin  a; -f  pco8x=Y 

593  bis.  Etant  donnés  une  circonférence  de  rayon  R  et  un  diamètre 
fixe,  on  fait  de  part  et  d'autre  de  ce  diamètre  un  angle  ol,  elà  la  suite 
un  autre  angle  9.  En  joignant  les  points  de  rencontre  des  côtés  asxte* 
rieurs  de  ces  angles  avec  la  circonférence,  on  forme  un  trapèze  tao- 
cèle  inscrit,  et  Von  demande: 

i<»  De  calculer  sous  forme  logarithmique  la  surface  de  ce  trapèse 
en  fonction  de  R,  a  et  ^; 

2»  En  attribuant  à  a  la  valeur  45° ,  trouver  la  valeur  de  9  pour 
laquelle  la  surface  du  trapèse  est  maximum; 

3<>  Dans  ce  dernier  cas,  que  devient  le  trapèse  f 

(Bacc.,  Rennes,  juillet  1885.) 

Les  diagonales  de  ce  trapèze  ont  pour  valeur  (n*  344) 
2R  sin  (9  + 2a) 
et  leur  angle  égale  29.  Donc 

l»  S  =  2Rt  sin«  (9  +  2a)  sin  29 

Si   a  s=  450 ,   cetlc  formule  devient 

S=:2R>O06*9sin29 
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2*  Le  maximum  de  celte  expression  dépend  de  coft*çsin2(p  ou 
de   sin  9  cos'  9 ,    qu*on  peut  écrire 

C0S3  Ç  V^l  —  C08<  9 

Le  maximum  a  lieu  en  même  temps  que  celui  de  son  carré 

(1— cosS9)(cos«9)» 
il  a  lieu  pour  cos*  9  =  3  —  3  cos*  9 

d*où  co8  9  =  — v^ 

et  9  =  30» 

30  Dans  ce  cas,  le  trapèze  devient  égal  au  demi-hexagone  régulier 
inscrit. 

594.  Dans  un  parallélogramme,  on  donne  la  somme  2a  des  côtés 
et  des  diagonales,  un  angle  p  et  l*angle  a  des  diagonales.  Calculer 
les  côtés  et  les  diagonales. 

Soient  x  et  y  les  côtés,  u  et  :^  les  demi-diagonales. 

On  a  x-\-y'\-z-{'U  =  a  (i) 

ti*  +  ««— 2M3cosa  =  x«  (2) 

tiS -j- 3I -I- 2u3  cos  a  =  y*  (3) 

x»  +  t/«  —  2x1/ cos  p  =  4s«  (4) 

Pour  résoudre  ce  système,  posons 

x=rv^sin  9 
y  =  r\^  cos  9 
usr' sin  0 
3  =  r'  cos  ô 

Si  Ton  ajoute  (2)  et  (3)  en  remplaçant  x,  y,  s,  par  leurs  valeurs, 
on  trouve    r  =  r'. 

Cela  posé,  substituons  dans  (2),  (3)  et  (4),  il  vient 

1  —  sin20co8a  =  28in*9  (5) 

l  +  sin2dcosa  =  2cos*9  (6) 

i— 8in29cosp  =  2co8«0  (7) 

Multiplions  membre  à  membre  (5)  et  (6),  il  vient 

1  —  sin'  20  cos*  a  =  sin*  29 
et  réquation  (7)  peut  s'écrire 

sin  29  cos  p  =  cos  20 

Eliminons  sin  29  entre  ces  deux  dernières  équations 

cos*  p  —  siil*  20  cos*  a  cos*  p  =  cos*  20 

d^où  cotg20=8inacotgp  (8) 

De  même,  co(g29  =  8inpcotga  (9) 


Digitized  by  CjOOQIC 


754  EXERCICES  ET  PROBLÈMES  DE  TRIGONOMÉTRIE 

Or  (1)  donne 

r  \y^  ( sin  ç  -h  C08  ç  )  -|-  sin  6  +  cos  o]  =  a 
et  en  appliquant  la  formule 

sin)^  +  co8X  =  28m45ocos(X  — 45o)  =  v^cos(X  — 45«>) 
on  a  rv'^[v^co8(ç— 45o)  +  co8(<p  — 45<»)]  =  a 


d'où 


/2[v'2cos(9  — 45o)-hco8(9  — 45o)J 


Les  équaUon8  (8  et  (9)  donnent  0  et  9,  par  suite  r  est  connu,  par 
suite  également  x,  y,  z,  u. 

595.  Dans  un  quadrilatère,  on  connaît  la  surface  m*  et  les  quatre 
côtés  a ,  b ,  c ,  d  ;  calculer  les  angles. 

(Voir  no  422.) 

596.  Dans  un  quadrilatère,  on  connaît  trois  calés  et  les  deux 
angles  qu'ils  comprennent;  calculer  le  quatrième  côté,  (  Douai ,  con- 
cours académique,  1876.) 

(Voir  no  424.) 

697.  Trouver  une  relation  entre  les  côtés  et  les  diagonales  d'un 
quadrilatère. 

(Voir  no  425.) 

598.  Dans  un  quadrilatère  inscriptible  ABGD,  on  donne  l'angle  B, 
les  deux  côtés  Sictbdecet  angle  et  la  différence  d  —  c  des  deux  autres 
côtés.  Calculer  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit,  les  côtés  d  et  c, 
Vangle  A  et  la  surface, 

(Voir  no  426.) 

599.  Dans  un  quadrilatère,  on  connaît  les  quatre  côtés  a,  b,  c,  d 
et  la  somme  a  des  deux  angles  opposés.  Calculer  la  surface, 

(Voir  no  427.) 

600.  Trouver  les  angles  d*un  quadrilatère  convexe  circonscrit  à  un 
cercle  de  rayon  R ,  connaissant  trois  côtés  consécutifs  a ,  b ,  c.  Dire 
entre  quelles  limites  doit  varier  R  pour  que  le  problème  soit  possible, 
(Concours  d'agrégation,  1884.) 

(Voir  no  428.) 
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§  1.  —  Questions  de  Géométrie  plane. 

Gonstruotîons  de  figures,  déterminationB  de  droites,  etc. 

601.  Diviser  un  angle  en  deux  parties  telles  que  leurs  sinus  ou 
leurs  cosinus  soient  dans  un  rapport  donné  —  • 

(Voir  n»  430.) 

602.  Par  deux  points  A  et  B  pris  sur  une  circonférence  de  rayon 
donné  R ,  mener  à  un  autre  point  de  cette  circonférence  deux  cordes 
qui  soient  dans  un  rapport  donné  m. 

(Voir  no  432.) 

603.  Construire  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné  et  dont 
les  sommets  soient  respectivement  sur  trois  parallèles  données. 

(Voir  no  433.) 

604.  Déterminer  le  côté  d'uri  triangle  équilatéral  ayant  ses  trois 
sommets  sur  trois  circonférences  concentriques  de  rayons  donnés  a, 
b ,  c.  Construire  le  triangle. 

(Voir  no  434.) 

605.  Inscrire  un  cercle  dans  un  secteur  d'angle  a  et  de  rayon  R. 
(Bacc,  Dijon,  juillet  1869.) 

(Voir  no  435.) 

606.  Mener  un  cercle  tangent  à  une  droite  donnée  MN  et  passant 
par  deux  points  donnés  A  et  B,  connaissant  V angle  a  et  la  droite  AB 
anec  MN  et  les  distances  a  et  b  des  points  donnés  au  point  0  d't'n- 
tersection  de  ces  deux  droites.  (Bacc,  Dijon,  juillet  1872.) 

(Voir  n*  436.) 


Digitized  by  LnOOQlC 


756  EXERCICES   ET  PROBLÈMES  DE  TRIGOKOMÉTKIB 

607.  On  donne  deux  circonférences  de  rayons  l{  cl  r  et  la  distance  d 
de  leurs  centres,  et  l'on  demande  de  mener  par  leur  centre  de  simi- 
litude directe  une  sécante  telle  que  le  segment  compris  entre  les  points 
homologues  M  el  m  ait  une  longueur  donnée  a.  (Bacc.,  Dijon ,  no- 
vembre 1878.) 

(Voir  no  437.) 

608.  Mener,  par  le  sommet  A  d'un  triangle  équilaléral,  une  droUt 
telle  qu'en  projetant  sur  elle  les  deux  autres  sommets,  la  somme  des 
carrés  des  projetantes  égale  une  quantité  donnée  m*.  Quelles  valeurs 
faut'il  donner  à  m*  pour  que  le  problème  soit  possible? 

(Voir  no  438.) 

609.  Même  question,  pour  un  triangle  quelconque.  (Sorbonne, 
18  novembre  1884;  Dijon,  juillet  1880.) 

(Voir  no  439.) 

610.  Une  droite  OX  fait  des  angles  a  et  ^  avec  deux  droites  fixes 

OA  et  OB;  on  prend  OB  =  d  et  l'on  demande  de  déterminer  sur  OX 

MB 
une  longueur   OM=x  telle  que  le  rapport  ~^p-  des  dislances  du 

point  M  au  point  B  et  à  la  droite  OA  égale  un  nombre  donné  m. 
Indiquer  les  conditions  de  possibilité  quand  on  fait  varier  la  di- 
rection de  OX.  (Bacc,  Poitiers,  11  juillet  1884.) 
(Voir  no  440.) 

611.  Étant  donné  un  angle  droit  xOy,  mener  à  une  distance  R 
du  sommet  0  une  droite  AB  telle  que  la  somme  OA  -\-  OB  égale  une 
longueur  donnée  m. 

(Voir  n«  443.) 

612.  Par  un  point  P  pris  sur  le  prolongement  du  diamètre  AB, 
mener  une  sécante  PM'M  telle  que  la  projection  de  la  corde  MM'  sur 
le  diamètre  ait  une  longueur  donnée  a. 

(Voir  no  445.) 

613.  Par  un  point  P  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre  d'un 
cercle  de  rayon  donné  R,  mener  une  sécante  PBC  telle  que  si  l'on 
mène  les  tangentes  BA  et  CA  aux  points  d'intersection,  l'une  des 
hauteurs  du  triangle  ABC  ail  une  longueur  donnée, 

(Voir  no  446.) 

614.  Étant  donné  un  cercle  de  rayon  R  et  deux  tangentes  faisant 
entre  elles  un  angle  connu  A,  mener  une  troisième  tangente  formant 
avec  les  deux  autres  un  triangle  ABC  tel  que  :  lo  le  côté  a  ait  une 
longueur  donnée;  2o  la  surface  du  triangle  ait  une  valeur  déter^ 
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minée;  3«  la  somme;  4©  la  différence;  S*»  U  produit;  C^  le  quolienl 
des  côtés  b  et  0  ait  une  valeur  connue;  7o  le  rayon  du  cercle  inscrit 
soit  maximum, 

lo  La  formule 

♦•'=P»ff4^A  =  (p-r)cotg-iB  =  (p-6)cotg^C 
donne  lg^B=P--^    et    tg^C=^A 

donc,  en  ajoutant,         tgiB  +  tg4.C  =  ~ 

Or  r'  n'est  autre  ici  que  le  rayon  donné  R;  donc  le  problème  est 
ramené  à  trouver  deux  angles  -^  B  et  ^  C,  connaissant  leur  somme 
et  celle  de  leurs  tangentes. 
2»  La  formule  (29)  des  triangles  (n»  292,  b) 

S=r'«cotg^AtglBtg|c 

on  a  donc  à  chercher  deux  angles,  connaissant  leur  somme  ei  le 
produit  de  leurs  tangentes. 

3*  On  a  &  =  r'(cotgiA-.tg-|c) 

c  =  r'(cotg4-A-tglB) 

d*où  tg-|B  +  tg-tc  =  2Rcotg^A  — (64-c) 

même  problème  que  précédemment. 

4<*  Même  opération ,  si  Ton  a  6  —  c. 

5-  Ona      2S  =  6c8inA  =  2r'»cotg-|AtgYBtg-2-C 

-           -           tcsin^-s-A 
d'où  tg|Btg4c  = p-,-2- 

problème  déjà  indiqué. 

6«  On  •  *=^ 

e       sinL 

on  est  ramené  i  trouver  deux  angles,  connaissant  leur  somme  et  le 
quotient  de  leurs  sinus. 
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T  La  formule  r'=r  cotg  -^  B  colg  -i  C 

deyienl  ici  r=R{g^Big^C 

1  i 

Le  maximum  de  r  dépend  de  celui  de    tg  -n-  B  tg  -^  C»    produit  des 

tangentes  de  deux  angles  dont  la  somme  est  constante.  Donc  il  a 
lieu  pour  B  =  C,  la  troisième  tangente  est  perpendiculaire  à  la  bis- 
sectrice de  raogle  des  deux  autres. 

615.  Inscrire  un  carré  dans  un  parallélogramme,  ou  plus  génény^ 
kment  danê  un  quadrilatère  donné, 

(Voir  s«*  447  et  448.) 

616.  Problème  d^Alhioen.  —  On  donne  un  biUard  circulaire  et  une 
bille  placée  en  un  point  P;  danê  quelle  direction  faut- il  lancer  la 
bille  pour  qu'elle  repasse  au  point  de  départ  après  n  réflexionsf 
(Concours  général  des  collèges  de  Paris,  1842.) 

(Voir  n»  449.) 


617.  Dans  tout  iriangU,  la  distance  d'un  êommel  au  point  de 
concours  des  hauteurs  est  doiU}le  de  la  distanee  du  eôlé  cppoêé  au 
centre  du  cercle  circonscrit. 

(Voirn<»  451.) 

618.  Les  trois  produits  formés  en  multipliant  Vun  par  l'autre  Us 
deux  segments  d'une  même  hauteur  d'un  triangle  sont  égaux  entre 
eux. 

Les  formules  (36)  et  (37)  des  triangles  (n«  296)  donnent  pour 
expression  commune  de  ces  trois  produits 

4R>  cos  A  cos  B  cos  G 
ou  -^^^^^  cos  A  cos  B  cos  C 

619.  La  bissectrice  d'un  angle  d'un  triangle  divise  le  côté  opposé 
en  deux  segments  proportionnels  aux  autres  côtés, 

(Voir  no  455.) 

620.  Le  côté  du  décagone  éioUé  égale  la  somme  des  ç4tés  de  Vhexa- 
gcne  et  du  décagone  réguliers  conveaces, 

(Voir  n»  456). 
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621.  I>an8  (oui  triangle,  le  point  d'interseetion  des  hauteurs,  le 
centre  de  gravité  et  le  centre  du  cercle  circonscrit  sont  en  ligne  droite, 
et  la  dislance  des  deux  premiers  points  est  double  de  celle  des  deux 
autres. 

(Voir  no  457.) 

622.  Théorème  d'Enler.  —  Dans  toul  triangle,  la  dislance  du  centre 
du  cercle  circonscrit  au  centre  du  cercle  inscrit  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  le  rayon  du  premier  cercle  et  Vexcès  de  ce  rayon 
sur  le  double  de  l'autre. 

(Voir  n«  458.) 

623.  La  surface  d'un  triangle  rectangle  égaie  le  produit  des  seg^ 
ments  déterminés  par  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit  sur  Vhypo» 
iénuse. 

(Voir  no  286.) 

624.  Lorsqu'on  joint  par  des  droites  les  trois  sommets  d'un  triangle 
à  un  même  point,  le  produit  des  sinus  des  trois  angles  que  ces  droites 
forment  avec  les  côtés,  dans  un  même  sens  de  rotation,  égale  le 
produit  des  sinus  des  trois  autres  angles. 

(Voir  no  459.) 

025.  Si  Pon  prolonge  les  bissectrices  des  angles  intérieurs  d'un 
triangle  jusqu'à  la  rencontre  du  cercle  circonscrit,  et  qu'on  joigne 

A 

les  points  obtenus,  le  triangle  ainsi  formé  a  pour  surface   -^  pR. 
(Voir  no  460.) 

626«  Étant  donné  un  triangle  ABC  inscrit  dans  un  cercle,  on 
mène  un  diamètre  A'B'  parallèle  au  côté  AB,  et  par  ses  extrémités, 
des  cordes  A'E  et  B'D  parallèles  aux  deux  autres  côtés,  puis  on 
joint  ED  :  le  quadrilatère  obtenu  A'EDB'  est  équivalent  au  triangle 
donné. 

(Voirn*  461.) 

627.  Si  par  les  trois  sommets  d'un  triangle  on  mène  des  diamètres 
ctu  cercle  circonscrit  et  qu'on  joigne  les  points  de  division  marqués 
par  leurs  extrémités,  le  périmètre  de  l'hexagone  obtenu  égale  deux 
fois  la  somme  des  diamètres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au 
triangle. 

(Voir  n*  462.) 

628.  Si  par  un  point  fixe  P  de  la  bissectrice  d'un  angle  donné  0 , 
on  mène  une  transversale  quelconque  AB,  la  somme  des  inverses  des 
êegmenis  OA  et  OB  est  une  quantité  constante, 

(Voir  no  452.) 
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629.  Théorè—  de  Ptolénée.  —  Dans  tout  quadrikUère  inseriplible : 
1*  Le  produit  des  diagonales  égale  la  somme  des  produits  dès  côUs 

opposés; 

2*  Les  diagonales  sont  entre  elles  comme  les  sommes  des  produits 
des  côtés  qui  aboutissent  à  leurs  extrémités. 

(Voir  calcul  des  éléments  du  quadrilatère  inseriplible,  3*,  n*  S4.} 

630.  Les  segments  des  diagonales  d'un  quadrilalère  inscripiibU 
sont  entre  eux  comme  les  produits  des  côtés  qui  aboutissent  aux 
extrémités  de  ces  segments. 

Ce  résultat  est  donné  par  la  formule  (20)  sur  les  quadrilatères. 
(Voir  n«  334.) 

631.  Dans  tout  trapèze,  la  différence  des  carrés  des  diagonales  est 
à  la  différence  des  carrés  des  côtés  non  parallèles  comme  la  somme 
des  bases  est  à  leur  diff'érence. 

(Voir  formule  (31)  sur  les  quadrilatères,  n*  338.) 

631  bis.  La  surface  d'un  trapèi^e  est  égale  à  celle  du  triangle  qvi 
aurait  pour  base  la  somme  des  bases  du  trapèie  et  pour  côtés  Us 
diagonales. 

Soient  a  et  e  les  bases  du  trapèze,  x  et  y  les  diagonales  et  9  T^ngle 
qu'elles  forment. 

On  a  pour  la  surface  de  tout  quadrilatère  (  Trig.,  chap.  v^  appl.  2*) 

S  =  Y  ^  ^*^  ? =^  ^"^  "l"  <^^  ^ 

Si  Ton  remplace  sin-|^  et  cos-l^  par  leurs  valeurs  (n*339,  form.  S^ \ 
il  vient 

S  =  -^  V^(â+c~-fx~-fyY{  a  -Fc  +  x--y)(lH-c  +  t/— «)(x  +  y  — a— c} 

c^est  la  surface  d*un  triangle  qui  a  pour  côtés  x,  y  et  a-\-e. 

On  peut  remarquer  que  l'angle  au  sommet  de  ce  triangle  égale 
celui  des  diagonales. 

Ces  résultats  s^obtiennent  aisément  par  la  Géométrie  :  il  suffit 
pour  cela  de  prolonger  les  diagonales  au-dessous  de  la  grande  éase 
d^une  quantité  égale  aux  segments  supérieurs  des  diagonales  et  de 
joindre  les  extrémités  de  ces  prolongements.  Le  triangle  qui  a  pour 
sommet  le  point  de  rencontre  des  diagonales  et  dont  les  côtés  sont 
égaux  aux  diagonales  est  équivalent  au  trapèze,  et  sa  base  égale  la 
somme  des  bases  du  trapèze. 

(  La  figure  du  problème  593  montre  également  que  le  triangle  ACF 
et  le  trapèze  ABCD  sont  équivalents.  ) 

632.  Dans  un  parallélogramme  :  i*  la  différence  des  carrés  des 
diagonales  égale  quatre  fois  le  produit  des  côtés  adjacents  par  le 
cosinus  de  l'angle  compris; 
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2»  La  différence  des  carrés  de  deux  calés  adjacents  égale  le  produit 
des  diagonales  multiplié  par  le  cosinus  de  Vangle  qu'elles  forment. 
(Voir  formules  (36)  sur  les  quadrilatères,  no  340.) 

633.  Si  trois  cercles  sont  tangents  deux  à  deux  extérieurement  : 
1»  Les  tangentes  communes  intérieures  concourent  en  un  même 

point  ; 

2*  Le  carré  de  la  surface  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  trois 
centres  est  égal  à  la  somme  des  rayons  multipliée  par  leur  produit; 

S»  Le  carré  de  la  dislance  du  point  de  concours  des  tangentes  à 
Vun  quelconque  de  leurs  points  de  contact  égale  le  produit  des  rayons 
divisé  par  leur  somme. 

(Voir  n»  463.) 

634.  Si  les  sinus  des  angles  d'un  triangle  sont  en  proportion  har- 
monique, il  en  est  de  même  des  différences 

1  — cosA,     1  — cosB     et     1  — cosC 

(  Voir  n*»  466.) 

635.  Si  les  côtés  d'un  triangle  sont  en  progression  arithmétique,  la 
hauteur  correspondant  au  côté  moyen  et  le  rayon  du  cercle  ex-inscrit 
tangent  à  ce  même  côté  égalent  Vun  et  l'autre  trois  fois  le  rayon  du 
cercle  inscrit. 

(Voir  n»  469.) 

636.  Si  If  s  trois  côtés  d'un  triangle  sont  en  progression  géomé- 
trique, le  triangle  formé  avec  les  trois  hauteurs  est  un  triangle  «fm- 
blable. 

(  Voir  n«  470.) 

637.  Étant  donné  un  triangle  et  le  cercle  qui  lui  est  inscHt,  on 
mène  à  ce  cercle  des  tangentes  parallèles  aux  côtés,  ce  qui  donne 
trois  nouveaux  triangles  intérieurs  au  premier  : 

1»  La  somme  des  rayons  des  cercles  inscrits  atuo  triangles  inté- 
rieurs égale  le  rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle  donné  ; 

2*  Le  produit  des  aires  des  quatre  triangles  égale  la  huitième 
puissance  de  ce  même  rayon. 

(Voir  n»  471.) 

638.  Si  Von  joint  les  extrémités  A  et  h  du  côté  du  pentagone  ré- 
gulier  inscrit  au  point  P  milieu  de  l'arc  sous -tendu  par  l'un  des 
côtés  adjacents  :  i^  la  différence  des  droites  PA  et  PB  égale  le  rayon 
du  cercle;  2<»  leur  produit  égale  le  carré  du  rayon,  et  3»  la  somme  de 
leurs  carrés  égale  trois  fois  le  carré  du  rayon. 

(Voir  no  472.) 
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639.  La  surface  d'un  polygone  régulier  inêcrit  aytmt  un  nombre 
pair  de  côtés  ett  la  moyenne  proportionnelle  entre  les  surfaces  des 
polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  dont  le  nombre  des  côtés  C9t 
moitié. 

(Voir  no  364.) 

640.  L'aire  d'un  polygone  régulier  circonscrit  à  un  cercle  est  la 
moyenne  harmonique  entre  Vaire  du  polygone  régulier  inscrit  setn^ 
blable  et  celle  du  polygone  régulier  circonscrit  d'un  nombre  de  câUs 
moitié. 

(Voir  n»  365.) 

641.  Théorème  de  Viriani.  —  La  somme  des  perpendiculaires  060*3- 
sées  d'un  point  intérieur  d'un  polygone  régulier  sur  les  c^tés  égale 
n  fois  son  apothème  (n  étant  le  nombre  des  côtés). 

(Voir  n«  368.) 

642.  Si  d'un  point  de  la  circonférence  circonscrite  à  un  polygone 
régulier  d'un  nombre  impair  de  côtés,  on  mène  des  droites  à  tous  Us 
sommets  comptés  dans  un  même  sens  à  partir  du  point  donné,  la 
somme  des  droites  menées  aux  sommets  de  rang  pair  égale  la  somme 
des  droites  menées  aux  autres  sommets. 

(Voir  n»  369.) 

643.  Si  d'un  point  de  la  circonférence  circonscrite  à  un  polygone 
régulier  de  n  côtés,  on  mène  des  droites  à  tous  les  sommets,  la 
somme  des  carrés  de  ces  droites  égale  2n  fois  le  carré  du  rayon. 

(Voir  n«  370.) 

644.  Le  produit  de  toutes  les  droites  menées  d'un  sommet  d'un  po- 
lygone régulier  de  n  côtés  à  tous  les  autres  sommets  égale  n  fois  la 
(  n  —  i  )•  puissance  du  rayon  du  cercle  circonscriL 

(Voir  !!•  371.) 

645.  Le  produit  des  tangentes  des  angles  sous  lesquels  on  voit  d'un 
point  de  la  circonférence  deux  longueurs  égales  portées  en  sens  opposés 
sur  les  pt*olongements  d'un  diamètre  fixe  est  constant  pour  toutes  les 
positions  du  point. 

(Voir  n«  473.) 

646.  Par  un  point  fixe  0  donné  sur  le  prolongement  d'un  diamètre 
AB,  on  mène  une  sécante  mobile  OMM'  et  l'on  joint  au  centre  C  Us 
points  d'intersection  M  et  M';  le  pt^oduil  des  tangentes  des  angles 
MBA  et  M'BA  est  constant  pour  toutes  les  sécantes  menées  par  le 
point  0  à  la  circonférence. 

(Voir  n»  474.) 
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•47.  Par  un  point  P  de  la  ligne  des  centres  de-  (ieuœ  eereles,  on 
mène  une  sécante  gui  rencontre  les  deux  circonférences  en  A,  B, 
A',  B*.  En  ces  points,  on  mène  des  tangentes  qui  se  coupent  en  C 
et  C\  cl  Von  joint  CC'.  Si  l'on  appelle  a  et  ^  les  angles  que  font 
avec  la  ligne  des  centres  les  droites  APB  et  CC\  le  produit  tgatgp 
est  constant. 

(Voir  n»  475.) 

648.  TbéovèaM  df  Pappvs.  —  Le  produit  des  perpendiculaires  abaiê* 
sées  d'un  point  quelconque  d'une  circonférence  sur  deux  côtés  opposés 
d'un  quadrilatère  inscrit  égale  le  produit  des  perpendiculaires  citais- 
sées  du  même  point  sur  les  deux  autres  côtés. 

(Voir  n»  476.) 

649.  La  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  d'une  circonférence 
sur  une  corde  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  perpendicu^ 
laires  abaissées  du  même  point  sur  les  tangentes  aux  extrémités  de 
la  corde. 

(Voir  L?  477.) 

650.  Lorsqu'un  carré  est  circonscrit  à  un  cercle,  la  somme  des 
carrés  des  tangentes  des  angles  sous  lesquels  on  voit,  d'un  point 
quelconque  de  la  circonférence,  les  deux  diagonales  du  carré,  est 
constante  et  égale  à  8.    (Concours  général,  1864.) 

(Voir  n»  478.) 

651.  Les  deux  diagonales  2a  et  2b  d'un  losange  étant  vues  sous 
des  angles  a  et  f^  d'un  point  éloigné  du  centre  d'une  distance  c,  on 
a  la  relation 

6t(ot  — c«)«tg«a  +  ûH(t'  — c«)«tg*p  =  4a«6«c« 
(Voir  n»  479.) 

652.  Le  produit  des  rayons  vecteurs  d'un  point  quelconque  d'une 
ellipse,  multiplié  par  le  carré  du  cosinus  de  l'angle  qufi  la  normale 
en  ce  point  fait  avec  l'un  des  rayons  vecteurs,  égale  le  carré  de  la 
moitié  du  petit  axe.    (Sorbonne,  16  juillet  1881.) 

(Voir  n»  480.) 

653.  Dans  une  ellipse  :  !•  le  produit  des  tangentes  des  demi^angles 
des  rayons  vecteurs  avec  la  droite  qui  joint  les  foyers ,  2«»  le  produit 
des  distances  des  foyers  à  une  tangente,  et  3^  la  projection  de  la  nor- 
male sur  les  rayons  vectetirs  sont  des  quantités  constantes. 

(Voir  n^  481,  1*.) 

664.  Dans  une  hyperbole  :  i*»  le  qiuytient  des  tangentes  des  demi- 
angles  des  rayons  vecteurs  avec  l'axe  transverse,  2»  le  produit  des 
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distancée  des  foyers  à  une  normale,  el^i'  la  projeelion  de  /a  nortnaie 
sur  les  rayons  vecteurs  sont  des  quantités  constantes* 

(Voipn^481,2*.) 

Lieux  géométri<|ues. 

655.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  M  tels  que  si  l'on 
mène  de  chacun  d'eux  la  tangente  MT  à  une  circonférence  ayant  le 
point  0  pour  centre,  Vangle  OMT  soit  égal  [à  3^?  (Sorbonne, 
26  juillet  1880.) 

(Voir  no  506.) 

656.  Quel  est  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'un  cercle  qui  partent 
d'un  même  point  de  la  circonférence  ? 

(Voir  n*  507.) 

657.  Quel  est  le  lieu  du  sommet  A  d'un  triangle  dont  la  base 
BC  =  a  est  constante  et  dont  la  surface  égale  celle  du  triangle  équi" 
latéral  construit  sur  le  côté  variable  AG  =  b  ? 

(Voir  no  508.) 

658.  Par  un  point  fixe  0 ,  on  mène  à  un  cercle  des  sécantes  OPF, 
et  Von  prend  à  partir  de  ce  point  la  moyenne  arithmétique  OM  entre 
les  distances  OP  et  OP'.  Quel  est  le  lieu  du  point  M? 

(Voir  no  509.) 

659.  On  donne  deux  parallèles  ;  par  un  point  0  de  la  première, 
on  mène  une  sécante  qiielconqtte  OB  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
deuxième  parallèle;  on  élève  ensuite  BC  perpendiculaire  à  OB.  Au 
point  C  où  la  perpendimlaire  rencontre  la  première  parallèle,  on 
fait  un  angle  OCM  double  de  BOG,  et  du  point  fixe  0  on  abaisse 
OM  perpendiculaire  sur  G  M.  Trouver  le  lieu  du  point  d'intersec- 
tion M.    (Concours  général.) 

(Voir  n-  510.) 

660.  Un  triangle  ABG  de  grandeur  variable  se  meut  autour  d'un 
de  ses  sommets  fixe  A,  de  telle  sorte  qu'en  demeurant  toujovirs  sem- 
blable à  lui-même,  le  sommet  B  reste  sur  une  droite  donnée  EL. 
Trouver  le  lieu  décnt  par  le  troisième  sommet  G. 

(Voir  no  511.) 

661.  Étant  donné  un  losange  ABGD  formé  de  deux  triangles 
équilatéraux,  par  un  sommet  D  on  mène  une  IransverscUe  mobile 
qui  coupe  les  côtés  de  l'angle  opposé  A  en  E  et  F,  puis  on  tire  les 
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droites  BE  et  CF.  Chercher  le  lieu  du  point  M  de  rencontre  de  ces 
droites.    (Concours  général,  1866.) 

(Voir  n»  512.) 

662.  Trouver  le  lieu  du  sommet  A  d*un  triangle  dont  la  base  BC 

1  1 

est  fixe  et  dans  lequel  le  produit  tg  —  B  tg  -jt^  C  est  constant. 

(Voir  n°  513,  K) 

4 

663.  Quel  est  le  lieu  du  sommet,  quand  le  quotient  de  tg-^  B  par 

4 

tg  n  C  est  constant? 
(Voir  n^  513,  2o.) 

664.  Trouver  le  lieu  du  sommet  A  d*un  triangle  dont  la  base  BC 
est  fixe  et  dans  lequel  on  a 

cos  A  =  m  CCS  B  cos  C 
(Voir  n»  514.) 

665.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  un  point  quelconque  M  d*une 
droite  dont  deux  points  donnés  A  et  B  glissent  sur  deux  axes  rec- 
tangulaires 9 

(Voir  n*  515.) 

666.  Étendre  la  question  précédente  à  la  géométrie  dans  Vespace  : 
en  supposant  que  trois  points  donnés  A,  B^  C  de  la  droite  glissent 
sur  trois  plans  rectangulaires,  quel  est  le  lieu  décrit  par  un  point 
quelconque  M  de  cette  droite? 

(Voir  no  516.) 

667.  Par  deux  points  fixes  A  «(  B  pris  sur  deux  droites  rectan- 
gulaires, on  mène  des  pcrpendiciUaires  à  une  sécante  mobile  OC 
passant  par  le  somm^  de  Vangte  droit.  Quel  est  le  lieu  du  point  M 
milieu  de  PQ  distance  des  pieds  des  perpendiculaires?  (École  Poly- 
technique, 1847.) 

(Voir  no  518,  1«.) 

668.  Même  qitcstion  ;  quel  est  le  lieu  du  point  M  tel  que  Von  ait 

ÔM«  =  OP.OQ 

(École  Polytechnique,  1849.) 
(Voir  no  518,  2«.) 


Digitized  by  CjOOQ  IC 


766 


SXBRCICES  ET  PROBLÈMES  DB  TRIGONOMÉTRIB 


Problèmei  de  Géométrie  plane. 

669.  Dans  un  cercle  de  3'",45  de  rayon ,  on  veut  tmmre  un  pofy> 
gone  régulier  de  9  calés  ;  quelle  sera  la  longuettr  du  côté  9 

Soit  AG  le  côté  du  polygone  cherché  ;  TaDgle 
A0C  =  40»,     donc     ABC==20^ 
D'ailleurs  le  triangle  ABC  est  rectangle  et 
a  =  6™,90  ;        6  =  a  sin  B 
On  peut  aussi  écrire  immédiatement  (n«  34^  > 
AC  =  2R8in20» 
log  a  =  0,838  8491 
log8inB  =  T,î5340ÎJ17 

0,3729008 
AC  =  2'»,359939 


670.  Dans  un  cercle  de  196",273  de  rayon,  quelle  est  la  gradua- 
tion d'un  arc  sous -tendu  par  une  corde  de  238™, 355? 

IB  =  ^^  =  119,177  5  ;     sin  0  =  ^^- 

résultat  donné  par  la  formule  (n«244} 
AB  =  2R8inO 
log  IB  =  2,076 194  2 
log  0B  =  2,292  860  5 


O  =  37o23'15"; 


r,7833337 
AOB=74o46'30" 


671.  Dans  un  cercle  de  8"  de  rayon,  on  a  mené  une  corde  qui 
sous- tend  un  arc  de  62*21';  quelle  est  ta  surface  du  triangle  com- 
pris entre  cette  corde  et  les  rayons  qui  aboutissent  à  ses  extrémités? 

La  surface  S=-^R*sinO,  en  appelant  0  Tangle  que  forment  les 

rayons;  ou  S =32 sin 62» 21' 

log  32  =  1,50514998 
Iog8in0  =  r,9473o52 

1,45248518 
S  =  28«»S3456 
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•72.  Une  tour  a  50»  de  circonférence  ;  les  tangentes  menées  <fun 
fioint  extérieur  font  un  angle  a=i8<».  Quelle  est  la  distance  de  ce 
jfioint  cm  centre? 

On  a 


donc 


R  = 

50        25 

"  2ic         n 

d= 

R 
fiin-^a 

d  = 

25 
~  ic  ain  9« 

log25  = 

=  1,39794001 

Lît  = 

=  T,5028491 

Usin^  a  = 

=  0,8056676 
1,70645671 

d  =  50»,8694. 

Soit    50-,87 

673.  Dans  le  problème  précédent,  quel  serait  Vangle  des  tangentes 
si  le  point  extérieur  était  éloigné  de  150"  du  centre  f 


On  a 


sinla 


R 


25 


1 
6ic 


U6=l,221 84875 
Lit  =  T,5028491 

2,724697  85 

-a  =  3-2'12"-,        a  =  6'>4'24" 


674.  On  donne  deux  circonférences  sécantes  dont  les  rayons  sont 
R  et  r,  et  la  distance  des  centres  d.  Calculer  la  corde  commune, 
(Sorbonne,  l*'  mai  1883.) 

(Voir  n^  525.) 

675.  Deux  cercles  de  rayons  h  et  h  se  coupent  sous  un  angle  a. 
Calculer  la  longueur  de  leur  corde  commune, 

(Voir  n«  526.) 

676.  Les  tangentes  communes  intérieures  à  deux  cercles  de  rayons 
R  e(  r  se  coupent  à  angle  droit;  calculer  la  surface  du  triangle  formé 
par  ces  lignes  et  la  tangente  commune  extérieure. 

(Voir  n«  527.) 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


768  EXERCICES  ET  PK0BLÊHB8  DB  TRIGOKOMtfTRlB 

677.  Les  rayons  de  deux  cercles  sont  i  et  2,  la  distance  de  Umrs 
centres  est  yjl  ;  calculer  sans  tables  le  cosinus  de  Vangle  formé  par 
les  tangentes  à  ces  cercles  en  un  de  leurs  points  d'intersection;  trmtver 
ensuite  le  sinus,  le  cosinus  et  ta  tangente  de  la  moitié  de  cet  angle. 
(SorboDDe,  29  avril  1880.) 

L'angle  des  tangentes  et  Tangle  des  rayons  menés  des  centres  i 
leur  point  d'intersection,  ayant  leurs  côtés  perpendiculaires,  sont 
égaux.  L'angle  cherché  est  donc  Tun  des  angles  d'un  IriaDgle  dont 
les  côtes  sont  donnés. 

La  formule  a*=6'  +  c«— 26ccosA 

donne  cos  A  =  —  -^ 

donc  A  =  120<» 

Tangle  aigu  des  tangentes  est  donc  60*  et  son  cosinus  égale  4- . 

Les  formules  de  sin  -^    et  cos  -^    en  fonction  de  cos  a  donnent 


a 

1 

COsf: 

-  2 

.g| 

_v5 

678.  Deux  circonférences  de  rayons  a  c/  b  sont  tangentes  exté- 
rieurement; on  demande  de  calculer  l'angle  que  forment  les  tctn- 
gentes  communes  extérieures  autres  que  la  tangente  au  point  de 
contact,  (Sorbonne,  20  juillet  1872.) 

Soit  X  l'angle  cherché.  Si  Ton  mène  O'C  parallèle  â  AM,  on  a 

Tangle  00'C  =  -î-;   or  dans  le  triangle  rectangle  OCO'  on  a 

OC  =  00' sin  ^ 


a  — 6  =  (a +  6)  sin -î- 


donc  sin  -^  =  -^~— . - 

2       a  +  b 


679.  On  donne  deux  cercles  extérieurs  dont  les  rayons  sont  R  e(  r, 
et  la  distance  d  de  leurs  centres;  on  demande  de  calculer  les  cosinus 
des  angles  formés  respectivement  par  les  deux  tangentes  communes 
extérieures,  par  les  deux  tangentes  communes  intérieures  et  par  deux 
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tangentes,  Cune  intérieure  et  Vautre 
extérieure.  (Bacc,  Dijon,  novem- 
bre 1832.) 

Soit  a  le  demi -angle  des  tan- 
gentes extérieures,  et  soit  Ç  le  demi- 
angle  des  tangentes  intérieures. 

i* 

d'où 

2» 
d'où 

30 
or 


OA  =  R  — r  =  (isina 
C08l  =  C08*a  — 8in«a=il— 2sin«a  =  1— 2('^~— y 

C08l'  =  l— 26iQ«p  =  l-2(-5-±r.y 


D  =  a  4-  P ,    cos  D  =  cos  a  cos  p  —  sin  a  sin  p 
^-JJL    et    sinp=R+^ 


sin  a  =  '~^—    et    sin  p  = 

donc    co8a  =  Y/i-.(^-t^-^y    et    cos  p  =  0  -  (^-J^  V 
par  suite, 

"•■'-vTK^?^)']['-(^n*]-'"--^U''--t^ 

ou  cos D==-^  |/(7/ï - K»  -  rî)«— 4l<ïf*  — ( R«  — r«) | 

680.  Étant  donné  un  cercle  de  rayon  R  et  un  point  extérieur  A 
situé  à  une  distance  d  du  centre,  on  mène  par  ce  point  une  sécante 
qui  coupe  la  circonférence  aux  points  B  et  C  et  qui  fait  avec  la 
droite  OA  un  angle  connu  a.  Exprimer  en  fonction  des  données  R, 
d  et  a  les  sinus  des  angles  AOB  =  x  et 
AOC  =  x'.      (Bacc,  Dijon,  novembre  1882.) 

\r*  Méthode.  On  a    J^i'V?-^^'"» 
d  ïi 

^„  sin  (x-^a) sin  a 

ou  ____.^_ 

d'où  R(sinaîcosa  +  8in  ay/l  — 8in«a)  =  d8ina 

donc      R*  sin*  x  —  2dR  sin  a  cos  a  sin  a;  +  (c^  ~  R«)  sin*  a  =  0 

ginx=  -^^  (rfcosa±v/R«  — d*8in>â) 

Le  signe  +  donne  sin  x'  et  le  signe  —  donne  sin  xf\ 
2«  Méthode.  Soit  AC  =  c  =  Al  =b  IC 

AI  =  dco8a    et    IC=/K»  — d»8in«a 
donc  c=dc':8adi/Rî— d*8in«a 
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sina? 


c     ""     H 
donc  8ma;  =  -^î^  (rfcosazty'H*  — d*8in*a) 

Z*  Méthode.  Soient      AC  =  c    et    AB  =  c' 

On  a  cc'=cf«  — R« 

et  c4-c'  =  2rfco8a 

donc  c  et  c'  Bont  les  racines  de  l'équation 

cî  — 2dcosa  +  (i*  — R«=0 
d'où  c  =  d  cos  a  ±/K*  —  d«  sin»  a ,    etc. 

/)i5Cumon.  Il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

R«  — cPsin«a^O    ou    R^dsina 
ce  qui  signifie  que  le  cercle  doit  couper  la  sécante,  ou  au  moins  lui 
être  tangent. 

681.  Étant  donné  un  cercle  de  rayon  R  et  un  point  A  atftié  à  une 
distance  d  du  centre,  on  mène  par  ce  point  une  sécante  telle  que  la 
somme  des  carrés  des  segments  compris  entre  ce  point  et  les  points 
d'intersection  avec  la  circonférence  soit  égale  à  un  carré  m*.  Cal^ 
culer  Vangle  a  formé  par  la  iécante  et  la  droite  qui  joint  le  point  A 
au  centre  du  cercle,  (Sainl-Cyr,  1882.) 

(Voir  no  528.) 

682.  Dans  un  secteur  circulaire  de  rayon  R  et  dont  l'angle  égale  2et, 
on  inscrit  un  cercle;  on  demande  de  calciUer  1<»  le  rayon  x  de  ce 

cercle,  et  2*  la  valeur  de  a  pour  laquelle    x:=-^.    (Bacc.,  Dijon, 
noyembre  1878.) 

Il  sufOt  de  remarquer  que  le  cercle  est  inscrit  au  triangle  isocèle 
dont  la  base  est  tangente  au  point  milieu  de  Parc  du  secteur. 

On  a  !•  œ=(R  —  a;)8ina 


d'où 

=  4.    00  a 

cr.  — 

nsi 

D  a 

1  -f  ain  a 

2* 

Si 

X 

Rsina 

R 

OU 

sina 

~1  +  sin  a 

1 

1  -fsina 

~  3  ' 

-  ii 

d'où 

sina=-2^ 

et 

«  =  30» 

683.  Par  les  extrémités  de  Vun  des  côtés  dun  carré  de  côté  donné  a, 
on  a  fait  passer  une  circonférence  rencontrant  le  côté  opposé  ou  son 
prolongement  sous  un  angle  connu  a.  Calculer  le  rayon  x  de  cette 
circonférence  en  fonction  desict  dea.{  Baco.,  Dijon,  norembre  1877.) 
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Le  triangle  01A  donne 

ou    aî«  =  ^  +  (a— OC)«=:^-+(a-Rcosa)* 
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d'où 


4  sin'  aa?*  -j-  8a  cos  ou»  —  5a*  =  0 


—  2 CCS  a  =hv/4  4-  sin*a 


2sin»a 
Le  problème  est  toujours  possible. 

684.  On  donne  un  point  M  dans  le  plan  d'un  angle  0  el  sUué  à 
une  distance  d  de  son  sommet;  calculer  le  rayon  d'une  circonférence 
passant  par  le  point  M  et  tangente  aux  deux  côtés  de  l*angle,  en 
fonction  de  d  et  des  angles  a  et  ^  formés  par  la  droite  OM  avec  les 
côtés  de  Vangle  0.  (Bacc,  Dijon,  juillet  1880.) 

Soient 

OC  =  l,    ^(a  +  P)  =  r    et    -|(p-.ct)  =  e  /> 

On  a  dans  le  triangle  MCO 

a;»=:d*4-''  — 2rffcos8 

1  X 

mais  (  = 

siny 

donc,  substituant  et  réduisant, 

X*  cos*  Y  —  2dx  cos  8  sin  y  +  d'^  sin*  y  =  0 

d'où  aj  =  ^  ®  —  "^— ^^  ^~ /^*ÏL^'  T  c^'A~:ïflls^??Y.^ôs'  T 

cos' Y 

^        ,,        /  cos  8  dt/cos*  ô  —  C08«  Y  \ 

685,  On  donne  une  circonférence  de  rayon  R  c/  deux  rayons  rec- 
tangulaires OA  et  OB;  on  tn»crt(  un  cercle  dans  le  secteur  OAMB 
et  Von  mène  la  tangente  CD  commune  en  M.  Exprimer  :  l»  la  gran- 
deur des  trois  côtés  du  triangle  OCD;  2<»  celle  du  rayon  du  cercle 
inscrit  en  fonction  du  rayon  donné  R. 

1»  CD  côté  du  carré  circonscrit  au  cercle  de 
rayon  R  égale  2R,  et  0C  =  0D  =  R/2. 

2o  Dans  le  triangle  MCK  on  a 

r=MCtgMCK    ou    r=Rtg^C 
Or  dans  le  triangle  DOC  on  a 


p  — a  =  R,    p-6  =  R(v/2-l),    p-c  =  R 
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d'Où  lg,^C  =  V^-l 

donc  r=R(v2— 1) 

680.  Un  dodécagone  régulier  est  inscrit  dans  un  cereU  de  txiyon  R; 
calculer  le  côté,  Vapolhème  et  la  surface  de  ce  polygone.  (Bacc,  Dîjod, 
avril  1879;  Montpellier,  1882.) 

Les  formules  établies  (n«>  344  et  suiv.)  entre  les  éléments  des  po- 
lygones réguliers  donnent 

a  =  2R  sinl3<»=RV3  — v^î 

r=  R  co8i.V  =  ^V^2+V5=5.(v/6-4-v^) 

S  =  6R«8in30-  =  3R« 


686  bis.  Le  côté  d'un  octogone  régulier  est  a.  On  propose  de  calculer: 
i<*  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  cet  octogone;  2»  la  longueur  des 
cordes  qui  joignent  les  sommets  de  trois  en  trois;  3*  la  surface  de 
l'octogone.  (Bacc.,  Nancy,  !•'  août  1885.) 


i»  On  a  a  =  2R8in22*30'  =  RV2— v^ 

donc  R=  -     "*      - 

Pour  rendre  rationnel  le  dénominateur  de  cette  fraction,  on  peut 
écrire 

P,  g»  a*  [2+ s/2]        a«fA4-2v/2'l 

^=i3;^= — 2 — = -^ — 

d'où  R=:|v4-f2v/ï 

2<>  Le  côté  X  de  Toctogone  étoile  et  le  côté  a  de  Toctogone  convexe 
sont  les  côtés  de  Tangle  droit  d^un  triangle  rectangle  dont  l'hypo- 
ténuse est  2R;  donc 

a;  =  v/4R*— lîs=:^a«l4-i-2v^2)— a*=a(l  +V^) 

3»  S  =  4Rs8in4.V  =  2a«(i+v/2) 

687.  Étant  donné  le  calé  a  d'un  décagone  régtUier,  on  demande  de 
calculer  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  Vun  des  som- 
mets du  polygone  sur  le  rayon  du  cercle  circonscrit  qui  passe  par 
l'un  des  deux  sommets  voisins.  (Bacc,  Dijon,  avril  1875.) 

Cette  perpendiculaire  est  la  moitié  du  côté  du  pentagone  régulier 
inscrit. 
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La  solution  directe  donne  avec  une  égale  simplicité  les  valeurs  re- 
latives au  polygone  convexe  et  au  polygone  étoile 

a; = a  sin  72*  =  ^  V^IO  +  2v'5 
y  =  asin36«  =  ^  V/lO  — 2v/5 

688.  Calculer  le  rayon  d'une  circonférence,  sachant  que  la  surface 
de  l'octogone  régulier"  inscrit  surpasse  d'une  quantité  a*  la  surface 
de  V hexagone  régulier  inscrit.  (Bacc,  Dijon,  juillet  1880.) 

Les  surfaces  de  Poctogone  et  de  Thexagone  inscrits  dans  un  cercle 
de  rayon  R  sont  : 

Sg  =  4R*sin45»  =  2R«v/2 

Se  =  3R«sin60*  =  |R«v^ 

donc  R«  (2^  -  I  v^^  =  a* 

d'où  R=         «V^  .„ 

^4/2-3^/3 

689.  Trouver  la  surface  d'un  polygone  irréguUer  circonscrit  à  un 
cercle  de  rayon  R,  connaissant  les  angles  A,  B,  G  ...,  de  ce  poly- 
gone. 

A  cause  des  tangentes  égales 

BM  =  BN,     CN  =  CP,    ...  g...<r^ 

S  =  2(A0M  +  BON  +  COP  +  ...)  bX\^N\ 

or  AOM  =  -|  X AM  Vl_^ 

ou  AOM=.-^cotg-iA  \  "/^ 

de  même      BON  =  -^  cotg  -|  B ,    etc.  ^ 

donc  S  =  R*  (cotg  ^  A  +  colg  -J-  B  +  cotg  ^  G  -f  ...\ 

690.  Les  calés  du  pentagone  et  du  décagone  réguliers  inscrits  dans 
un  cercle  de  rayon  R  étant  a  et  a',  et  les  apothèmes  r  et  r',  dé- 
montrer par  la  Trigonométrie  que 

i«    a«~a't  =  R«       et       2o    ^4.^  =  ^ 

r  ~  r         r' 

1«»  a  =  2Rsin36-    et    a'  =  2Rsinl8» 

donc    a.-a'.  =  4R.[l?-2*/»_(v/5-Jljij^4R^^R. 
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2<»  ^  =  2tg36-    et    ^=2tgl8o 

.     ^     «   I    «'  — 9  Z'  gip3»    .    8in18*\  _  28in  (36o  +  i8*)  _ 
aonc    -  -t-  -^  —  z  \^  ^33g.  "+"  cos  l««  ,>  ■"    cos 36o  cos  18»     — 

^      2sin54'>       ^       ^,      =  ^^ 
cos  ad**  cos  1  «•       coslo^        r' 

691.  Un  cercle  de  rayon  r  est  inscrit  dans  un  iccteur  de  cercle  de 
rayon  H;  si  la  corde  du  secleur  eist  2c ,  vérifier  que  l'on  a 


r  — K  ^  c 

Soit  a  Tangle  du  sectear.  On  a 

^      — dn  * 

H-r      ^^'^S 

mais                                     2c=2R8in-| 

"""                       ïlr-W    "■     "r'- 

c 

l  =  i+i 

68t.  JL«  rapport  de  la  surface  d'un  polygone  régidier  inscrit  à 
celle  du  polygone  circonscrit  semblable  étant  égal  à  -r ,  calciUer  le 
nombre  des  côtés  de  ces  polygones. 

Soit  n  le  nombre  des  côtés  et  R  le  rayon  du  cercle.  On  a  le  rapport 

de    -î^sin—    à    nRttgJL    égale   ^;  c'est-à-dire 
JL  n  ^  n  4 

?-  =  !    OU    cos«:5.  =  | 

donc  cos  —  =  -^ 

n         2^ 

c'est  la  valeur  de  cos  5  ;  donc    n  =  6 

693.  Calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  reelangk, 
sachant  que  le  double  de  la  distance  des  centres  des  ceretes  inscrit 
et  circonscrit  est  moyenne  proportionnelle  entre  V hypoténuse  et  Pexcès 
de  la  somme  des  côtés  de  Vangle  droit  sur  Vhypoténtise. 

Dans  tout  triangle  rectangle , 


r= 2^—    et    R  =  -^ 
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Or  dans  le  cas  actuel ,  on  a 

2/R«  — 2i"ir  =  /a(6  +  c  — a) 

c'est-à-dire  4(-^ arj  =  a(b  +  c  —  a) 

ou  a  —  4r  =  64-c  —  a 

donc  4r=:2a — h  —  c    ou    2(6  +  c  — a)=ï2o  — 6  —  c 

d'où  6  4-c  =  ^;    donc    r  =  |- 

094.  Trouver  te  rayon  du  cercle  dans  lequel:  i^  les  aires  des  pen- 
iédécagones  inscrit  el  circonscrit  diffèrent  de  248"  ;  2»  les  périmètres 
des  pentagones  inscrit  et  circonscrit  diffèrent  de  i  décimètre,  el  3*>  les 
surfaces  des  mêmes  pentagones  diffèrent  de  1  décimètre  carré, 

io  Les  formules  établies  pour  les  polygones  donnent 

3^15R«sin24o^    S'  =  i5R«lgi2« 

d'où  S'  — S  =  -^R*(2tgl2»  — Bin24«) 

Posons    12»  =  a,    la  parenthèse  sera 

2  tg  a  —  sin  2a    ou    2  tg  a  ~  2  sin  a  cos  a 
ou,  en  remplaçant  sina  par  tga  cosa, 

2lga  —  2tgacos*a  =  2lga(l  —  co8*a)=2tgasinîa 
Donc  S'  — S  =  15Rîlgl2o8in«12o  =  248 


^'o^  ^  =  V^15tg12oLM2o=^^^^^^ 

2«  On  a  AB  =  2R  sin  36%    CD  =  2R  tg  36* 

Donc  la  diffërence  des  périmètres  sera 

5x2R(tg36«  — 8in36o) 

et  Ton  aura  lOR  (  tg  36»  —  sin  36«  )  =  1 

^'^^  ^  =  (lÔtg36o  -^Tiln  36o) 

ou,  en  répétant  Topération  qui  précède, 

R=6rw    .J  -   ^4w    =0J*«,720682 
20tx36*sin*l««  * 

3*  S'— S  =  î5RMg36«sin«36  =  l 

d'où  R  =  v/-..-T^^-.  ,^5ft^  =  0^,892  619 

695.  Etant  donné  un  polygone  régulier  ABCD  ...  de  n  calés,  on 
porte,  à  partir  des  sommets  et  dans  un  sens  déterminé,  des  longueu7*s 

Digitized  by  LjOOglC 


776  EXERCICES  ET  PROBLÈMES  DE  TB1G0N0H1ÎTE1B 

égales  $ur  U$  côtés,  et  Von  joint  deux  à  deux  Us  painU  ohienut. 
Quelle  longtieur  doit' on  porter  ainsi  pour  que  le  poltfgone  obtenu 
ait  i^  une  surface  donnée  m*,  2**  une  surface  tninimumf  (Bacc, 
Dijon,  juillet  1868.) 

Soit  X  la  longueur  cherchée.  Appelons  a  Fangle  au  centre  dn  po- 
lygone donné  et  ^  le  demi-angle  de  ce  polygone. 

La  construction  donne  évidemment  un  polygone  ré]^lier,  car 
les  n  triangles  formés  sont  égaux. 

i»»  Méthode.  Soit  R'  le  rayon  du  polygone  obtenu,  R  étant  celai 
du  polygone  donné. 

S  =  ii^^i^^  = -^  sin «(Rî  +  a:î  — 2Raîcos 3)  =  m» 

ou  a;«  — 2Rjccos?  +  R* ?^^=0 

*^  n  »in  a 

2»  L'expression  de  m*  étant  un  trinôme  du  2*  degré  dont  le  !•'  coeffi- 
cient est  positif,  il  y  a  un  minimum  qui  a  lieu  pour  la  demi-somme 
des  racines,  c'est-à-dire  pour 

aî=Rcosp 

dans  ce  cas,  les  sommets  du  polygone  obtenu  sont  aux  points  milieux 
des  côtés  du  polygone  donné,  et  la  surface  minimum  est 

S  =  -^  R»6in»psina 

D^ailleurs  les  racines  du  trinôme  étant  imaginaires,  la  surface  croît 
au  delà  de  toute  limite;  il  n'y  a  pas  de  maximum. 

2«  Méthode.  Au  lieu  d'exprimer  la  surface  du  polygone  obtenu  en 
fonction  du  rayon  R  du  polygone  donné,  on  peut  Texprimer  en 
fonction  du  côté  a  de  ce  polygone.  Cette  surface  se  compose  en  effet 

de  celle  du  polygone  donné ,  c'est-à-dire   -^^  cotg  —,   diminuée  de 

celle  de  n  triangles  ayant  pour  surface 

-^  X  [a  — x)  sin- 
on augmentée  de  n  triangles  dont  la  surface  est 

1  -./^  ..:-  2ic 


T 


a?(a5  — a)sin  — 


n 


selon  que  Ton  a    x<Ca    ou    x>a. 
L'équation  du  problème  est  donc,  dans  les  deux  cas, 


♦*«*      I-  «    I    nx(x  —  a)    .     2ic 
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g» 2m» 

nsin  - 


777 


n 


=  0 


d'où 


««Icolg»^ 


Ces  valeurs  correspondent  à  deux  polygones  dont  les  sommets  sont 
symétriques  deux  à  deux  par  rapport  aux  milieux  des  côtés  du  poly- 
gone donné. 

La  condition  de  réalité  des  racines  est 

8  n        ^    n 


On  en  conclut  que  la  surface  minimum  est 


o  =  — B—  sin  —  cote»  — 


pour  cette  valeur  x  =  -n.   On  retrouve  ainsi,  ce  qui  était  d*ailleurs 

évident,  que  le  polygone  minimum  a  pour  sommets  let  points  milieux 
des  côtés  du  polygone  donné. 


696.  Un  piédcslal  AB  de  hauteur  a  porte  une  colonne  BC  dont  la 
hauteur  est  b;  à  quelle  distance  x  du  monument  doit -on  se  placer 
dans  le  plan  horisontal  qui  passe  par  son  pied,  pour  voir  sous  un 
même  angle  le  piédestal  et  la  colonne?  (Sorbonne,  23  juillet  1869, 
24  juillet  1878.) 

!'•  Solution,  Soit   AD  =  a;   la  distance  cherchée 
et  a  Tangle  donné. 
Le  triangle  rectangle  CAD  donne 


a-f  6  =  œlg2a 


__    2a?lg(x 


1  — tg«a 


tga  = 


a 

"a? 


en  substituant  cette  valeur,  il  vient 


a  +  6=î 


2a;« 
x«  — a« 


d'où 


Y  6  — a 


2*  Solution.  On  peut  résoudre  cette  question  par  la  Géométrie  :  La 
propriété  de  la  bissectrice  donne 


X   a 

"CD" —  "6 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


778 
(Toii 


EXERaCES  ET  raOBLÈBBS  DE  TKlGONOWfTUS 


VX«+(a  +  6)« 


=  -^    ott    6*a5«=a*aï*  +  a«(a  +  6:* 


d'où  a5=«V6^rF 

CooditioD  de  possibilité    6  >  a. 

697.  Deux  points  fixes  AelB  éiarU  cUmnés  mut  Pun  des  céià  in 
angle,  déterminer  sur  Vautre  côté  un  point  M  tel  que  la  tom» 
MA'  +  MB*  soit  égale  à  une  quantilé  donnée.  DiscusmotL  (Ba^ 
Dijon,  noYembre  1883.) 

Soit  a  Fangle  donné. 
Faisons    AC=BC=a    et  soit    OC=i 
On  a  ((;À>m.«n*254) 
MÂ*  +  ÈB*    ou    2(MC*  +  CÂ*)=2(b» 
ou  MC'+ a«  =  m« 

d'où  MC=v^m«— a» 

Le  point  M  s'obtient  donc  en  décri?ant,  da  point  C  tooutt 
centre,  un  arc  de  cercle  de  rayon  égal  à  CM.  Les  inlersectioBS * 
ce  cercle  avec  Ox  pourront  è(re  distinctes,  confondues  oa  ioig^ 
nairea. 

Le  calcul  de  OM  et  la  discussion  des  valeurs  trouvées  mb<  ^ 
questions  de  cours,  puisque  dans  le  triangle  CMO  on  connût  àt^ 
eétés  OC  et  CM  et  rangle  a  opposé  à  Tun  d'eux. 

698.  On  donne  une  circonférence  et  Vun  de  ses  diamètm,  ei  ff^ 
demande  de  trouver  une  corde  qui  soit  inclinée  sur  ce  diamèltta'^ 
angle  donné  a  et  qui  soit  partagée  par  lui  dans  un  rapport  dmvM  m- 
(Bacc.,  Dijon,  novembre  1884.) 

Soit  AB  le  diamètre  donné  et  soiC  CD  << 
corde  ohercbée. 
Posons    01  =  05,    ID  =  y    et    IC=*- 
On  a  t/3s=R* — X* 

a  — t/  =  2a?co8a 

s 
En  éliminant  y  et  s  entre  ces  trois  équalioo»' 
il  vient 


a^  = 


d'où 


a;=  -_ 


•  Afn  cob* a -h  (  1 — m)« 
V'm*  4-  2m  cos  2a  i- 1 
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Le  trinôme  sous  le  radical  ayant  ses  racines  imaginaires,  le  pro- 
blème est  toujours  possible. 

Pour  que  la  valeur  absolue  des  racines  soit  inférieure  au  rayon, 
il  faut  que  Ton  ait 


d'où 
c'est-à-dire 


m»  +  2m  cos  2a  4- 1 

2m  ji  4- 008  2a) 
m^  4-  2m  cos  2a  4-T 

m>0 


<1 


>0 


Or  la  mise  en  équation  suppose  m  positif  ou  I  intérieur  au  cercle; 
si  m  =  0,  le  point  I  est  sur  la  circonférence,  et  si  Ton  a  m<0, 
I  est  en  dehors  du  cercle. 


699.  On  représente  par  a  VangU  de  deux  droites  se  coupant  en  un 
point  0  et  par  a  et  b  les  dislances  de  ce  point  à  deux  autres  points  A 
et  B  pris  sur  l'une  des  droites;  calculer  en  fonction  de  a,  h,  a,  la 
distance  au  point  0  d'un  point  M  sHué  sur  Vautre  droite  et  tel  que 
Us  angles  AMO  et  BMO  soient  égaux.  (  Bacc,  Dijon ,  novembre  1872.) 

La  droite  MO  est  bissectrice  de  Vangle  M  ; 
donc  en  représentant  par  m  et  n  les  dis- 
tances MA  et  MB,  on  a  {Géam.,n''  268) 

mn  =  x^  +  ab 

an 


et 


d'où    m  =  - 


d'ailleurs    n*  =  6«  -f  x«  —  2bx  cos  a 
donc    mn=-^?-  =  -r-(^+a^— ^«cosa) 

l'équation  du  problème  est  donc 

a(6«  +  aî»  — 2fea?co8a)=6(a6-f  a*) 
ou  (a  —  6)x» — 2a6a;co8a=0 

x'=0    et   a,"=M£28«. 
a-^o 


700.  On  donne  un  angle  xOy  et  un  cercle  de  centre  C  tangent  aux 
deux  côtés  de  cet  nngle;  on  mène  au  cercle  une  langenle  qttetconque 
qui  coupe  les  côtés  en  K  et  B,  On  demande  :  !<>  la  relation  qui  existe 
entre  OA  et  OB  ;  2®  si  Von  mène  par  le  centre  une  droite  ICI'  pcr- 
pendieulaire  à  OC,  déduire  de  la  relation  précédente  celle  qui  existe 
entre  lA  et  l'B.  On  connaît  OG  =  a  et  Vangle  COx  =  COy=jou 
(Bacc,  Dijan,  novembre  1884.] 
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lo  Si  Ton  pose 
AB  =  /,  CD  =  r,  OA  =  m  et  0B=« 
on  a    rssasÎDa 

|«  =  m*  -f  n* —  2mn  cos  2a 
et  surf.AOB  ou 


1  i 

S  =  -îv  mn&in2a  =  -ô^  (wi4-n4-<)r 


En  éliminant  r  et  I  entre  ces  \m 

équations,  on  a 

a*(i  +co8  2a)  +  2mncos*a  — 2a(m  +  n)co«a=0 
mn  cos  a — a(m  +  n)  +  a*cos*a  =  0 
c'est  la  première  relation  cherchée. 
On  peut  Tobtenir  par  un  calcul  moins  laborieux.  Posons 
OD  =  acosa  =  { 
La  surface  du  triangle  AOB  peut  sMcrire 

S  :=  2- ^^  sin  2a  =  mn  sin  a  cos  a 

et  encore     S  =  (m  +  n  — l)r=  (m  +  n  — a  cos  a)  a  sin  a 
et  enûn  S=\^l(fn  +  fî^l)(ni^l){n'^l)  = 

=  V^acÔ8a(wH-H--acosâ) (m^a cosâ)  (h -^^ôcôsa) 

En  écrivant  que  le  carré  de  la  troisième  relation   égale  le  prodôi 
des  deux  autres,  on  trouve  immédiatement 

mn  cos  a  —  a(m  +  n)  +  a*cos*a=0  [1 

c'est  la  relation  précédemment  obtenue. 

2«  Posons    IA=x;    d'où    m  =  a;  +  0I  =  x4-— ^ — 
'  cos  a 

et  rB  =  y;    d'où    n  =  y+OI'=y  +  .^ 

Substituons  dans  la  relation  (  1  ) ,  nous  aurons 

a;yco8a  =  a>(^^^  +  co8«) 

d'où  «y  =  a*  tg*  a 

C'est  la  deuxième  relation  cherchée;  elle  est  la  traduction  de  Pan 
des  porismes  d'EucLioE  restitués  par  Chasles,  et  la  démonstratioD 

géométrique  en  est  immédiate,  puisque  les  triangles  CIA  et  CI'B  mM 
semblables  comme  ayant  leurs  angles  respectivement  égaux. 

701.  Sur  l'un  des  côtés  (Tun  angle  droit  AOB,  on  prend  deux 
longueu/r$  OB==a,  BC  =  b;  è^  Von  joint  aux  points  B  ei  C  un 
point  A  du  côté  OA ,  de  manière  que  Vangle  BAC  soit  égtU  à  um 
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angle  donné  a.  Quelle  sera  la  longueur  de  OA?  (Sainl-Cyr,  examens 
oraux,  186i.] 

Soient  p  et  p'  les  angles  ABO  et  ACO. 


On  a    a=p— p';    donc    tga 


«gP=f>    »^P'=^ 


tga  = 


â+¥ 


1  + 


a:» 


bx 

X*  +  a«  +  a6 


donc 
d*où 


a(a-h6) 

tgaa?*— 6aî+tga(a*  +  a6)=0 

6±:v/6«--4tg«a(a«4-a6y 
2lg^t 


Condition  de  possibilité    tg  a  < 


2v^a»H-a6 


702.  On  donne,  sur  une  circonférence  de  rayon  R,  un  arc  AD 
de  m  degrés.  On  joint  un  point  B ,  situé  sur  le  prolongement  de  OD , 
au  point  A,  et  Von  mesure  l'angle  BAC=a  exlét^urau  triangle  OAB. 
Calculer  la  distance  BD  du  point  B  au  cercle.  (Sainl-Cyr,  examens 
oraux,  1864.) 

Soit  8  la  distance  cherchée. 

8  =  BD  =  0B  — R 

Le  triangle  OAB  donne 

OB  _  sin^A gin  c 

sinB 


OA 


d'où 


donc 


0B  =  - 


8in(a  — w) 
Rsina 


sin(a  — mj 

L8in(a  — m)        J  sin(a  — m) 

2R8in(«-^)cos 


m 
2 


8m(a  — m) 


^  703.  On  donne  deux  parallèles  distantes  d'une  quantité  b ,  et  sur 
Vune  (VelUs  deux  points  A  et  B  distants  de  a.  Trouver  sur  Vautre 
parallèle  un  point  C  tel  que  l'angle  CBA  soit  double  de  l'angle  CAB. 
On  donnera  l'angle  A  et  l'on  vérifiera  la  formule  trouvée,  pour  le 
cas  où  h=a.  (Saint-Cyr,  1872.) 

Soil  d  la  distance  du  pied  de  la   hauleur  du  triangle  ACB  au 
sommet  B. 
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On  a  d=:AcotgBaAeotg2A 

«l  a  — d=/icotgA 

En  remplaçant  d  dans  cette  dernière  relation  par  sa  valear  tirée  é 
la  précédente,  il  vient 

/icotgA  =  a-/icotg2A  =  a-A-^^]g^=i 
d'où                         3/icotg«A  — 2acotgA  — /n=0 
4  où  colg  A  = ^-^ 

Si  a  =  h,  les  valeurs  de  cotg  A  sont  1  et  —  -^^  la  première  rad^ 

portée  dans  la  deuxième  relation  donne  d  =  0,  ce  qui  est  ane  vênfi* 
cation,  car  le  triangle  ACB  est  rectangle  isocèU. 

704.  Déterminer  Us  distances  d'un  point  M  à  detuc  points  A  d  B, 
4x>nnais8ant  la  dislance  AB  =  a,  la  somme  MA  +  MB  =  m  d 
l'angle  AMB  =  a  sous  lequel  on  voil  du  point  M  la  droite  AB.  (Sor- 
bonne,  10  juillet  1877.) 

Soient  x  et  y  les  distances  cherchées.  On  a  à  résoudre  les  desx 
•équations 

J.Î  +  y»  —  2X2/ cos  a  =  a* 
Cette  dernière  peut  s'écrire 

35*  +  y«  —  2xy  (2 cos« -^  a — A  =a« 

ou  (x  +  y)*  — 4xycos*^  a  =  a* 

4co8*-H-a 

Donc  x  et  y  sont  les  racines  de  Téqualion 

5'  —  mz  -\ . —  ^  u 

4  cos*  -5-  a 

La  condition  de  réalité  des  racines  est 

,„i         '^*-::^>0,    ou    m«cos«l-a-m«  +  a«>0 


ou 


4 

1  .  ^        »:.  < 


4  cos*  Q-  a 


a*>m*  — m*cos*  ^o,    ou   a>fn8inY« 


a 


La  plus  grande  valeur  de  la  somme  donnée  est  — j — »  c'ett 

sin  ja 
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rhypoténuse  d^un  triangle  rectangle  dont  a  est  un  côté  de  Tangle 
droit  et  -^  Fangle  opposé.  Dans  ce  cas,  a;  =  y  et  le  triangle  est 
%s€>cèle. 

(Voir  no  402.) 

7(U  bis.  Étant  donné  un  angle  C  =  2a ,  on  prend  sur  sa  bissec- 
trice un  point  0  à  une  distance  a  du  sommet  de  l'angle.  Déterminer 
sur  les  calés  les  deux  points  symétriques  A  et  A'  tels  que  le  tTnangle 
isocèle  AOA'  ait  son  périmètre  égal  à  une  longueur  donnée  21. 

(Bacc,  Clermant,  9  juillet  1885.) 

La  bissectrice  étant  un  axe  de  symétrie,  on  peut  se  borner  à  consi- 
dérer seulement  la  moitié  de  la  figure  et  énoncer  le  problème  de  la 
manière  suivante  : 

Étant  donné  un  angle  C  =  a ,  on  prend  sur  un  des  côtés  une  lonr- 
gueur  CO  =  a  ;  trouver  sur  l'autre  côté  un  point  A  tel  que  la  somme 
de  ses  distances  au  point  0  et  au  côté  CO  soit  égale  à  une  longueur- 
donnée  1. 

!'•  Méthode.  Prenons  pour  inconnue  PlC=bx,  et  désignons  respec- 
tivement par  m  et  n  les  dislances  du  point  A  au  point  0  et  à  la 
droite  OC.  On  a 

or  m*=a*  +  a5*  — 2axcosa     et     n==:xsina 
donc  v'â»  H-  x* — 2aa;  coa  0"=  l — x  sin  a 

d'où  a*  -f  33* — 2aa?cos  a  =  P—  *2Xx  sin  a  +  x*  sin*a 

ou  cos'ax'  — 2(acosa  —  /8ina)a;  +  a«  — i*  =  0 

d'où    x^^"^^^^' 


cos*« 

Discussion.  Pour  qu'une  valeur  de  x  soit  acceptable ,  il  faut  qu'elle 
soit  1»  réelle,  2«  positive. 
La  condition  de  réalité  est 

a*  cos*a  -f  ^  sin*a  —  2ai  sin  a  cos  a  —  a*  cos'a  +  /*  cos* a ^ 0 
ou  Z«  — alsin2a^0 

En  rejetant  la  valeur  négative  de  l,  cette  condition  se  réduit  à 
/^  a  sin  2a 

Le  produit  des  racines  a  le  signe  de  a<  — (*;  il  est  positif,  nul  ou 
négatif  suivant  que  l'on  a 

(<a,     l  =  a     ou     l'>a 

La  somme  des  racines  a  le  signe  de  acosa  — /sina.  En  supposant 
a<90*,  celte  somme  est  positive,  nulle  ou  négative  suivant  que 
l'on  a 
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Or  selon  que    a^45«    ou    a  =  45«>,    ou  a 

tga^l     ou     lga  =  l 
DislioguoDS  donc  les  trois  cas  : 


!•     a<45'»;     d'où     -r^>a 


tga 


t  =  45«:      d'où 


3«     a>4o»;     d'où      -^  <^ 


tga 

g 

tg* 


l*'  Cas.  —  a<45.  On  a 


asin2a<a<— **- 
tga 

Pour  (<asin2a,  les  racines  de  l'équation  sont  imaginaires;  il  n'y 
a  pas  de  solution. 

Si  {=asin2a,  les  racines  sont  égales;  on  a  donc  une  soltUion. 

Pour  l  compris  entre  asin2sc  et  a,  les  deux  racines  sont  posi- 
tives, et  Ton  a  deux  solutions. 

Enfin  si  2>a,  les  racines  sont  réelles  et  de  signes  contraires;  il 
n'y  a  donc  qu'une  solution. 

%•  Cm».  —  a  =  45».  On  a 

a  sin  2a  =  a  =  -v-^- 
tga 

Pour  /<a,  les  racines  sont  imaginaires;  il  n'y  a  pas  de  solution. 

Si  l  =  a,  les  racines  sont  nulles  et  Ton  n'a  pas  de  solution. 

Pour  /<ay  les  racines  sont  réelles  et  de  signes  contraires;  il  y  a 

donc  une  solution. 

$•  Cas.  —  a  >  45».  L'inégalité 

asin2a<^— ,  ou  2sinacosa<^^^ ,  ou  28in«a<l,  ou  cos2a>0 
igoi  sin  01 

n'est  pas  satisfaite.  On  a  donc 

-^^<asin2a<a 

Pour  /<asin2a,  les  racines  sont  imaginaires,  et  pour  l  compris 
entre  a8in2x  et  a,  elles  sont  négatives;  il  n'y  a  pas  de  solution. 

Pour  l^a,  les  racines  sont  réelles  et  de  signes  contraires;  on  a 
donc  une  solution. 

2*  Méthode.  Le  point  A  est  à  l'intersection  de  la  droite  AC  et  du 
Heu  géométrique  des  points,  tels  que  la  somme  de  leurs  distances  au 
point  0  et  au  côté  CO  égale  une  longueur  donnée  l.  Cherchons  d*a- 
bord  ce  lieu  géométrique. 

En  prenant  le  point  0  pour  pôle  et  OC  pour  axe  polaire,  on  a 

p  4-  p  sin  w  =  Z  ;      d'où      p  :=  — — 
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Ce  lieu  est  une  parabole  dont  Taxe  est  perpendiculaire  à  Taxe  po- 
aire.)  D^ailleurs  la  distance  de  AC  au  pôle  étant  p  =  a8ina,  la 
Irolte  AC  a  pour  équation 

osing 

P"*  8in(a>-f  a) 
Le  point  cherché  a  pour  coordonnées  les  valeurs  de  p  et  co,  qui 
satisfont  à  ces  deux  équations. 

En  égalant  les  deux  valeurs  de  p ,  on  a  à  résoudre  Téquation 

l J*^? 

l  +  sinti)  ""  6in(co  +  a) 

ou,  en  développant  les  calcula, 

(  l  cotg  a  —  a)  sin  (0  +  '  cos  (I)  =  a 

équation  de  la  forme       a  sin  rc  +  6  cos  a>c=  c 

La  condition  de  possibilité    c*  ^  a>  +  6*    est    2  ^  a  sin  2«    déjà 

trouvée.  En  posant  -, — : =  lflrçi  l'angle  ta  est  donné  par  la 

'^  icolga  —  a        oTi         o  r 

formule 


sin  (to)  4-  ç)  ^  1 — cos  o 

^    ^^'       icotga  — a        ^ 


3*  Méthode,  On  peut   obtenir  directement  Péqualion  précédente 
sans  la  considération  du  lieu  géométrique.  Soit  x  Tangle  AOC;  on  a 


t=    .      P.     .  =■ 


or 


Bm(aî-t-a)         sin  (a?  4- a) 

m  +  n==l;      donc      — V'-t'-t 


et      n=m8inx=: 


a  sin  a  sm  x 


8in(aî-ha) 
(i  +  sina;)=i 


c^est  l'équation  cherchée. 


705.  Les  rayons  de  deux  circonférences  sont  Vun  de  3«,  Vautre 
de  4*,  et  la  distance  des  centres  est  2».  On  demande  de  calculer  : 

1*  La  surface  du  triangle  qui  a  pour  base  la  ligne  des  centres,  et 
pour  sommet  l'un  des  points  d'intersection  des  deux  circonférences; 

2<*  La  longueur  de  la  corde  commune  aux  deux  circonférences; 

3*  La  longueur  des  arcs  sous -tendus  par  cette  corde; 

A"  La  valeur  de  la  surface  commune  aux  deux  cercles,  (Saint- 
Cyr,  1864.) 

!•  Surface  du  triangle  ABC. 

p=4,    p  — a  =  2,5,    p  — 6  =  1,5,    p  — c  =  0,5 
d'où  S  =  2«S904737 

2»  AD  =  2AE 


AE  = 


■=S 


donc 


AD =23 =5,809  474 


Digitized  by  CjOOQ  IC 


786  BZSRCICBS  ET  PR6trLÈMB8  Dt  TRIGONOMÉTRIK 

3*  Soit  AMD=r2a      et      AND»2y 

La  surface  du  triangle  ABC  peut  s'écrire  de  deux  autres  manières: 

â  a 

i*        S=4  AB.BGsina  =48ina;      d'où     8ma=:-^;     et 

2»        S=YAC.BCsma'  =  3sina';     d'où    sinflt'=-S. 

par  suite      Ug sin a srT.SÔl 046 7     et     2a=93«8'5",52 
ou  335285",52 

Donc  arcAMD  =  -g^g^X33528S'',52=6-,49H08       ' 

De  môme    log  sin  a' = T,985  985  2  ;     d'où    «'  =  |  4^|^  |^*^ 

)a  première  solution  eet  à  rejeter  ;  l'autre  donne 

2a'=208«5ri9",64    ou    752239".64 

Donc  arc  AND  =  ^^  X  752  239",64  =  iO-,922  519 

4»  La  surface  commune    S'  =  segment  AMD  +  segment  AND. 
D'atMrd  le    segment  AMD = secteur  ABD  —  triangle  ABD 

or  secteur  ABD = arc  AMD  x  -5-  =  12,982  216 

triangle  ABD  =  4- R«  sin  2a =8  sin  2a  =  7,988027 


donc  segment  AMD  =  4,994189 

Enfin  le    segment  AND = secteur  ACD  +  triangle  ÀCD. 

Or  secteur  ACD  =  arc  AND  x  ^  ==  ^6,383  77» 

triangle  ACD  =:^r«  sin  ACD»  4,5  sin  ACD  ==  2,178582 


donc  segment  AND  =:=  18,568360 

Donc  S'=23»t,556549 

705  bis.  Dam  un  triangle  rectangle  AOB,  on  donne  les  deu» 
eâlés  de  V angle  droit  OA  =  a,  OB  =  b,  ainsi  qu'un  point  H  situé 
9ur  OB  ou  sur  son  prolongement.  Trouver  sur  la  droite  indéfime 
OA  un  point  C  tel  que  le  triangle  ACD,  obtenu  en  joignant  les 
points  C  et  U,  ait  une  surface  égale  à  la  moitié  de  celle  du 
triangle  AOB. 

Résoudre  le  triangle  ACD  dans  le  cas  où  les  segments  OH  et  OB 
étant  de  même  sens,  le  premier  est  triple  du  second.  Effectuer  numé- 
riquement cette  résolution  en  supposant    a  =  3",    6  =  4". 

(Agrégation  de  rEniêignement  spécial,  24  juillet  1885.) 
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Soit  OH  =  A;  prenons  pour 
inconnue  Tangle  CHO  =  x. 

La  surface  du  triangle  ACD 
est 

"*  TT^s  sinAsinC 

^Q  i^     (a---/itgx)>8in  Acosag 

2  '  sin  B  ces  X  —  sin  ce  ces  B 

ou    -i     (<»  — ^tg  ag)«  gin  A  cos  a;        1      g»  —  lah  tg  x  +  /i«  tg'a; 
2*  008  A  C08  a» -—sin  A  sin  a;       T*  cotgA  —  tgas 

D'ailleurs  la  surface  du  triangle  AOB  est  4  ah  ;  donc  Téquation  du 

problème  est 

2(o»— 2o/i tiras +A«tg«a?)  _    . 
cotgA  —  tgx 

ou    2(a*  — 2a/itgaî  +  /»*lg*aî)  =  a6(colgA  — tgaî)=a«  — attga; 

ou  enfin  2/i«tgSa(î  — a(4/i--6)lga?  +  a«  =  0  (1) 

DûcuMton.  Cette  discussion  comprend  :  1*  la  recherche  des  condi- 
tions de  possibilité,  2*  Texamen  des  différenls  cas  du  problème,  et 
3*  la  construction  géométrique. 

i^  Conditions  de  possibilité.  Une  quantité  réelle  quelconque  pou- 
vant représenter  une  tangente,  tout  se  borne  à  la  condition  de  réa- 
lité des  racines  de  Téquation  (1) 

ou  Sh'^Sbh  +  bt'^O 

O'*  [/i-{(2-v^)fe][/i-.^(2+/2)6]^0 

Cette  inégalité  indique  que  h  doit  être  en  dehors  de  Tintenralle  des- 
deux  limites 


^(2-/2)6      et      l(2+/2)6 


qui  sont  respectivement  le  maximum  et  le  minimum  relatifs  de  h. 

2*  Examen  des  différents  cas.  Il  est  inutile  de  faire  plusieurs  hy- 
pothèses sur  les  signes  de  a  et  de  b;  supposons-les  tous  deux  posi- 
tifs. Les  valeurs  de  h  seront  positives  ou  négatives  selon  qu'elles 
seront  portées  dans  le  même  sens  que  6  ou  dans  le  sens  contraire. 

Supposons  que  la  condition  de  réalité  soit  remplie. 

Les  racines  ayant  pour  produit  -^-y  ,  et  pour  somme  ^^  ,.yT"      , 

Digitized  by  LjOOQIC 


788 


EXERCICES  ET  PROBLÈMES  DE  TRIGONOMÉTRIE 


elles  auront  Tune  et  Taufre  le  même  signe  que  4/i— 6,  c'est-à-dire 
qu'elles  seront  positives  ou  négatives  suivant  que  Ton  aura 

L'une  des  racines  devient  infinie  lorsque  h=0;  les  deux  racines 
tendent  vers  zéro  lorsque  h  tend  vers  ±:  QO. 

Remarquons  que  les  deux  sécantes  qui  résolvent  le  problème  sont 
de  part  et  d'autre  de  la  droite  AH,  et  que  leur  segment  supérieur  à 
Taxe  OB  fait  avec  la  direction  négative  de  cet  axe  un  angle  aigu  ou 
obtus  selon  que  Tangle  x  est  positif  ou  négatif. 

Tout  se  résume  dans  le  tableau  suivant  : 


vALEuna  DB  h 

BACIHaS 

aoumoBs 

ft<i.(2-V/2)b 

8  racines  Inégales  négitlves 

s  solntiona  distinctes 

/  fc==-OC 

S  racines  nnllos 

*  =  0 

S  racines  finies 

>"  fc  =  0 

une  des  racines  est  infinie 

nne  solution 

ft  =  |(2-/i)6 

S  racines  égales  négatives 

une  solution  double 

\(2-V2)b<h<-\[2+S^2)h 

racines  imaginaires 

pas  de  solution 

ft  =  j(2+vl)& 

9  racines  égales  positives 

nne  solution  double 

/i>-^-(3+/5)6 

2  racines  inégales  négatives 

S  solutions  diatisctes 

h  =  QC 

S  racines  infinies 

3'  ConstrucUon  géomélriqiLe.  Le  point  C  sera  déterminé  par  la 
relation  OC  =  higx;  or  si  Ton  écrit  Téquation  (1)  de  la  manière 
suivante  : 

2/ing«aî— a(4/i  — 6)-^^^  +at  =  0 

on  voit  que  la  construction  de  OC  revient  à  celle  de  deux  quantités 

dont  on  connaît  la  somme   ^^  xf"    '  et  le  produit  (  — « — j  .  C'est 

une  question  connue.  (Voir  Géométrie,  n»  342,  ou  Ex.  de  Géométrie, 
n*296.) 

Réêolution  du  triangle  ACD  quand  h=:3b. 

On  a     ÂC*  =  a  — /itgaB  =  a  — 36tga3    et     C  =  90«  — a 
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d^ailleurs  Tanglo  x  est  donné  par  Téquation  (1)  qui  devient  ici 
186ng»x  — 11a6tga;  +  a«  =  0;     d'où     lga?=^.iî^^ 

d'où  Xgaf  =  ^  =  if^B     et      tgx''  =  |.^ 

Dans  le  premier  cas,  on  aura  donc 
AC  =  a  —  36.  —  =  —  2a    (à  porter  sur  le  prolongement  de  OA) 

et  sinC  =  cosaî'  =  - 


v/l4-lg«Jî        v'a*  +  6« 
Dans  le  second  cas,  on  aura 

AC  =  a-3A.-^  =  -y 

et  8inC  =  co8a?''--         ^         -  ^^ 


v/l  +  ig*x        •4a«  +  8I6«" 

Dans  Tun  et  Tautre  cas,  il  faudra  résoudre  un  triangle,  connais- 
sant les  angles  et  un  côté. 

Si  Ton  veut  effectuer  le  calcul  numérique  proposé,  on  a 
a  =  3,      6  =  4,      /i  =  36  =  12 
alors  pour  le  triangle  situé  dans  Tangle  OAH ,  on  a 

AC  =  1»      et     8inC=-i=; 

et  pour  le  triangle  situé  de  Tautre  côté  de  AH,  on  a 
AC=— 6"     et     6inC=| 

706.  Les  rayons  vecteurs  du  point  M  d'une  ellipse  ont  pour  lon-^ 
gueur  8™  «<  7">,  la  dislance  focale  2c  =13™.  Calculer  l'angle  de  ces 
rayonsyecteurs. 

C'est  l'angle  au  sommet  d'un  triangle  dont  la  base  égale  13,  et  les 
deux  autres  côtés  8  et  7. 

On  a  cosM  =  i^±ê=^=-^^ 

d'où  M  =  120<» 

706  bis.  Par  le  centre  0  d'une  ellipse  donnée,  on  mène  un  rayon 
OM  formant  avec  le  grand  axe  l'angle  a.  Trouver  1»  la  longueur  de 
ce  rayon  et  2*  les  longueurs  des  rayons  vecteurs  du  point  M. 

(Bacc,  Lille,  17  juillet  1883.) 
Ecrivons    OM  =  R. 

!•  Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  M  ;  ces  coordonnées 
vérifient  Téquation  de  Tellipse 

oiyî  +  ftioja  =3  a«6»  (  Géom.,  n»  ô-'iS.) 
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d'ailleurs  y  sa  9  Igor 

donc  (a«  tg«  a  +  6«)  œ«  =  a*b* 

d'où       -.=  ^,,1^-,    et  par  suite    v«^ 

Mais     H»  =  x«  +  v>=  t.7;,tr,?^  =-  a»s,o.orr6>co.^. 
donc  R=  *** 


/a*  sin*  a  +  6*  cos*  a 

2<>  Soient  maintenant  p  et  p'  les  rayons  vecteurs  du  point  M.  Dans 
le  triangle  que  forment  ces  rayons  avec  la  distanoe  focale,  R  est  me 
médiane;  on  a  donc  à  résoidre  le  système  connu 

p«  +  p'«= 2R»  +  2c«    (  Géom.,  n©  254.) 

p-|.p'=2a 
En  retranchant  la  première  équation  du  carré  de  la  seconde,  il  viat 

pp'=2a«— c«--R» 
donc  p  et  p'  sont  Ie«  racine»  de  l'équation 

X«-2aX  +  2a«  — c«  — R*==0 


d'où 


X==  I    ^  I  =^azfcv/H«  +  c»  — a» 


Si  Ton  suppose  que,  pour  une  ellipse  donnée,  c'est- â-dir«  dam 
laquelle  a  et  6  sont  constaitts,  R  est  variable,  la  condition  de  réalité 
des  valeurs  de  p  et  de  p'  est  q;ue  R  soit  compris  entre  a  et  6.  Ainn, 
quand  on  décrit  un  cercle  concentrique  avec  un  rayon  R  compris 
entre  ces  limites,  l'ellipse  est  coupée  en  quatre  points.  Si  R=<i 
ou  R=:6^  le  eercie  est  bi-tangent  eittérteureraent  oa  intérieuremaBL 

707.  Une  hélice  enroulée  sur  un  cylindre  dont  le- diamètre  égaU 
i'»,25,  rampe  aous  un  anffle  rfc  15«8'9".  On  demande  1»  quelle  esl  la 
hngueur  de  cette  hélice,  2°  quel  en  est  le  pas. 

L'hélice  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  un  côté  de 
l'angle  droit  est  égal  à  la  circonférence  rectifiée,  et  dont  un  angle 
aigu  est  donné. 

Soit  a  celte  hypoténuse,  et  6  le  pas  de  l'hélice. 

TTC? 


cos  ^ 
logir==0,4971509 
logrf  =  0,096  9100 
XcosB=0,OI53334 


0,6093943 
=4",068 


6  =  icrftgB 

Iogw=0,/i971509 

logd»  0,096  9100 

logtgB==r,4321540 


0,0262149 
6  =  l-,062 
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708.  Une  tangente  en  un  point  M  d*une  parabole  fait  un  angle  oc 
avec  le  rayon  vecteur.  Déterminer  en  fonction  du  paramètre  et  de  a  z 
!•  la  longueur  de  la  normale;  2°  la  longueur  de  l'ordonnée;  3<»  la 
distance  du  pied  de  l'ordonnée  au  sommet;  4*  le  rayon  vecteur, 

-         (Bacc,  Poitiers,  1882.) 

'  ,(Voir  no  535,) 

;  709.  Du  sommet  A  d'une  parabole  on   mène  une  perpendicu" 

laire  AB  =  a  sur  la  directrice,  et  par  le  pied  B  une  sécante  BMM' 
faisant  avec  AB  un  angle  a.  Calculer  les  distances  BM  =:r  et  BM'=]/ 
du  point  B  aux  points  d'mierêectkm  de  la  sé^anU  amecda  parmbole. 
Discussion,  (Sorbonne,  8  juillet  1884.) 

'  <Voir  no  536.) 

710.  Des  foyers  d'une  ellipse  définie  par  son  grand  axe  2aL  et  sa 
\          dislance  focale  2c,  on  abaisse  des  perpendiculaires  FP,  F'P'  sur  une 

êécante  qui  rencontre  le  grand  axe  au  delà  des  foyers.  On  demande 
de  calculer  les  rayo¥u  veeleurs  du  point  d'intersection  M,  situé 
I  entre  P  etP'  et  l'angle  de  ces  rayons  vecteurs,  en  supposant  connues 

les  perpendiculaires  FP=:f,  F'P'  =  e  et  leur  distance   PP'  =  cU 
(Voir  no  537.) 

Questions  qui  demandent  des  sommations  de  séries. 

711.  Soient  Ox  et  Oy  deux  droites  qui  font  entre  elles  un  angle 
donné  a,  et  sur  Ox  un  point  A  à  une  distance  donnée  a  du  sommet 

I  de  l'angle.  Du  point  A,  on  abaisse  la  petyendiculaire  AB  sur  Oy; 

I  du  point  B,  la  perpendiculaire  BA'  sur  Ox;  de  A.',  la  perpendicu- 

laire A'B'  sur   Oy,   et  ainsi  de  suite.  Déterminer  la  limite  vers 

'  laquelle  tend  la  ligne  brisée  AB  A'B'A" ...  lorsque  le  nombre  des  côtés 

de  cette  ligne  augmente  indéfiniment.  (Sorbonoe,  28  juillet  1876; 
Bacc,  Ajaccio,  24  juin  1885.) 

On  a    OA=a.    La   série  des  triangles 
rectangles  AA'B,  BB'A',  ...  donne 

AB  =  a  sin  a 

BA'  =  AB  cos  a  =  a  sin  a  cos  a 
A'B'  =  a  sin  a  cos*  a  ^ 

A"B'  =  a  sin  a  cos^  a ,    etc. 
la  ligne  brisée 

ABA'B',  ....  =  S  =  asina(i  +cosa  +  cos2a  +  cos'a  +  ..-) 
Or  la  parenthèse  est  la  somme  des  termes  d'une  progression  géomé- 
trique décroissante;  donc 


lim.  S  =  a8ina. 


-                     .              2a  sin  -^  cos  -^ 
1         asm  g 2  2 

l-coaa-jgin.  a   "        2sm»  " 
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OU 


acos-x- 
lim.S=: -  =  aco!g-|- 


«g- 


712.  Par  le  sommet  0  d'un  angle  droit  xOy,  on  mène  une  droite  OA 

faisant  un  angle  a  avec  Ox.  £"11  appelant  3  la  limiie  de  lalsoÊÊtmF 

indéfinie  des  perpendiculaires  AP,  PQ,  QR,...  et  S'  la  limiie''de cetle 

des  perpendiculaires  AP,  FQ',  Q'R',  ...  menées  dans  Cangle  com- 

S  a 

plémentaire  oie  a,  on  a    -^,  =  2.    Calculer  tg-^.    (Bacc.,  Lyoa. 

août  1882.) 

L*aQgl6  APQ  =  a;   donc 

PQ  =  APco8a 

QR  =  PQ  CO8  a  =  AP  cos^  a 

BT=:QRco3a  =  APco6>a 


d'où 
Xi»    De  môme, 
lim.  S'= 


lim.S  = 


AP 


1  —  COS  0 


AF      _  AF 

1— C0S(9Ô*  — a)  °^:.l  — sÎDB 


Donc  la  relation  donnée    gr  =  2  devient 
AP     1— sinot 


Mais 

donc 

en  y  substituant 


aF"'  1  — cosq 
AP        AP 


=2 


^=-op='fi^" 


AF 


tga|-^'°«=2 
*     1  —  cos  a 


sm 


a=2Bin-|- cos-|-,    cosa=l— 28in*-^    et    tga  =  -^^ 


i«g- 


-tg«« 


il  vient 


2tg-|-       l-28in-^ 


008-2" 


1  — lg»a 


2sin«~ 


=  2 


La  seconde  fraction  peut  8*écrire 
1 


28int-|- 


Digitized  by  CjOOQIC 


APPLICATIONS  79? 

ou ,  en  remarquant  que   sin»  ~  = — ,  elle  devient 

-^ î—  ou   ^— 1.  ou   ^^ ^lL 

2tg«|.         Ig-^  2tg«^  2tg«^ 

L'équation  (1)  revient  donc  à 

-, =-^^-N =-^  =  2    ou     3 ? — -=2 

(i-tg»-|-)2lg»|-  ,g^(l  +  lg|.) 

ou  eoBn  2tg»-^ +3tg-|-  — 1»:0 

d'où  tg^  =  ^3±v^ 

L'angle  -y  étant  en  valeur  absolue  plus  petit  que  45» ,  on  voit  que 
la  racine  positive  est  seule  admissible.  Elle  donne 
-|-=15o41';    d'où    a=»3f22' 


g 
Plus  généralement    •m'=^    donne 

i-tg«- 


712  6i«.  /)an«  un  cc^ne  (fe  réuo^uh'on  c{on<  l'angle  au  sommet  est  27.^ 
on  inscril  n  sphères  tangentes  entre  elles.  Le  rayon  de  la  sphère  la 
plus  rapprochée  du  sommet  du  cône  étant  r,  on  demande:  \°  la  somme 
des  rayons  des  sphères,  2*  la  somme  des  surfaces,  Z°  la  somme  des 
volumes,  4»  la  position  du  centre  de  gravité  du  système  de  ces 
n  sphères.  (Bacc,  Besançon,  23  juillet  1884.) 

Soient  t-|,  r^,  ...,  r»  les  rayons  des  sphères  successives. 

La  distance  des  centres  des  deux  premières  est  rj  ^-r,;  or  on  a 

.  =  ,11 !1_ 


n+»'j  = 


sina 


Ainsi  le  rayon  de  chaque  sphère  égale  celui  de  la  précédente  multi- 
plié par  une  quantité  constante;  ces  rayons  sont  donc  en  progression 

TaïQOiroinbBa.  ^  M.  S3 
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géométrique  dont  le  premier  terme  est  r|  et  la  raison    tg*r45*-f-5\ 
Donc 
1*  La  somme  des  rayobs  est 

2*  Les  surfaces  sont  aossi  en  pro^estûm  géométrique  4onl  k 
raison  est  tg^(^^ +-§-)•   ^^^^  ^^^^  somme  est 

>  Les  Tolomes  soot  également  en  progreuion  géoméirique  dont 
la  raison  est   tg« (^+  -|-)  »    ^^^^  !«""  somme  est 

4»  La  recherche  du  centre  de  gravité  est  une  question  de  Mécanique. 
On  sait  que  c'est  le  point  d'application  de  la  résultante  R  des  forces 
parallèles  appliquées  aux  centres  des  sphères  et  proportionnelles  aax 
Tolumes  de  ces  sphères,  c'est-à-dire  à  r',  r*,  ...,  r'.  Si  Ton  prend 
les  moments  de  ces  forces  par  rapport  à  mn  plan  tangeat  an  odae, 
l'équation  des  moments  sera,  en  appelant  x  la  distance  du  point 
cherché  au  sommet  du  cône, 

Rac6in«=rJ.r|  +  rJ.rtH-...H-r'.r, 
et  comme  R  =  r'+rjH-...  +  r' 

on  a  «= V  a  *   a ^^^-rr 

tin  a{r\  +  rl+...  + ri) 

ou,  en  remplaçant  les  sommes  par  leurs  râleurs. 


sma 


[tg>.(45o+-|-)~l][lg*(45o-h-|-)-i] 


[tg«-(45«H--|)-l][tg*(45oH-^)-l] 


113.  8i  en  pareoutant  le  périmètre  d'un  polygone  régulier  dent 
«y»  «0fit  déterwmU,  on  joint  par  unedroUe  chaque  êommet  à  celui 
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qui  le  Buit  de  deux  remgz ,  ceà  dnriiet  déiermifmrU  par  iettrf  inter- 
sèctionê  un  set&nd  potygone  $emblable  €tu  premier.  De  ce  êeoond  po- 
lygone on  déckiit  tm  Iroiêième  par  une  eonMru9éion  mnahgue,  et 
ainsi  de  suUe,  Calculer  la  somme  des  surfaces  des  n  premisn  poiy- 
gones,  connaissant  l'angle  au  centre  et  la  surface  du  premier^ 

(Voir  no  538.) 

714.  Un  polygone  de  n  côtés  inscrit  dans  un  cercle  est  tel  que  ees 
côtés  souS'tendent  des  arcs  dont  les  valeurs  sont  :  a,  2s,  3a,  ...,  na. 
Calculer  le  rapport  de  la  surfttce  de  se  polygone  à  celle  du  polygone 
régulier  inscrit  du  même  nombre  de  calés, 

f  Voir  B<»  539.) 

715.  Etant  donné  un  polygone  régulier  de  n  côtés ,  et  deux  points 
quelconques  situés  dans  son  plan,  on  mhxe  par  Vun  de  ces  points 
des  parallèles  à  tous  les  côtés,  et  dîe  l'autre  point  on  abaisse  umeper- 
penéhuUfire  sur  chacune  de  ces  parallèles.  Calculer  la  somme  de  ses 
perpendiculaires, 

(Voir  n*  540.) 

716.  Des  pierres  en  nombre  n  sont  régulièrement  disposées  sur  une 
circonférence  ;  on  demande  de  comparer  le  chemin  qu'il  y  aurait  à 
parcourir  pour  les  rassembler,  soit  au  centre,  soit  vers  l'une  d'entre 
elles.  Prouver  que,  si  le  nombre  des  pierres  croît  indéfiniment,  le 
rapport  cherché  devient  égal  à  celui  de  n  à  à, 

(Voir  no  541.) 

717.  Si  l'on  fait  rouler  sur  une  droite  un  polygone  réguUer  de 
n  côtés,  quel  sera  le  chemin  parcouru  par  chaque  sommet  pendent 
une  révolution  complète  du  polygone?  Calculer  la  somme  des  aires 
des  secteurs, 

(Voir  no  542.) 

718.  Etant  donnés  un  polygone  régulier  d'un  nombre  patV  2n  de 
côtés  et  une  circonférence  concentrique,  .on  demande  de  trouver  une 
relation  entre  les  tangentes  des  angles  sotAS  lesquels,  d'un  point  de 
la  circonférence ,  on  voit  les  diagonales  qui  passent  pai*  le  centre. 
(Concours.) 

(Voir  n*  543.) 

719.  Un  polygone  régulier  de  2a  côtés  est  circonscrit  à  un  cercle 
de  rayon  donné  H  \  si  de  l'un  des  points  de  contact^  on  abaisse  .des 
perpendicu/Uiires'Sur  toiis  les  côtés,  qùeUt  sera  là  somme''des  car*rés 
de  ces  perpendiculaires^ 

(Voir  no  544.)  ^ 
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no.  Un  polygone  régulier  ayant  Hé  divieé  en  iriangUê  par  da 
diagonaleê  isêues  d'un  même  sommet,  on  demande  de  calculer  k 
eomme  dee  rayom  dee  cerclée  inêcriU  dane  /ot»  cet  triangles,  et  k 
somme  des  surfaces  de  ces  cercles, 

(Voir  no  545.) 

S  2.  »  Questions  de  Géométrie  dans  l'espace. 

DétarmÎBAtMB  d'angles  et  de  dfoitee. 

721.  Etant  données  les  trois  faces  d'un  angle  trièdre,  ealader  k 
dièdre  de  deux  faces, 

(Voir  n»  546.) 

722.  Calculer  i«  la  valeur  de  l'angle  dièdre  d'un  tétraèdre  rtguUer; 
2*  le  sinus  de  l'angle  formé  par  une  des  arêtes  latérales  avec  la  basf, 
(Sorbonne,  25  juillet  1874,  6  juillet  1875.) 

Soit  a  TaDgle  du  dièdre  et  a  l'arôte. 
co8a=-^;    or    DI  =  ^  DC  =  ~aco«30» 

D3  =  aco8  30» 

a  008  30»        i 
donc  co8tt=  T       \L^  =-g- 

a  =  70-3r43",6 

On  peut  encore  obtenir  l'angle  a  par  son  sinus  ou  par  sa  taa- 
geate,  car 

Bin«=^    et    lg«  =  -n5- 

or  1S=-^V6;    DS=|\/3    et    ID=:|-v/î 

donc  8ina  =  ^V^i^    et    tga  =  2v^ 

2*  L*angle  de  Tarôte  SC  avec  la  base  est  Tangle  SCI  »=  x.  Or  le 
triangle  rectangle  SCI  donne  immédiatement 

sin  X  =  -TT7- 
Mais  IC  =  -|CD    ou    IC  =  — ^ 

d'ailleurs    Si»=a«-ÏC»,    d'où    SI  =  y/aJ--^^-^^ 
donc  8inaî  =  Y/|  =  ^ 
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3^  Calculer  le  cosinus  de  l'angle  de  deux  droiteê  menées  du  centre 
de  gravité  du  tétraèdre  régulier  à  deux  sommets  consécutifs,  (Bacc., 
LîUe,  14  avril  1885.) 

La  dislance  du  centre  de  gravité  aux  quatre  sommels  est 

donc  y  diaprés  la  relatioo  de  Carnot  sur  les  triangles  (  Trig.,  n*  70), 
.^.n.      2H«--a«  _       1 

(x  =  109*29'16",4) 

723.  Calculer  1*  la  tangente  de  Vangle  que  forment  les  diagonales 
d'un  parallélépipède  rectangle  dont  la  hautetir  est  h,  et  la  base  un 
carré  de  côté  a  ;  2»  te  sinus  de  l'angle  formé  par  les  diagonales  d^un 
cube  dont  l'arête  est  a.  (Sorbonne,  14  juillet  1874,  15  juillet  1875t 
7  juillet  1884.) 

1«  Soit  à  chercher  la  tangente  de  Tangle  x 
formé  par  les  diagonales  BC  et  BF.  Le  triongle 
rectangle  BOI  donne 

a^ 
h 
2av/î 


or 


on 


lgx  =  - 


2tg 


^ 


. 2ahy/2 


De  même,  le  demi -angle  des  diagonales  AD  et  BC  étant  égal  à 
Tangle  B  du  triangle  rectangle  BDC,  on  obtiendrait  par  un  calcul 
tout  semblable 


tga?'= 


2a\/a*  +  h* 
h* 


En  général,  a,  6  et  e  étant  les  trois  dimensions,  on  a 

BF       v/6«  +  c« 
THF""       ô 


.x       BI 


et  dans  le  cas  da  cube, 


Or 


(»» 


2*  En  supposant  toutes  les  arêtes  égales  à  a,  la  figure  repré- 
sente un  cube;  le  triangle  rectangle  ALO  donne 

X 

'Y 
AG       qy/J 

donc  sin  -J  =  JL 

2        ^3 


AL=:A08in- 
et    A0=: 
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parsuile,  *^*^^  Y  ^  V        TT  ~ "^ 

Mais 


-   .    a?        X 
sin  a;  =  2  siQ  1^  C08 -^  : 


V3 

A.   il. 


OU 


8ina;  = 


2v/? 


Celte  valeur  aurait  pu  se  déduife  de  la  première  partie  du  pro- 
blème, en  faisant  /i  =  a  et  en  éoriyant  la  valeur  de  sin  x  en  fonc- 
tion de  tg  x. 

On  peut  l'obtenir  direclemept  en  écrivant  Texpression  de  la  8ur£Bce 
du  rectangle  ABCD  en  fonction  de  ses  diagonales  et  de  Tangle 
qu'elles  forment.  On  a  ainsi 

2v^ 
3 


^a*Mn«=a«v5^;    d'où    sinx^ 


On  peut  encore  trouver  sin  x  par  d'autres  procédés  égalem^at 
simples.   Ainsi ,  en   appliquant  .au  triangle   AOB    la    formule  da 
deuxième  théorème  sur  les  triangles  quelconques  (  Trig.,  n»  70),  on  a 
à  2    — 

cosa5=-j;    d'où    sina;  =  -j^2 

Il  y  a  avantage  à  employer  la  formule 


sinx  = 


2«r|- 


l.+  tg«f 
Si  Ton  y  remplace  tg  -~    par  sa  valeur  (1),  on  a  immédiatement 

2    yjr 

sma?  =  ^V2 
C'est  la  même  valeur  que  dans  la  première  question  du  problème  722. 

724.  Le  côté  de  la  hase  d*une  pyramide  régulière  à  hase  carrée 
est  a;  la  hauteur  de  la  pyramide  est  h.  Calculer  la  tangente  de 
VangU  formé  par  deux  faces  latérales  adjacentes,  (Sorbonne, 
21.juillel  1876,  6  juillet  1878.)  • 

Du  point  I,  si  l'on  abaisse  sur  SC  la  per- 
pendiculaire IM  et  qu'on  joigne  MA  et  MB, 
l'angle   AMB  =  aj    est  l'angle  cherché. 

Le  triangle  rectangle  Al  M  donne 
t«  =»  -  Aï 


Or 


AI=<'1^ 
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<ie  plus,  rexprestton  de  la  surftoe  da  triangle  SIC  donne 
lMxSC  =  SIxIC 

d-où  lM^SLxll^^.^^^1^ 

donc  tg^= ^ 

2tg|- 
Cetle  valeur,  sabstituée  dans    tga>c= --,    donne 

tgaî  = 

I      Henurtfae.  Si  Ton  Toulait  rendre  cette  formule  logarithmique,  en 
écrirait 


a» 


tgo.— ^vA+ 


"4M' 


et  l'on  poserait  -^p-  =  tg«  ç 

ce  qui  donnerait    tga?==— •^•iH-tg»y==»— ^^^^ 

725.  l/n«  p^framide  régulière  a  pour  boêc  un  htxagane  régulier  de 
côté  a;  ses  arêtes  laUraU$  êont  égales  au  côté  du  triangle  équilcUéral 
inscrit  dans  le  même  cercle  que  la  base.  Calculer  la  tamgenle  de 
l'angle  d'une  face  avec  la  base. 

Soit  SAB  Tune  des  faces  de  la  pyramide,  et  m 
rangle  cherché  SIO. 

On  a  t«a?=-^ 

or        S0  =  VSÂ*  — ÔA*=/3aî  — a»=av/2 

donc  tgx=-n^v^ 

(aî«.58»31'4",23) 

726.  La  kauiêur  d'une  pyramide  hexagonaU  régulière  est  égale  au 
eâlé  s  de  la  base.  Calculer  U  cosinus  de  l'angle  de  deux  faces  laté* 
raies  adjacentes.  (Sorhonne,  22  juillet  1879.)  Même  question,  la  hau^ 
leur  ilont  h.  (Sorbonae^  13  juillet  1881.) 

(Voir  n»  548.) 
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727.  Un  prisme  droit  a  potir  b€ue  un  carré  ABGD  de  eôié  a;  jmr 
le  iommei  A  on  mène,  domê  le  plan  de  la  ba$e,  une  perpendk»- 
laire  AM  à  la  diagoncûe  AC.  et  par  la  droite  AM  on  fait  paMêermn 
plan  qui  rencontre  toutes  les  faces  latérales  du  prisme.  CaieAr 
l'angle  x  que  doit  faire  ce  plan  sécant  avec  le  plan  de  ta  baee,  psmr 
qtte  la  partie  du  prisme  comprise  entre  ces  deux  plans  ait  un  votmtm 
donné  V.  (Bacc.,  Dijon ,  juillet  1875.) 

(Voir  ri*  549.) 

728.  Un  rectangle  ABCD  dont  Us  dimensions  sont  AB=a  et 
BC  =  b  tourne  autour  d'une  droite  XY  menée  extérieuresnetU  par 
le  sommet  A  et  située  dans  le  pian  de  la  figure.  Déterminer  t^angie  s 
que  doit  faire  le  côté  AB  avec  XY  pour  que  le  volume  engendré  eài 
une  valeur  donnée  V.  (Bacc,  Dijoo,  avril  1881.) 

(Voirn^îWO.) 

729.  On  donne  une  eireonfêrence  et  un  diamètre  AB=2R;  mener 
par  le  point  A  une  corde  AC  telle  que  si  la  figure  tourne  autour 
de  AB ,  la  sone  engendrée  par  l'are  AC  soit  à  la  surface  latértUe  du 

cane  engendré  par  la  corde  AC  dans  un  rapport  donné  — .  (Sor- 
bonne,  12  mai  1869.) 
(Voir  n*  553.) 

730.  Les  données  étant  les  mêmes  que  dans  le  problème  précédent, 
déterminer  AC  par  la  condition  que  la  surface  latérale  du  cane  en- 
gendré par  cette  corde  égale  la  sone  engendrée  par  l'are  BC  (  Paris, 
certificat  d*études  de  rEnseignement  spécial,  7  août  1884.) 

(Voir  no  554.) 

731.  Dans  un  demi^cercle  de  rayon  R,  on  mène  deux  eordes  BA 
et  BG  aiuc  extrémités  du  diamètre  AC ,  et  l'on  fait  tourner  ta  figun 
autour  de  ce  diamètre.  Calculer  l'angle  a  que  la  corde  AB  doit  fairt 
avec  le  diamètre  pour  que  :  1*  le  volume  engendré  par  le  segment 

9 
AMB  soit  les  -jg-  de  la  sphère  engendrée  parle  demi^cerele;  2*  U 

volume  engendré  par  le  segment  AMB  égale  9  fois  le  volume  en- 
gendré par  BNC.    (Sorbonne,  16  juillet  1874  et  1879.) 
(Voir  n-  555.) 

732.  Une  droite  MN  est  perpendiculaire,  au  point  M,  à  un  plan  P; 
d'un  point  A  de  ce  plan,  d'où  la  perpendiculaire  est  vue  sous  un 
angle  a,  on  mène  une  droite  AB  =  a  dans  le  plan  P  et  faisant  avec 
AM  un  angle  9  ;  la  perpendictUaire  MN  est  alors  vue  du  point  B 
sous  un  angle  p.  Cela  posé,  on  demande  de  cctlculer  la  longueur  dé 
MN  en  fonction  des  données  a,  p,  9  et  a.  Indiquer  le  moyen  de 
choisir  entre  les  deux  solutions  que  l'on  trouve,    (Saint-Cyr,  1874.) 

(Voir  n*  556.) 
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Détenamatîon  de  fiwfaoei  et  de  Toluinet. 

733.  Exprimer  le  volume  d'un  parallélépipède  oblique  en  fondiom 
de  Iroiê  arêtes  concouranU'8  ù^  h,  c  et  des  angles  a,  ^,  y  qu'elles 
font  entre  elles, 

(Voir  n- 380.) 

734.  Exprimer  le  volume  du  tétraèdre  dans  lequel  les  arêtes  op- 
posées sont  égales  deux  à  deux,  ces  arêtes  étant  données, 

(Voir  !!•  381 ,  3\) 

735.  Exprimer  le  volume  d'un  tétraèdre  quelconque  en  fonction 
de  trois  arêtes  concourantes  et  du  sinus  du  trièdre  qu'elles  forment, 
ou  en  fonction  de  deux  faces,  de  l'arête  commune  et  du  dièdre  compris, 

(Voir  n-  391  et  392.) 

735  bis.  Sur  V arête  d'un  dièdre  d'angle  plan  égal  à  a,  on  prend 
une  longueur  AA'=a,  et  aux  points  A  et  A'  on  élève,  dans  chaque 
face,  une  perpendiculaire  à  l'arête  AB=sb,  A'C'  =  c;  puis  on  joint 
BC'=d.  Démontrer  !•  que  l'on  a 

rf«  =  a*  +  6*  +  c*  —  2l>c  cos  a 

et  2*  que  le  volume  du  tétraèdre  ABA'C  est  exprimé  par 

V  =  -^  abcaîtkx 

(Bacc.,  Dijon,  novembre  1885.) 

Pour  démontrer  directement  ces  deux  formules,  on  peut  se  servir 
de  la  figure  employée  en  Géométrie  pour  établir  que 
tout  prisme  triangulaire  est  décomposable  en  trois  py- 
ramides équivalentes  {Qéom,,  n*  469).  Soit  un  prisme 
droit  ABCA'B'C^  en  menant  les  plans  ABC'etBA'CS 
on  obtient  trois  pyramides  équivalentes,  et  le  tétraèdre 
considéré  est  représenté  par  celle  de  ces  pyramides  qui 
n'a  pas  pour  base  Tune  des  bases  du  prisme. 

Cela  posé,  on  a 

!•  Dans  le  triangle  rectangle  BB'C  '--t* 

di=B^'»  +  a« 
et  dans  le  triangle  A'B'G' 

B^* =M  +  c«  —  26c  cos  a 
donc  rf«  =  a'  +  6«  +  c«— 26ccosa 

2o  Chacune  des  trois  pyramides  a  pour  volume  le  tiers  du  volume 
du  prisme, 
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risme  égs 
-  6eiBiD  a 


Or  la  surface  de  la  base  du  prisme  égale 
l 


8MI  Tolum»  est  donc  -triAc^x^a.^ 

par  suite,  le  volume  du  tétraèdre  est 

736.  S^i  ABC  tin  iTiàngU  dont  on  donne  la  betse  BC=>»a  d  la 
hauteur  corrmpondanie  h.  Du  êommet  A,  on  mène  à  cette  iututemt, 
mai»  dans  Vespace,  une  perpendiculaire  quelconque  sur  laquelle  am 
prend  deux  points  à  volonté  E  et  F,  Sachant  que  la  droite  EF=d 
fait  un  angle  a.  avec  le  plan  du  triangle,  on  demande  le  volume  d» 
Utraèdre  BCEF.    (Bacc,  Dijon,  juillet  1880.) 

(Voir  n*  557.) 

737.  Calculer  le  volume  d'un  cône  de  révolution  ayant  pour  base 
un  cercle  de  1~  de  rayon,  sachant  que  la  génératrice  fait  avec  la 
base  un  angle  à  =  27»  17'. 

Le  yolume  étant  donné  par  la  forinuH  V  =  -7  icR'A,  (Uns  laquelle 

R  =  l  et  /i  =  tga,  on  a 

V=liclga 

r3=r,5228788 

log  «=0^497 149  9 

logtggg:1,7i24562 

r,7324849 
Va.O-,540113 

739.  La  génératrice  d'un  eâne.de  révolution  a  2"», 40  ;  elle  fait  avec 
Vaxe  un  angle  a  »  22*.  Quel  est  le  volume  de  ce  cône  9 

On  a  la  formule 

V  =  i«RVi;    or    R=2,408ini»    e^    A=2,40cosa 

donc-  V=i-ir.2^.sin«acosa 

173=1,5228788 

logiï= 0,497 149,9 

31og2,40  =  M406336 

2logeiéa  =  l,147l50g 

)ogcosa=?r,9071d59 


0,2749790 
V  =  l»e,883558 
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730.  CethuUr  le  volume  engendré  par  un  geeêeur  oirctUaire  AOB 
umanl  autour  d'un  rayon  0A=3»,  sachant  que  Voi^^  au  centre 
=  23* 37.    (Sorbonne,  !•'  août  1862.) 

Vol.  =  |iiR«xAC 

or    AC=R— R60ft«»R(l^c«8a)s2R8iQ>-|.a 

donc  V=-|iiR»aMi>Ya 

log4=:0,60206 
logiç=0,497i409 
3  logR  =  1,431 3639 

21og8ia-|  «=2,6219744 

173=1,5228787 


0,6754269 
V  =  4«',736163 


740.  Calculer  Vangle  au  oe»<re  d'un  secteur  circulaire  AOB,  «a- 
chant  que  le  volume  du  seoi^ur  sphérique  engendré  par  la  révolu- 
tion de  ce  secteur  circulaire  toiuma^  autour  du  rayon  OA  est  4- 

du  volume  entier  de  la  sphère.  (Sorboime,  8  avril  1863,  11  avril 
1862,  11  novembre  1864.) 

Soit  a  Tangie  cherché,  et  h  la  hauteur  AC. 
V  =  |«RNi 
or  /i  =  R  — Rco8a  =  R(l  — co8a) 

mai8  1  — cosa  =  2Bin«^a 

1  A 

D'ailleurs  ^  du  volume  de  la  sphère  éUnl  ^  %B^  on  « 

sin^a-l 

On  peut  écrire  également 

2  \ 

1— C08a  =  -j;      d*où      coBa  =  -j 

a  =  TD-3r43",57 

741.  Quel  est  le  vohtmf  engendré  par  i^n  iriangle  ABC  loumani 

Digitized  by  LjOOglC 


JL 


90ê  BXIHaCBS  BT  PROBLiMBS  DB  TRIGONOMiTBIB 

autour   de   AB,   éiant   donnée    a  =  248>-,S078,    br«549B87S5  â 
c=4îî6-,9234? 

Vol=^AgorfBG 

Or   A  =  c8inB;  8urfBC  =  s.CD.a=«aSsBB 

doDC  V=^icaSe8inB 

Ma»  8inB=:28in^Bco«^B 

et  à  cause  de 

giniB=Y/I^^^^E£E     et    cob^B=:^II^ÈI 
donc         .        "'»^  =  l|-/PlP— «HP-ftKp-cj      (Voir  n«  276) 
etparsaite  V  =  -^p(p— a)(p-.6)(p-c) 

2p=12o5,3637,     p  =  627.68185,      p-a  =  379,m05 

p  — 6=77,80937,      p  — c  =  170,7S845 

log  4  =  0,6020800 

logit= 0,497  i499 

Iogp=:  2,797  7396 

Iog(p  — a) =2,578  7699 

log(p  — 6)  =  1,8910318 

log(p  —  c}  =  2,232  3823 

0  =  1,5228787 

Lc=3,3401565 


7,3621687 
V  =  23023360»« 

742.  Calculer  le  volume  engendré  par  un  triangle  équilatéral  de 
7»,35  de  calé,  tournant  autour  d'une  droiU  paseant  par  êon  eommet 
et  faisant  avec  un  côté  un  angle  de  18«.  (Sorbonne.  22  juillet  18S9 
et  28  juillet  1864.)  »       j     -o*  i<»» 

Soit  a  le  côté  du  triangle  équilatéral. 

Le  volume  cherché    V  =  surf  BCX  i  AD 

•^B      or    8urfBC=BCX2iiDH,    DH=AD8iii48» 

<>     

donc  V  =  ^icAD*Xatin48* 

00  V=^icX^Xa8in48*=^itti»8io48» 
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Cette  formule  peut  également  s'obtenir  en  appliquant  le  théorème 

de   GULDIN. 

Iogic= 0,497 1499 

310g  a  =  2,596  8619 

Iog8in48«=r,8710735 

r2  =  T,6989700 

2,666053 
V  =  463«>«,506 

743.  Une  iphère  est  introduite  dans  un  cône  renversé  dont  l'angle 
au  sommet  2a  est  donné.  Calculer  le  rapport  du  volume  compris 
entre  la  surface  inférieure  de  la  spiUre  et  le  sommet  du  cône,  au 
volume  de  la  sphère  entière.  Application  a  =  60« 
et  a =30®.  (Sorbonne,  3  novembre  1863.) 

Soit  B  le  rayon  de  la  sphère.  On  a  Tangle  \  ^      o      \/ 

ASO  =  OAC  =  (x  V^ 

Le  Tolume  compris  entre  la  sphère  et  le  cône  est 
U  différence  du  volume  engendré  par  le  triangle 
OAS  tournant  autour  de  OS  et  du  volume  du  sec- 
teur spbérique  OAB. 

VolOAS-A.RXsurfAS  =  ^«RxACxAS 

es^irR'co8*acolga 

_  wR«çoeîa 
Ssina 

VolOAB  =  |nRVR-OC)  =  -|icR»(l-8in(x) 
Le  yolume  de  la  sphère  est  -j^^'*  ^^^^  ^^  rapport  cherché  est,  en 

divisant  les  deux  termes  par  -^  icR*, 

cos»tt  — 2sina(l — sing)  _  (i  —  sing)» 
4  sing  Tsin  g 

qa*on  peut  encore  écrire  en  rendant  1  —sing  logarithmique 

sin«  (45-  - 1)  co8«  (45*  +  |-) 


Pour     g =60»,    sing=Xf,    ce  qui  donne    -^ — ^^ 
_2  8v/3 

ou  I^^^pîl  «0,00618 

Pour     «=30»,    singa-i-,    ce  qui  donne    |-    ou    0,125. 
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744.  On  donne  la  •wtfckce  S  d'wn  paralUlogramnu  et  Us  voluwu»  V 
et  V  qu*il  engendre  en  tournant  successivement  autour  de  ses  cétéê>. 
On  demande  de  ccUctUer  Us  côtés  de  ce  parallélogramme  et  de  déter- 
miner les  limites  de  S  pour  ^ue  le  prolflème  soit  possible  quand  an 
donne  V  et  V.  (SorboniM,  24  juillet  1884.) 

(Voir  n*  558.) 

745.  On  a  un  triangle  reeéemgle  isocèle  BAC  de  calé  a  ;  par  le  som- 
met C  d'un  angle  aigu,  on  mène  une  droite  CD  formant  avec  AC 
un  angle  a.  Calculer ,  en  fonction  de  Si  et  de  a,  le  volume  engendré 
par  Où  triasigle  taiwmanl  autour  de  CD.  (B«c<l«  Nâooy,  26  juiltot  iSSUL) 

(Voir  n«  55».) 

746.  Dans  un  triangle  rectangle,  on  connaît  les  deux  côtés  h  et  c 
de  l'angle  droit  et  l'angle  a,  que  forme  le  côté  b  avec  un  axe  Ax  mené 
par  le  sommet  de  l'angle  droit.  Calculer  le  volume  engendré  par  te 
Iriangle  tournant  autour  de  l'axe,  (Baco.,  LyoD,  nevenbre  1S79.> 

(Voir  !!•  560.) 

747.  Dans  un  triangle,  on  connaît  deux  côtés  et  f angle  compris; 
trouver  l'expression  du  volume  engendré  par  ce  triangle  tournant 
atUour  d'un  des  côtés  donnés.  (Bacc.,  Poitiers,  1879.) 

(Voir  n»  561.) 

747  bis.  On  donne  dans  un  triangle  les  côtés  h  et  c  et  l'angle  corn- 
pris  A;  on  demande  :  i*  la  dislance  du  centre  de  gravité  au  côté  a  ; 
2*  le  volume  engendré  par  ce  triangle  quand  on  le  fait  tourner  autour 
de  ce  même  côté  a.  (Bacc.,  Lyon,  23  avril  1884.) 

1*  Soit  X  la  distance  cherchée;  elle  égale  le  tiers  de  la  hauteur  h. 

Or  on  a  a  = 

a 

«t  a*  =  6«+c«— 26«cosA 

donc  0)=  ^^'^''^^ 


3v/6*  4-c«--26c  cos  A 
Pour  rendre  cette  expressiea  logarithBaique,  remplaçons  d'abord  cos  A 
k-^A;    il  vient 
6csinA  6«sinA 


3y/(6-c)t  +  46csin«|A       3(6-0)0 +  (|gi 
«t  si  l'on  posa  ~S^:êE  ^^"^  tt  A  = 


on  a  x= .         ^:-  =  -gTt rsinAcos© 


6c8inA  _       hû 

3(6^ 
(Voir  no  113.) 
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2*  Le  volume  engendré  par  la  révolniion  du  triangle  eet,  d*après  le 
théorème  de  Guldin, 

en  remplaçant  x  par  la  valeur  obtenue  et  S  par  -tocsin A,  il  vient 

748.  Dans  un  triangle  ABC,  Vangte  A  =  30o  ellcB  côtés  adjacents 
ont  1".  Calculer  !•  ia  surface  engendrée  par  le  côté  opposé  à  V angle  A 
quand  ce  triangle  tourne  autour  d'une  perpendiculaire  à  Vun  des 
côtés  égaux  menée  par  le  sommet  A ,  c(  2*  te  volume  engendré  par  ce 
triangle.  .{BnoCf  Toulouse,  1879.) 

(Vogrno562.) 

748  bis.  Etant  donnés  dans  un  triangle  le  côté  c  et  les  deux  angles 
adjacents  \  et  B,  si  Von  fait  tourner  Ifi  triangle  autour  du  côté  c, 
calculer 'i*  ta  somme  des  surfaces  engendrées  par  les  côtés  a  e^  b ,  2*  2e 
volume  ei^sndré  par  le  triangle*  Si  Tôt»  donne  c  et  la  somme  des 
angles  A  e^  B,  poi^  quelles  valeurs  de  ces  angles  le  volume  précédent 
serait-il  maximum?  (Bacc,  Toulouse,  H  juillet  1884.) 

!•  On  a  S  =  n/i(a  +  6) 

a  b  c 


or 


sioA       smB       8iiHA4-b) 


^v.N  ^  csinA  .    L—      csinB 

^^^  ^°8iD(A  +  B)     ^'    ^=sin(A  +  6) 

d'ailleurs  ^^csinAsinB 


8lU(A  +  b) 


.  ^^  c      7cc«sinA8inB(pinA  +  8inB) 

donc  o  = '—m-j-i—r,  -TT\ 

8in*(A4-  B) 

20  On  a  V-3'^*'   8fn»(A  +  B) 

Lorsque  la  somme  A  +  B  est  constante,  le  maximum  du  volume  ne 
dépend  que  du  produit  sin  AsinB;  ce  maximum  a  lieu  pour  A=B, 
et  alors  le  triangle  est  isocèle. 

74t»  Dans  un  demi^oercle  de  rayon  H ,  om  connaît  les  angles  a  e^  ^ 
que  font  deux  rayons  OA  et  OB  avec  le  diamètre.  Calculer  le  volume 
engemdté  par  le  segmant  AldB  quand  la  figure  tourne  autour  du 
diamètre.  (Bacc.,  Lyon,  novembre  1879.) 

(Voir  n*  563.) 

750.  Dans  une  sphère  de  rt^fcn  donné  R ,  on  mène  un  plan  sé- 
cant, et  sur  ta  section  on  construit  un  sône  circonscrit  et  un  atUre 
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cvyanl  pour  sommet  U  centre  de  la  êphère.  Quelle  doit  être  la  ditUma 
de  ce  plan  au  centre  pour  que  la  somme  des  volumeê  cU»  dmx 
cènes  égale  m  fois  le  volume  de  ta  sphèref  (SorboDoe,  17  juillet  18824 

(Voir  n*  564.) 

751.  Sur  le  prolongement  d*un  diamètre  BOC  d'un  eerde,  im 
prend  un  point  S  par  lequel  on  mène  une  tangente  SA  ;  on  abaisse 
du  point  de  contac4  A  une  perpendiculaire  AP  sur  le  dicunitre,  d 
l'on  joint  AO.  Quelle  valeur  faut-il  donner  à  Sangle  A03=x  pwr 
qu'en  faisant  tourner  (a  figure  autour  du  diamètre,  la  surface  laté- 
rale du  cône  engendré  par  SAP  soit  à  celle  de  la  sone  engendra 

par  AC  dans  le  rapport  -^?   (Saint-Cyr,  1864;  Bacc,  Poilien. 
15  aTril  1885;  Sorbonne,  30  novembre  1885.) 
Soit  R  le  rayon. 

SA  =  Rlgx 

CP  =  R(1— C08X),     APssRsÎQX 

Or  la  surface  dn  c6ne=icR*ainâDtgx 
surface  de  la  zone = 2icR*  (  1  —  cos  xj 


donc 


sinjptga5___  m_ 
]i(1  — cosx)       n 


ou 


ou 


ou  enfin 


sin^x              m 

4siD«lxoosx~  ** 

48in'Y^<^s*'^® 

m 

4sin«lx(co8«-ix-sin«^x)  ' 

n 

1               m 

d'où 
Condition  de  possibilité    m'^n 


7S2.  Les  données  étant  les  mimês  que  dans  le  problème  préeédmU, 
déterminer  l'angle  x  par  la  condition  que  le  volume  engenÎM  par  te 
secteur  AOG  soit  au  volume  engendré  par  le  triangle  A03  dans  U 

rappoH  ^, 

Le  Tolume  engendré  par  le  secteur  AOC  est  égal  à 
2 


J 


icR«.CP 
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I    et  comme  CPaR(1— coso?) 

t     ce  Tolume  est  -j«R'(i  — cosa?) 

Le  Yolume  engendré  par  le  triangle  AOS  est  égal  à 
1  «ÂP* .  OS  =  i  icRJ  sin»» .  OS 

et  comme  0S= 


coso; 
ce  volume  est  1  icR»  4J^ 

O  C08X 

L'équation  du  problème  est  donc 

2(1— ces gg)  _  m 
Bin^  X  —  n 
coso; 

2008  0?  — 2C0B*X 


c'est-à-dire  2 , =  — 

d'où  (2n— m}  008*07— 2n  008  0;  + m  a 


d'où  cosaî=  n±v/n«--m(2n-m;  ^jri,±(n 


■  m) 


2n  — tii  2ri  —  m 

La  première  raoine  1  correspond  à  00s 07  =  0;  alors  les  volumes 
sont  nuls,  cette  racine  est  à  rejeter. 

La  seconde  racine  est  cosog=s ..  ^ — ;  il  faut  que  sa  valeur  soit 

inférieure  à  1 ,  c'esl-à-dire  que  Ton  ait 

m<2n — m    ou    m^n 

le  problème  est  donc  toujours  possible  quand  le  rapport  donné  est 
une  fraction. 

762  bii.  On  veut  in$er%re,  dans  une  sphère  de  rayon  donné  R ,  un 
eâne  circulaire  droU,  tel  que  la  surface  latérale  de  ce  cane  soit  équi- 
valente à  celle  de  la  calotte  sphérique  de  même  base  que  ce  cône:  quel 
sera  l'angle  au  sommet f  (Bacc.,  Lyon,  90  juillet  1885.) 

Cette  question  n*est  qu'un  autre  énoncé  du  problème  730. 

(Voir  n»  554.) 

763.  On  donne  ^hypoténuse  a  d'un  triangle  rectangle  et  l'angle 
aigu  B ,  et  l'on  suppose  que  ce  triangle  tourne  autour  de  l'hypoté- 
nuse. On  demande  de  cakuler  en  fonction  de  Si  et  de  B:  if*  la  somme 
des  surfaces  engendrées  par  les  côtés  h  et  c;  2*  le  volume  engendré 
par  le  triangle  ABC  ;  3*  le  maximum  de  ce  volume  quand  B  varie. 
(Sorbonne,  16  juillet  1880;  Toulouse,  11  juillet  1884.) 
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Soit  h  la  hauteur  relative  an  côté  a. 
1*  On  a  pour  la  surface  demandée 

S  =  %h{b  +  c) 
or  h=csiùB,    c  =  acosB    et    frsasinB 

donc  S=ica>8inBco6B(6inB  +  oo8B) 

qu*on  peut  rendre  logarithmique  en  remarquant  que 

sinB  +  co8B  =  8inB  +  wn(90-  — B)  =  v^co8(B  — 4Î5») 

donc  ^  ==  "5^  '^«^  V  2  sin  2B  cos  (  B  —  45»  ) 

j  JÊ 

50  Le  volume  est  V=  4  w/i'a  =  4^  ua'  sin*  B  cos*  B 

ou  Vsa-A-ira*' — ^^ 

30  Le  maximum  de  ce  volume  a  lieu  pour  la  plus  grande  vijaar 
de  8in'2B,   c*e8t-à-dire  pour 

2B  =  90-,    d'où    B  =  45o 
on  a  alors  V=«-ir-^ 

et  le  triangle  est  isocèle. 


754.  On  donne  les  longiteurs  a,  b,  c  cfes  trois  cô^èe  d'un  triangU, 
On  démande  de  déterminer  sur  le  côté  AG  un  point  M  de  mofnière 
que  le  volume  engendré  par  le  triangle  AMB  UmmatU  autour  de  AB 
soit  équivalent  au  volume  engendré  par  le  triangle  BMC  tournant 
autour  de  BC.  On  calculera  AM  =  x  en  fonction  cfe  a^  b,  c.  (Sor* 
bonne,  30  avril  1885.) 

Abaissons  du  point  M  des  perpendioalalMs 
sur  les  côtés  a  et  c. 

Le  voUuRQe  enge&dffé  par  AMB  Ummaitt 
autour  de  AB  est 

luMH^.AB 

Celui  de  BMC  tournant  avlDurde  BC  est 

^iiML*.BC 

Mais  MH=:a}8inA    et    ML  =  (6— j»)mBC 

et  à  cause  de  sis  C=3 -^  sin  A 

a 


ML=  ^"--^^".sinA 
a 


__  (6  —  x)c 
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Donc  réquatioQ  dû  problème  est 

ca?i8in«A=  ^(^~^^^*  sin^A     ou     ax«=:c(6  — a;)« 

ou  {a  —  c)3e^  +  2bcx^b^c:=0 

Discussion,  Pour  qu^nne  valeur  de  x  soil  acceptable ,  il  faut  qu*elle 

eoit  réelle,  positive  et  plus  petite  que  6. 

La  condition  de  réalité    6«c«-f  6«c(a— c)>0    ou    ac6*>0    est 

6^ 
toujours  satisfaite.  Le  produit  des  racines  est  —-^ — ;   si  donc  on 

a  a';>c,  les  deux  racines  sont  de  signés  contraires;  la  racine  positive 
est  acceptable  si  elle  est  plus  petite  que  6.  Or  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  6  Â  la  place  de  x  est  a6>>0;  dono  6  est  extérieur  aux  ra- 
cii^s.  Gomme  pn  a  6  plqs  grand  que  la  racine  négative,  b  est  plus 
grand  que  les  d^ux  racines. 

Si  l'oB  a    a<Cc,    leè  deux  racines  sont  de  même  signe;  leur 

26c 
somme  — — —  est  positive,  donc  elles  sont  positives.  L9  substitution 

de  6  à  01  donne  un  résultat  négatif,  dono  b  est  compris  entre  les 
raolnaa;  par  saile<  la  plus  petite  est  seule  acceptable. 
On  a  donc  toujours  une  «olutiea  et  une  seule 

765.  Trouver  traire  'd'uiie  lone,  connaissant  te  tayon  R  de  la 
sphère,  V angle  a  des  rayons  menés  atuo  extrémités  de  Varc  gêné- 
râleur  de  la  sone  et  l'angle  ^  que  forme  J^un  de  ses  rayons  at)ee  Vaxe, 
Trouver  le  volume  du  secteur  sphArique  engendré  par  MON,  (Sor- 
bonne,  4  août  1857.) 

S  =  2,iR/i 

Or  h=z()n-^Om 

déplus  On=Rcosp  X\ 

et  Om  =  Rco8(aH-p)  /     \ 

donc         S  =  2iiRî[cosp  — cos((x  +  p)]  i^^^,-^^^. 

ou  S  =  4TcR«sin-^-a8in(p  +  ~a^ 

Sî  i»    p=0»    et    a<  90«»,    S  =  2iiR«(1  —  C08a)  =  4iiR«sin«^a 

2*  a=  90»,    S  =  27iR« 

3»    p=0*    et    a  =  180<»,    S  =  47iR« 

Le  volume  du  secteur  spbérique    V  =  -g^  nR^  [cos  p  —  cos  (a  +  p)] 
ou  ^  ~  T  '^^^^^  -j"  ***■*  (P  ■*■  T  *) 
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Application.    R=489-.    a  =  58- 19*43"    et    p=19»4r 
Iog4=0,6020a00 
log«=0,4971499 
2logR  =  5,37d6178 

logsiii^a=r,6878105 

log8m(p  +  4«)  =  *»^^^ 
6,0430728 
3  =  1104  264-« 

T56.  Dam^un  c«rcte  de  rayon  R  on  donne  un  pninl  P  sur  k  & 
mitre  AB,  et  Von  demande  de  mener  par  ce  point  tme  droU»  ?. 
telle  que  si  la  figure  tourne  autour  de  AB  let  deux  parties  du  dm- 
cercle  ACB  engendrent  dee  volumee  équivalenU,  (  Saint -Cyr,  1889.) 

Soit         OP=d    et    COB=» 
Le  Yolume  engendré  par  PCB  se  coop» 
d*un  côoe  et  d'un  segment  à  une  baae,  Ho 
volume  doit  égaler  ^ui  de  la  moitié  de  l: 
sphère.  Donc 

|,rR'  =  |«CD«xPD  +  licCD«xBD  +  ^«BD» 

Or    CD  =  R8inaî,    BD» R(l -cosx)    et    PD+BD=d  +  R 

donc 
4R=32sin«aî(d  +  Rco8a5)+3Rsîn«aî(l  — co8«)4-R(l— cosx)^ 

En  efTectuant ,  il  vient     d  sin*  a? = 2R  cos  a? 

qu*on  peut  écrire 

<i(l-«cos*aî)=2Rcosaî    ou    rf cos* as  +  2R cos x — <f=0 

—  Rd=v/h«T^ 
d'où  cos  X  = ^r 

Si  Ton  suppose  le  point  P  en  A,  celte  valeur  se  réduit  à 
cosx  =  V^2  — 1 
et  s'il  est  en  0,  il  vient  cosx=0 

757.  Dan$  le  problème  précédent,  «i  le  point  P  est  en  A ^  eousqwi 
angle  faut -il  mener  la  droite  AC  pour  que  la  figure  tournant  ûa- 

tour  de  KB,  le  volume  engendré  par  ACB  soit  ~  de  la  ephère en- 
gendrée par  le  demi- cercle?  (Sorbonne,  14  juillet  1877.) 

H  faut  écrire  que  le  volume  du  cône  augmenté  de  celui  du  sè- 
ment égale  —  du  volume  de  la  sphère. 
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Or 


Donc 


CD  =  AC  8in  X  =  2R  sio  x  C08  X 
AD  =  ACco8X=2Rcos«x 
BD=2U— AD  =  2R8in«x 


4R«8in*xcos«x.2co8«x4-4R*8in*x(3R  — 2R8m«x)  =  — R* 


ou 


28in«xco8*x  +  38in*x— 28in«x  = 


H 

oa  28in«x(co8*x  — 8in*x)+38in*x=  — 

c'est-à-dire 


11 


ou 


ou 


8iû*x[2(co8«x  +  8in«x)(co8«x  — 8in«x)  +  38În^x]«- 
8in*  X  (2  co8«  X  +  sin*  «)  =  — 

4 

sin'x  (1  +  COB*  as)  =  — 


ou 

ou  enfin 

d'où 


8in*x(2  — 8in«x)  =  — 
8in*  X — 2  8in«  x  +  ~  =  0 


in«x  =  l±Y/i-.^ 


8inS 


La  valeur  supérieure  â  1  est  à  rejeter;  donc 


ain  x= y  1  —  y  ^V~ 
Le  problème  eat  toujours  possible;  il  n'admet  qu'une  solution. 

758.  La  hauteur  SA  d'un  point  S  au-desêus  d'un  plan  hori- 
zontal ABC  est  de  427«,854.  Les  droUes  î5B  et  SC  font,  avec  la  ver- 
ticale  SA,  des  angles  égaux  dont  la  valeur  commune  est  55' 18' 27". 
Ces  mêmes  droites  font  entre  elles  un  angle  BSC  de  28o44'33".  Cela 
posé,  on  demande  de  calculer  : 

1*  Les  arêtes  AB,  SC  et  BG  de  la  pyramide  SABC  ; 

2:^  L'angle  BAC; 

3»  Le  volume  de  la  pyramide  SABC.  (Saint- 
Cyr,1866.)  *i 

Soit  SA  =  /i  =  427,854 

ASB  =  ASC  =  a»55M8'2r 
BSC  =  p = 28*  44'  35"  BAC  =  y 

AB  =  /,tga  SC  =  SB=:^ 
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Iogyi=2,6312956 
logtga=0,1597438 


2,7910394 
AB=:618-,072 

BC  =  2SC8ini  ^ 

Iog2=0,30t03 
logSG=2,87e0522 

log8in^^  =  r,d948168 


log;i  =  2.631 2956 
Lc08a=0,2M7S66 


2,8760522 
SC  =  751-,7I3 


«a^,=  BC 


2,5718990 
BC=373-,163 


2AB 

logBC  =  2,571 8990 
E2=r,e9897 

LAB  =  3,2089606 


1,4793296 

^Y  =  17«34'13^,3 

T  =  BAC  =  35»8'26^,6 

Calèul  du  volume  V=^  h .  ÂB»  sin  r 

,  L6«  1,221 848  7 

]ogyi= 2,631  2956 

21ogAB=5,5820788 

log8mT=Tj601î06 


1 


7,1953337 
=  15679  550-« 


759.  Étant  donne  le  demi-eercts  BGA  dont  le  rayon  vcnUt>Mh,W, 
on  tire  le  rayon  OC,  faisant  avec  OA  un  angle  a  =  23*17'14",3.  àm 
'  pomt  G  on  mène  la  iangente  €M  cercle,  qui  coupe  au'jvotfU  D  k 
■  prolongement  de  OAt  et  l'on  demande  de  calculer  : 

!•  Le  volume  engendré  par  le  triangle  rectangle  OCD  tournant 
autour  de  l'hypotémae  OD  ; 

2*  La  valeur  qu'il  faudrait  attribuer  à  l'angle  a ,  pour  que  U 
volume  engendré  par  le  triangle  OGD  fût  double  de  Celui  qu'en- 
gendre  le  secteur  circulaire  OCA.  (  Saint- Cyr,  1867.) 

•i*  Soit  R  le  rayoQ,  V  le  volume. 


donc 


Or 


V= 


V  =  ^7tCE\0D 
CE  =  R8ina,    0D  =  -- 


yiirR'sioatga 
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0=  r,5228787 

logit=  0,4971499 

31ogR=:i1,4117510 

logBiaa=  1,5998964 

loglga=  r,6373471 


10,6690231 
V  =  46668420000»« 

2»  Le  volume  du  secteur  V'= -|  îrR« .  EA 

or  EA  =  R(l-co8a);    donc    V'=|.wR3(l  —  cosa) 

Écrivons  que  V  est  double  de  V;  il  vient 

sin  a  tg  a  =  4  (1 -^cosa) 
ou  1  — cos*a  =  4(l  — C08a)c08a 

équation  qui  se  décompose  en  deux  autres 

1  —  cos  a  =3  0    et    1  +  cos  a  =  4  cos  a 
La  première  donne    cos  a  =3!,      d'où    a=0 

La  deuxième  donne    cos  a  =  -5- ,    d'où    a  =  70»  32'  43",6 

760.  On  donne  une  demi -circonférence  de  rayon  R;  à  partir  de 
1^ extrémité  M  du  diamètre  MN,  on  prend  les  arcs  MA= a,  MB  s^b , 
on  joint  les  points  A  et  B  au  centre  0  et  l'on  fait  tourner  le  «ee- 
teur  AOB  autour  de  MN.  Calculer  la  surface  totale  du  secteur  sphé- 
rique  engendré,  et  rendre  l'expression  calcuUible  par  logarithmes. 
(Bpevet  de  l'Enseignement  spécial,  Nancy,  1878.) 

(Voir  n*  868.) 

§  3.  —  Questions  de  maximum. 

Problèmes  relatif ■   à  la  Géométrie  plane. 

761.  De  tous  les  triangles  qui  ont  même  base  el  même  angle  au 
sommet,  quel  est  celui  dont  la  surf  au  est  maximum  9 

La  surface  est  donnée  par  la  formule 

a_  1  ^ï  siqBsinC 
^=2^'       sinA 

Le  maximum  ne  dépend  que  du  produit  sin  B  sin  G  ;  mais 
B  H-  C  =  180» — A  =  valeur  constante 
donc  le  maximum  a  lieu  pour  B  sG,  c'est- à -dire  pour  le  triabgle 
isocèle, 
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762.  De  iota  les  IriangUê  ayant  même  surface  et  un  angle 
qttel  est  celui  dans  lequel  la  somme  des  carrés  des  côtés  qui 
prennent  l'angle  constant  est  minimumf 

La  formule  S  =  -^^  Ikî  sin  A 

montre  que  la  question  se  réduit  à  trouver  le  minimum  de  la  somoM 

des  carrés  de  deux  quantilés  6  et  c  ayant  un  produit  coostani  -^^r-. 

On  sait  que  ce  minimum  a  lieu  pour  b^c  {Algèbre,  n^  290),  c'est- 
à-dire  pour  le  triangle  isocèle, 

763.  De  tous  les  triangles  ayant  un  angle  constant  et  même  péri- 
mètre,  quel  est  celui  dans  lequel  la  somme  des  rayons  des  cercles  ear- 
inscrits  correspondant  aux  angles  variables  est  minimum  $ 

Soit  A  Tangle  constant. 

On  a  r"=ptgiB    et    r'"=ptg-^C 

donc       r"  +r'"  =  p (ig-i  B  +tg4 C)  = , ^ 

^     ^  ^    ^      sinlBsin|c 

Le  minimum  de  celte  fraction  répond  au  maximum  du  dénomina- 
teur, c*est-à-dire  au  maximum  d*un  produit  de  deux  factears  va- 
riables  dont  la  somme  est  constante.  Le  triangle  cherché  est  donc 
le  triangle  isocèle, 

764.  Dans  un  triangle,  le  périmètre  2p  et  l'angle  A  sonteonMtants; 
trouver  le  maximum  de  S,  celui  de  r  et  le  minimum  de  R, 


!•  La  formule        S=p*tg^Atg^Btgi  C 


montre  que  la  question  se  réduit  à  trouver  le  maximum  du  produit 
des  tangentes  de  deux  angles  dont  la  somme  est  constante.  Ce  maxi- 
mum a  lieu  quand  B  =  C,  ou  quand  le  triangle  est  isocèle. 

2*  La  surface  du  triangle  pouvant  être  exprimée  par  pr  et  par  la 
formule  précédente,  on  en  conclut 


r=ptgiAtg-^Btg^C 


et  le  raisonnement  précédent  montre  que  le  maximum  cherché  a  lieu 
pour  le  triangle  isocèle. 


3*  La  formule    R  = j ^g j- 
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>  APPUCATIONS  817 

>  peut  8*éerire 

'  R^  î> 

4  cos^-A.Bin^QO*— ^-  b)  sin  ^90*  —  1  c) 

le  minimum  de  celte  valeur  répond  au  maximum  du  dénominateur; 
i  c^est  comme  dans  les  cas  précédents,  pour  B=C  ou  pour  le  triangle 
isocèle, 

[       765.  Chercher  les  valeurs  maximum  el  minimum  du  rapport  -^ 

du  rayon  du  cercle  inscrit  au  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un 
tricmgle.  (École  polytechnique,  examens  oraux.) 

Les  deux  formules 

r=ptg^AtgiBlg-|c 


î  î  I 

4co8  4-Acos4Bco8yC 


r  111 

donnent  -tt-  »  4  sîn  -^  A  sin  ^  B  sin  4-  C 

Le  second  membre  est  un  produit  positif  que  Ton  peut  rendre  aussi 
petit  tiue  Ton  veut;  donc  il  a  pour  minimum  zéro. 

Sa  valeur  maximum  est  celle  du  produit  des  sinus  de  trois  angles 
dont  la  somme  est  constante  ;  elle  correspond  au  cas  où  les  angles 
sont  égaux,  c'est-à-dire  où  le  triangle  est  équilatéral.  Alors  ces 

angles  valent  60»  et  les  sinus  des  demi -angles  égalent  -n--  l^oi^c  le 

maximum  de  Jl  —  A  —  J 

H  ""  »  ~  2 

766.  Quel  est  Varc  de  cercle  pour  lequel  la  différenceenlre  la  corde 
et  sa  flèche  est  maximum  9 

Soit  2x  Tare  cherché. 

Sa  corde  égale  2sina;  et  sa  flèche  l—cosx;  donc  la  différence 

iii=2sinâ?  +  coso;  — 1 

expression  de  la  forme    a  sin  a?  +  6  cos  x  +  c.    11  sufflt  de  chercher  le 
maximum  de    2  sin  a;  +  cos  x. 

En  posant    tg  9  a  2 ,    on  a 

sinogsiny  4-co8a?cosy  cos  (9 — ap> 

cos  9  cos  9 

or   co8(9  — £6)    est  maximum  pour    9 — a;=0;    d*où    xzs^, 

Bamar^e.  —  On  peut  conclure  de  là  le  maximum  de  la  différence 
des  aires  qu*engendre  un  arc  variable  tournant  successivement  autour 
de  deux  diamètres,  Tun  parallèle  et  Tautre  perpendiculaire  à  sa  corde. 
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7i7.  Étant  donné  un  cerde  de  rayon  R  et  une  tangemêe  mmcmmk, 
quel  e»t  le  rectangle  de  eurfaee  maximum  formé  en  abai99(nU  d"» 
point  de  la  dreonférence  une  perpendicuUUre  eur  la  tangente  H  w 
autre  $ur  le  diamètre  de  point  du  eofUaet  f 

Les  dùnensioiis  da  rectangle  sont 

Rsina     et     R— "Rcoea 
donc  il  faut  chercher  le  maximam  de 

R*iina(l->coia) 

onde  2wn|-co8^.28m«|^  =  4sin'|^co8^  J 

Le  maximum  a  lieu  en  même  temps  que  celui  de    f^i^*  y}  ^^f' 
c'est-à-dire  pour  sin»  ^  =  ^  ^^*  f" 

d'où  tg*-ij=3 

ou  tg|=V^ 

768.  Trouver  le  rectangle  maximum  inêcrit  dan$  un  eeeUur  àr- 
cuiaire  de  rayon  R.  (Saint-Cyr;  bacc  Grenoble,  26  juilUt  1890.; 
SoU       AOI»tt     et     FOI«» 
A\  11  faut  chercher  le  maximum  de  GFxW, 

j^  Nw  ou  simplement  de    CFXFG. 

J\T~^\        P\  Or    FG=Rsin«,    et  à  cause  de 

^    •'  \  y^  ACF«=a,      8inOCF  =  8ina 

>--4 1^        .^^  p       RsiD(a~a;) 

^T  donc  GF-.         ^^ 

PP^^Fn—  R^MngsinÇg  — X) 
Par  suite  CFXtG— ^^^ 

Le  maximum  dépend  de  8inaj8in(a  — «),  produit  de  deux  sinus 
d'arcs  dont  la  somme  est  constante.  Donc  le  maximum  a  lieu  pour 

ac=a  — ac     ou      xsr-ç- 

le  point  F  doit  être  le  milieu  de  AI. 

Construciion  :  Mener  la  bissestriee  du  demi  -  angle  du  secteor, 
c'est  le  sommet  dw  rectangle. 

La  MHaoe 


^^  ^      :    i          \          2R*sin*-î  ^ 

Q      2Rtsliia»sin(«^ag) *__— Rtur^ 

S- ilï^  2sin|cos|  ""      ^^ 
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imêmmion*  On  peut  voîf  comment  varie  eelto  surfoce  avec  Tangle  a. 

Cet  aDgIe  ne  pouvant  être  plus  grand  que  90»,  ^  a  pour  limite  45o, 

etjSii  tangente,  dans  ce  cas,  égale  i  ;  alors  la  surface  égale  R*  et  la 
ba4§.4u  rectangle  est  R/2 .  Si  Ton  trace  dans  Tautre  demi-cercle  le 
rectangle  symétrique,  on  a  pour  le  rectangle  total  2R*;  c'est  un  carré. 
Donc  le  rectangle  de  plus  grande  surface  inscrit  dans  un  cercle  est  le 
carré. 

f  yoir.  ftc.  4e  Géométrie,  n«  364.) 

769.  Partager  un  angle  donné  a  inférieur  à  90*  en  deux  pctrties 
ielUs  que  la  somme  de  leurs  tangentes  soit  minimum,  (Sorbonne, 
12^  JÎMllêt  18S0, 11  novembre  1880.) 

Soient  x  et  y  les  deux  parties  de  Tangle.  On  a  à  chercher  le  mi- 
nimum de  tgo;  +  tg  y  =  m 
soin  la  condition  que  a?  +  y  as  a 

1^  Solution,  En  remplaçant  dans  la  première  équation  y  par  sa 
valeur  tirée  de  la  seconde,  il  faut  résoudre 

tgx4-tg(a  —  x)  =  m 
ou  en  développant     tg x  +  i^^^Jai^^  =  ^ 
c'ést-à-dire        tg  a  tg^rc  —  mtgalga;  +  tga  —  m  =  0 

H'ftft               fff  3»  —  w>tga±v/m«tg»a  +  4mtga  — 4lg«â 
a  Où  tgaî ^^j^ 

La  f|teoittô  Mttft  le  radioal  est  le  produit  de  tga  par  le  trinôme  du 
.  dewîièflie  degré  en  m 

tg  a .  m<  +  4m  —  4  tga 

les  racines  de  ce  trinôme  sont  réelles  et  la  plus  grande  est  un  minimum 
{Algèbre,  n»  900);  sa  valeur  est 

m'  =  —  2-h2vT+tg«â 
tga 

elle  correspond  à  tg  a; = ^^^  =  t' 

dV^  '  aî»y  =  -|- 

2*  Solution.  On  peut  écrire  (  Trig.,  n«  48) 

tg«  +  tRy==-5l5lfHil)_^       28ina 

,-  .    D      •    ev        cosdccosy         2oosa;oosy 
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le. minimum  dn  secood  membre  répond  au  mazimam  de  oos(« — f}» 
lequel  a  lieu  pour  x=y  =  -^ 

Plus  généralement,  le  cosinue  (x  —  y)  prend  sa  Taleur  maztiBMB 
quand  la  difTérence  des  arcs  x  et  y  est  un  nombre  pair  de  demi- 
circonférences. 

La  valeur  du  minimum  est    2lg-^. 

770.  Quel  est  le  quculrilalère  inscrU  dans  un  demi^eerde  et 
ray€m  R  qui  a  une  surface  maximum  9 

(Voir  no  570.) 

771.  De  tous  les  reclangles  ayant  même  diagonale  d,  quel  eti  eafas 
çtti  a  i^  le  périmètre  maximum,  2*  la  plus  grande  surface  f 

(Voir  n«  571.) 

772.  De  tous  les  triangles  rectangles  ayant  même  hypoténuêù  a, 
qtiel  est  celui  pour  lequel  1*  la  somme  obtenue  en  ajoutant  un  eÔU 
de  l'angle  droit  avec  la  hauteur  est  maximum,  2®  le  rapport  de 
l'hypoténuse  au  périmètre  est  minimum  9 

(Voir  n«  572.) 

773.  Parmi  tous  les  triangles  de  même  base  a  inscrits  à  tin  eertU, 
quel  est  celui  pour  lequel  le  produit  des  hauteurs  tombant  sur  les 
calés  variables  est  maocimum  f 

(Voir  no  573.) 

774.  D'un  point  P  situé  à  des  distances  sl  et  h  de  deux  paratlètes, 
on  mène  deux  droites  rectangulaires  PA  et  PB  limitées  aux  pana- 
lèles.  Trouver  le  minimum  de  la  surface  du  triangle  APB. 

(Voir  n*  574.) 

775.  Sur  une  tour  de  hauteur  a  est  placé  un  étendard  vertical  de 
hauteur  b.  Trouver  le  point  du  terrain  horizontal  d'où  Vétendard 
sera  vu  sous  l'angle  maximum,  (  Bacc,  Dijon ,  novembre  1874.) 

(Voir  n«  575.) 

776.  En  général,  étant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B  sur  fim 
des  côtés  d'un  angle  0,  trouver  sur  Vautre  côté  le  point  C  tToû  k 
distance  AB  est  vue  sous  l'angle  maximum, 

(Voir  no  576.) 

777.  De  fous  les  triangles  circonscrits  à  un  cercle  donné,  quel  ssl 
celui  dont  la  surface  est  n^inimum  f 

(Voir  n»  577.) 
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778.  inscHre  dan$  tin  HCteur  un  parallélogramme  ayant  un  angle 
commun  avec  ce  eeeteur,  un  eommet  $ur  Varc  et  dont  la  eurface  êoU 
maximum. 

(Voir  n*  578.) 

779.  De  tous  let  anglet  imerite  dans  un  cerde  de  rayon  R  et  dont 
ieê  côtés  sont  assujettis  à  passer  par  le  centre  0  et  par  un  point  A 
inlirieur  au  cercle,  quel  est  celui  qui  est  maximum? 

(Voir  n»  579.) 

780.  Dans  un  triangle  équilatéral  de  calé  a,  on  a  inscrit  un 
iriangle  équilatéral  en  prenant,  à  partir  des  sommets  et  dans  le 
même  sens,  une  longueur  a  ;  quelle  est  la  surface  du  triangle  obtenu, 
et  quelle  doit  être  la  valeur  de  a  pour  que  cette  surface  soit  mini^ 
fnum  9    (  Sorbonne ,  4  juillet  1878.) 

(Voir  n»  583.) 

Le  problème  général  8e  rapportant  à  un  polygone  régulier  quel- 
conque a  été  résolu  au  probl.  695. 

781.  De  tous  les  triangles  isocèles  inscrits  dans  un  cercle  de 
rayon  R,  quel  est  celui  dont  !•  le  périmètre  et  ^  la  surface  est 
maacimumf 

(Voir  no  584.) 

782.  De  tous  les  triangles  rectangles  dans  lesquels  la  surface  de 
l'un  des  triangles  déterminés  par  la  hauteur  relative  à  V hypoténuse 
est  constante,  quel  est  celui  dont  l'hypoténuse  est  minimum  f 

(Voir  n«  585.) 

783.  Un  segment  rectiligne  dont  la  longueur  constante  ÂB=2a 
glisse  sur  une  droite  fixe;  déterminer  la  position  qu'il  y  occupe 
lorsque  l'angle  sous  lequel  il  est  vu  d'un  point  fixe  0  donné  à  une 
distance  d  de  la  droite  est  maximum,  (Bacc.,  Dijon,  novembre  1881.) 

(Voir  n«  586.) 

784.  De  tous  les  cercles  passant  par  deux  points  fixes  A  «<  B ,  quel 
est  celui  qui  est  vu  d^un  troisième  point  C  donné  en  ligne  droite  avec 
les  deux  premiers  sotu  l'angle  minimum 9  (Bacc,  Dijon,  1875.) 

(Voir  n»  587.) 

785.  Étant  donnés  un  cercle  et  un  point  A  pris  dans  son  plan , 
déterminer  les  variations  de  l'angle  sous  lequel  on  voit  du  point  A 
le  diamètre  du  cercle,  quand  ce  diamètre  tourne  autour  du  centre. 
(Goncoors  académique,  Dijon,  1877.) 

(Voir  H- 588.) 

Digitized  by  LjOOQ  IC 


S2(tfi         imacES  it  prq^mUub  ru  TucoiioiftiTRiB 

1M»  Diin$  un  oereU  de  rayon  R ,  une  carde  vmnabU  «t<  1^  èas 
<{'un  triangle  iioeèle  ayant  êon  commet  à  une  dieiemee  é  dm  «oi^vl 
Quel  est  le  mctximum  de  la  surface  de  ce  triangle  f 

{Voir  no  589.) 


787.  On  donne  un  triangle  ABC  et  la  hauteur  AD;  on. 
de.mener  par  le  pied  de  celte  fiauteur  deux  droites  DE,  DP  ft 
des  angles  égaux  avec  AD,  demamière  que  le  triangle  DEF  ail  msB 
surface  maximum, 

(Voir  n»  590.) 

7M.  Mener  dans  un  demi^eercle  une  corde  paraUHe  à  «me  dreiis 
donnée  et  telle  qtêe  le  trapèse  formé  par  celte  corde,  le  diamèire  et 
les  perpendioukUres  abaissées  des  extrémités  de  œUe  coifda  mm*  le 
diamètre  ait  une  surface  m/iximum, 

(Voir  n«  591.) 

788  his.  De  tous  les  trapèzes  de  même  hauteur  h  inscrits  dans  un 
eerde  de  rayon  donné  R ,  quel  est  celui  dont-  la  surface  est  maxi- 
m^m  9. 

Oa  4:^coaDait  à  priori  que  tes  baaeB  du  trapèze  maumum  senNit 
de  part  et  d'autre  du  centre.  Si  Ton  joint  les  milieux  des  baaea  et 
qu'on  mène  des  rayons  à  Tune  des  eilrémités  de  chaque  base,  on 
obtient  deux  triangles  rectangles.  En  désignant  par  a  et  ^  les  angfes 
des  rayons  avec  la  hauteur,  les  demi -bases  sont 

Rama  ei.  Rsia^ 
et  les  deux  parties  ^  la  hauteur 

Rcosa     et     Rcos^ 

doi^c  la  surface    S  =  R*(sina  +  8in  p)(cosa  +  co8p) 

Le  maximum  dépend  des  deux  fiacteurt  entre  parenthèses;  il  a 
lieu'  en  mâa^  temps  que  celui  du  oarré 

(sin  ot  +  sin  p)*(cos  a  4- C08p)*=2[l  +  cos(a  — p)] 

c'est-à-dire  pour  a  =  p.  Les  deux  bases  sont  à  égale  distance  do 
centre  ;  le  trapèze  maximum  devient  un  rectangle. 

On  a  oosot=«08p=-j^ 

789.  Les  diagonales  d'un  qu€uir%latère  inscrit  sont  perpendim^ 
laires  et  leur  point  de  rencontre  est  à  une  distance  d  du  centre*  Quel 
est  k ^WMmimum  de i»  surface  4e  ce  quadrilatèt^f 

<  Voir  no  892.) 

790.  Dans  un  quadrilatère,  on  09nn€iU*-ks  èHagonatef  et  f^angk 
qu'elles  forment.  Quel  est,  parmi  tes  rectangles  €ireons€riêtl.èkio$qnac 
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drilaUre,  celui  dont  la  surface  est  mcunmumf  Exprimer,  en  fonc- 
tion des  données  et  de  la  surface  du  q%iadrilatère ,  Vaire  €hi  carré 
circonscrit, 

(Voir  n*  593.) 

791 .  De  tous  les  triangles  de  même  base  a  et  de  même  périmètre, 
quel  est  celui  dont  l'angle  au  sommet  est  maximum?  Etudier  de 
quelle  manière  varient  les  rayons  des  cercles <  circonscrit,  inscrit  et 
eœ- inscrits,  et  la  somme  des  haïUeurs  menées  des  extrémités  de  la 
base. 

(Voir  !!•  Î504.) 

792.  On  donne  deux  demi-ciro&nférenees  PC  ei  PQ  de  rayons  R 
et  T  tangentes  intérieurement  au  point  P  extrémité  de  leurs  dta* 
mètres.  Par  ce  point,  on  mène  une  sécante  qui  rencontre  la  petite 
eivtonférenee  en  K  ella  grande  enB.  A  quetie  position  de  la  sécasUê 
correspond  le  maximum  de.  la  surface  du  triangle  ABC? 

(Voir  n«  595.) 

T99.  Mener  par  l*un  des  points  d'intersection  de  deux  cerclée  de 
rctyens  donnés  R  et  r,  une  sécante  telle  que  le  produit  des  cordes 
interceptées  soit  maximum.  Quelle  position  doit  avoir  la  sécante  pour 
'    que  la  somme  des  cordes  soit  maximum  ou  minimum  9 

(Voir  u«  5960 

79(.-  Inscrire  dans  un  segment  de  cercle  le  rectangle  de  surface 
maxihiûm, 

(Voir  n«  597.) 

726,' On  donne  deux  eercLes  tangents  en  un  point  A.  Par  lé  pmM 
de  contact  on  mène  deux  cordes  formant  entre  elles  un  angie 
dùnni  aA  Pour  queUe  posUi^n  de  ees  cordes  la  surface  ABC  est-eUe 
maximum? 

(Voir  n»  598.) 

799.  Deux  eereles  varieiètes  sont  respectivement  inscrits  dans-  tm 
angle  donné  2x  et  dans  son  opposé  par  le  sommet,  et  la  somme  de 
leurs  aires  reste  égale  à  une  quantité  constante  S.  Cela  posé,  on 
demande  d'exprimer,  en  fonction  de  a  et  de  S  t  la  distance  des 
cerUretdes  deux  oercks  quand  eUe  est  minimum,  (Bace.,  Dijon,  1879*) 

^Volr  n*  599.) 
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Problèmes  relatif •  à  la  Géométrie  dans  l'espaoe. 

797.  De  tous  Un  cônes  de  révolution  qui  ont  même  généralriee,  qud 
ett  celui  dont  le  volume  est  maximum  9 

(Voir  n*  601.) 

798.  De  tous  les  cylindres  inscrits  dans  une  sphère  de  rayon 
donné  R,  quel  est  celui  dont  la  surface  totale  est  maximumf 

(Voir  no  602.) 

799.  Quel  est  le  cane  de  volume  nMximum  inscrit  dans  une  9pkère 
de  rayon  R?  (Brevet  de  TEns.  spécial,  1878.) 

(Voir  n»  603.) 

800.  Circonscrire  à  une  demi -sphère  de  rayon  R  un  came  de 
volume  minimum  ayant  sa  hase  sur  le  plan  diamétraL 

(Voir  D*  606.) 

801.  Deux  cônes  droits  opposes  par  la  base  sont  inscrits  dans  iMe 
sphère  de  rayon  donné  R.  Quand  ta  différence  de  leurs  volutneê  eef- 
die  maximum  9 

(Voir  n*  608.) 

802.  De  tous  les  cônrs  droits  ayant  pour  base  un  petit  cercU  d^une 
sphère  de  rayon  donné  R  et  pour  sommet  le  milieu  du  rayon  pet^ 
pendiculaire  à  ce  petit  cercle,  quel  est  celui  qui  a  le  volume 
maximum  9 

(Voir  Q«e09.) 

803.  De  tous  les  cônes  ayant  pour  sommet  un  point  fixe  et  qui  ^ont 
circonscrits  à  une  sphère  de  centre  fixe  et  de  rayon  variable,  quel  est 
celui  dont  i^  le  volume,  2®  la  surface  totale  est  maximum  9  Le  eâne 
est  limité  par  le  cercle  de  contact, 

(Voir  n«  610.) 

804.  Inscrire  dans  un  hémisphère  de  rayon  donné  R  le  inme  de 
cône  dont  la  surface  totale  est  maximum, 

(Voir  n«  611.) 

805.  Etant  donnés  deux  plans  parallèles  P  el  Q,  une  perpendi- 
culaire commune  AB  et  un  point  M  sur  cette  droite,  trouver  un  eône 
de  révolution  ayant  pour  sommet  le  point  M ,  pour  axe  la  droite  AB 

et  tel  que  la  partie  du  cône  interceptée  par  les  deux  plans  paraltèUs 

â 
ait  un  volume  ehnné   3-^°^'.    Etudier  les  variations  du  volume 

quand  M  se  déplace  sur  la  droite  ou  que  VangU  au  sommet 
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11  y  a  trois  cas  à  distinguer  : 

1*  Le  point  M  est  du  même  côté  des  deux 
plans  ; 

S^  11  est  sur  l'un  des  plans; 

3*  11  est  entre  les  deux  plans. 

Désignons  par  a  et  6  les  distances  du  point  M 
aux  deux  plans,  et  par  d  la  dislance  des  deux 
plans. 

Dans  le  i*'  cas,  on  a 

ou  6R*  —  ar'^  =  m* 

Si  Ton  appelle  x  le  demi-angle  au  sommet  du  cône ,  on  a 


dM 


IF 


lg«aî(6»-a»)  =  m3;    d'où    tga^^y^-^-,^ 
Dans  le  2*  cas,  le  volume  derient  un  cône  de  hauteur  d,  et  l'on  a 

tga?=Y/j 

Dans  le  3-  cas,  tg«=\/p^ 

Diêcuêsion,  Etudions  d'abord  les  variations  de  m>  quand  x  rarie. 

!•'  Cas.  Pour     aî=0,      aj  =  45*,  aî=90* 

on  a  m»=0,    m»  =  6»  — a»,    m'=oC 

il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum. 

t*  Cm.  Pour  aî=0,      aî  =  45%      «=90» 

on  a  fn'=0,    m'=(i',     m'=oC 

il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum. 

rCM.  Pour      «=0,      a5  =  45»,  a=:90» 

on  a  m'  =  0,    m'=a»  +  6',    m'=oC 

il  n*y  a  ni  maximum  ni  minimum. 

Soit  maintenant  a;=at,  a  étant  une  constante,  et  voyons  les  va- 
riations de  m  quand  le  sommet  parcourt  la  droite  AB  indéfiniment 
prolongée. 

L'équation  générale  du  problème  devient 

lg*a  (6»  — a»)  =  m» 

qu'on  peut  écrire      Ig*  a  (a*  +  6«  +  a6)  =  i^ 

Quand  M  est  indéfiniment  éloigné  des  deux  plana,  as+6*+a6=roC , 
et  comme  b  —  a=d=const.,   on  a  m'  =  oC. 
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Si  M  se  rapproche  de  A,  le  volume  diminne;  et  aa  polot  A, 

i)  n*y  a  évidemment  qu'une  râleur. 

Si  M  varie  de  A  à  B,  m'  part  de  c2<tgSa»m>  pour  arriver  à  la 
même  valeur  quand  M  eat  eh  B;  et  comme  oa  a  a>  +  6'<(a>  +  fr}^« 
m*  passe  par  un  minimum. 

Poi^r  obtenir  ce  minimum ,  prenons  la  formule  du  3*  cas 

(a»  +  6»)tg«a=:m» 
celte  équation  peut  s'écrire 

(a4-6)Mg«a  =  m»  — 3a6(a  +  6) 
et  comme  a  +  6=:(i,  on  a 

(iMg<a  =  m>  — 3a6d 
Le  minimum  d»  cette  expressioa  aura  lieu  quand  ab  sera  miazimum, 
c'est-à-dire  pour    a  =  6  =  -^,    ou  quand  M  est  à  égale  distance  des 
plkns  parallèles. 

806.  UaréU  d'un  dièdre  dorme  oi  est  tangente  à  une  sphère  de 
rayon  R.  QueUe  doit  être,  par  rapport  au  plan  diamétral  de  conUut, 
la  position  de  ce  dièdre  pour  que  ia  sMtfaee  de  sphère^intereepiée  par 
le  dièdre  soit  maximum? 

Soient  œ  et  a. — sô  les  iiDglesque  font  les  faces  du  dièdre  avec  la 
plan  diamétral.  On  a  à  chercher  le  maximum  de  Texpression 

4itR*[t  —  coa^aj— co8«((x— «)] 
La  parenthèse  peut  s'écrire 

sin'âc  —  cos«(a — x) 


cos*  (-^  ^  ^  j  ""  *^**  (a  —  ») 


sous  cette  forme,  on  peut  facilement  la  changer  en  un  produit  «  et 
Ton  trouve  pour  l'expression  à  rendre  maximum 

cosaCOs(2x  — a) 
Cette  expression  sera  maximum  pour  x^-^.  Donc  le  plan  diamé- 
tral est  bissecteur  çfu  dièdre. 

807.  On  enlève  à  une  sphère  de  rayon  R  une  calotte  que  Von  rem- 
place par  un  hémisphère  die  même  base,  Q^el  est  le  maximum  de  la  ' 
surface  du  corps  ainsi  obtenu  9  * 

(Voir  n*  612.) 

808.  Dans  une  sphère  de  rayon  H,  quel  est  le  secteur  ayani  pour 
bcue  une  calotte  et  dont  la  surface  totale  est  maximum  9 

(Voir  n«  613.) 
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809.  De  tous  tes  segmeMs  sphériques  à  une  base  limiièf  paip  une 
calotte  de  surface  donnée,  quel  est  celui  dont  le  volume  est 
maximum  f 

(Voir  n*  61/i.) 

810.  Deux  cercles  égaux  de  rc^gon  R  sont  extérieurs  Vun  à  Vautre 
et  la  distance  00*  de»  centres  est  d  ;  d'un  point  A  pris  sur  00  /on 
mène  des  tangentes  AB  et  AB'  et  Von  fait  tourner  la  figure  autour 
de  00'.  Déterminer  le  point  A  par  la  condition  que  la  somme  des 
zones  décrites  par  BD  et  B'D'  égale  la  moitié  de  Vunè  des  sphères. 
(Sorbonne,  25  mars  1881.) 

En  génércU,  les  rayons  des  cercles  étant  inégaux  R  et  r,  déterminer 
le  point  A  par  la  condition  que  la  somme  des  zones  soit  minimum, 
(Besançon  et  Nancy,  concours  académique,  1877.) 

(Voir  n*  618.) 

811.  On  donne  un  quart  de  œreh  AOB  de  rayon  R;  on  mène  la 
tangente  en  A  et  une  autre  tangente  variable  CD  qui  rencontre 
tn  D  le  prolongement  du  rayon  OB,  puis  on  fait  tourner  là  figure 
autour  de  OD.  Trouver  1«  le  minimum  de  la  surface  engendirie  par 

-  les  droites  AC  ^  CD ,  2*  le  minimufm  du  volume  engendré  pat\  la 
surface  OACD. 

Soit  AOC=COE  =  a;;  l'angle  D,  complément 
de  DOE,  égale  2a;;  donc  le  triangle  DOC  est 
isocèle,  car  les  deux  angles  0  et  C  de  ce  triangle 
ont  le  même  complément  x. 

Par  suite, 

AC  =  Rtg»    et    0D=-.^ 
i«  Oa  a    S=2icR.AC  +  «R.0D 

Il  faut  chercher  le  minimum  de 

2  tir  ru  -4-      ^^     —  48in»g4-1  __  3— 2oog2a? 
^     "^  sin2aî  Bin2a;  8in2£D 

^  A^  -^«  rmw^  9  — 6cos2a?-f  4co8«23g 

on  de  Boo  carre  -. Vs 

1  —  cos'  2j? 

.  o   * 

En  égalant  cette  expression  à  une  indétermipéç  m,  on  a  réqoatipn 
(m  +  4)  cos«  2a? — 6  ces  2aî  4- 9— m  as  0 

d'où  ^^^^^^}l^^EIL 

m  +  4  ^ 

Le  minimum  est  la  racine    ^iV^±ï^ 
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i*  L6  Totome  engendré  par  OACD  est 

V=iiR*.AC  +  -î-itR«.Rcotg2x 

V=4,Ra(3tgx+^) 
La  quantité  entre  parenthèses  peut  s^écrire 

^     ^     i!lg«      "  2lgaî 

en  régalant  à  une  indéterminée  m,  on  a  Téquation 
5tg<a}  — 2mtgx  +  lB0 

d'où  igx^'^'^'f^^ 

Le  minimum  est  +V^;   il  a  lieu  pour  tgxai-rv^. 

ProbMoMt  relatifii  aux  oohiIms 


ill.  Connaiêêoni  dam  une  eUipêe  U  grand  axe  2a  el  la  dittanee 
focale  2o,  trouver  U$  rayonê  vecleurê  du  point  M  de  cette  etUpce  <Foû 
ta  distanee  focale  cet  vue  sou»  un  angle  donné  a;  trouver  le  maxi^ 
mum  de  cet  angle.  (Bacc,  Lille,  1882.) 

(Voir  n»  619.) 

813.  Dan$  une  ellipee  définie  par  son  grand  axe  2a  el  sa  dietanee 
focale  2c,  on  mène  deux  rayons  vecteurs  parallèles  FM  et  FM'. 
Quelle  direction  faut -il  donner  à  ces  rayons  pour  que  le  Im- 
pète  FMM'F'  ait  la  surface  maximum? 

(Voir  no  621.) 

814*  Dans  une  ellipse,  on  connaît  le  grand  axe  2si  el  la  distance 
focale  2c  ;  on  prend  sur  la  courbe  un  point  M  dont  ta  distance  à  l'un 
des  foyers  est  r.  Déterminer  l'angle  a  que  forment  les  rayons  vecteurs 
de  ce  point  et  la  valeur  de  r  pour  laquelle  cet  angle  est  maximum. 
Dire  dans  qiiels  cas  cet  angù  maximum  est  aigu,  droit  ou  obtus, 
(Baoc.,  Lille,  1883  et  23  juillet  1889.) 

(Voir  n^  622.) 

815.  Dans  une  ellipse  considérée  comme  projection  <Fun  cercle, 
trouver  le  minimum  de  l'angle  formé  par  deux  diamètres  conjugués. 
(Concours  général,  1860.) 

(Voir  no  623.) 

816.  Trouver  le  rectangle  de  surface  minimum  construit  sur  deux 
diamètres  rectangulaires  d'une  ellipse  définie  par  son  grand  axe  Sa 
et  sa  dislance  focale  2c.  (Concours.) 

(Voir  n*  624.) 
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817.  On  donne  un  angle  aigu  ZOX  et  un  point  A  sur  OX.  D'un 
point  M  prié  sur  OX  entre  0  et  X^  on  abaisse  sur  OZ  la  perpendi- 
culaire  HP  et  l'on  considère  la  longueur-  y  donnée  par  la  formule 

y==VOM.MA4-2MP';  on  demande  comment  y  varie  quand  le 
point  M  se  déplace  sur  OX  de  0  en  A,  et  de  tracer  la  courbe  figu- 
rative de  celle  variation,  (  Saint -Cyr,  1884.) 

(Voir  n*  625.) 

818.  Dans  une  ellipse  définie  par  son  grand  axe  2a  et  la  distance 
focale  2c,  pour  quel  point  de  la  courbe  l'angle  formé  par  ta  nor- 
male et  la  droite  menée  de  ce  point  au  centre  estait  maximum  9 

(Voir  n*  626.) 


§  4.  —  Applications  diverses. 

Mesure   des  hauteurs   et  des  distanoes. 

819.  Un  observateur  se  trouve  à  56"  du  pied  d'une  tour  haute 
de  35".  Sous  quel  angle  voilait  cette  tour,  l'observation  ayant  lieu 
à  !"•  au-dessus  du  soif 

En  ne  (enanl  compte  que  de  Tannin  d'élévation ,  on  a 

6  =  34,    c=56,    tgB=-^ 

log  6  =  1,531 4789 
loge  =  1,748 1880 


1,7832909 
B=31M5'49",4 

820.  Un  objet  vertical  de  1'",75  est  vu  sous  un  angle  de  1*5'; 
à  quelle  distance  est -on  de  cet  objet  9 

{Figure  précédenU,  ) 

c  =  &cotg£ 
log  6 =0,243  0380 
logcolgB  =  1,7233088 

1,9663468 
c=92«,54368 

821.  Deux  observateurs  distants  de  1  875"  mesurent  au  même  mo- 
ment les  hauteurs  d'un  point  remarquable  d'un  nuage.  Ce  point  se 
trouve  dans  le  plan  vertical  de  la  base  d'observation,  et  les  angles 
d'élévation  ont  75*  el  82*;  on  demande  la  hauteur  du  nuage. 
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822.  I7n  D^fcrvotefir  wf  >laeë  m  A  «ur  fe  womm^  d'm 
iagne,  et  sa  vue  s'étend  jusqu'à  un  point  C  à  T/ioriiofi;  a 
le  rayon  visuel  AC  fait  un  angle  a  avec  la  verticale  OA;  le  rayon  R 
de  la  terre  étant  d'ailleurs  connu,  calculer  la  hauteur  de  la  mon- 
tagne. (SsAni-Opf^tBUÊÊÊm  MMar,  4964^ 

Soit  AD=a;  la  bautear  cherchée  »  a  Tangle 
donné  et  ^  .son  compléaieikt. 

R  =  OAoo8p  =  (R  +  »)co8p 

2RttnS^§ 

ou  35=  ■ 


C08^ 

823.  L^ne  f/ersonne  placée  au  kœrH  dhime  niatlre  voit  êous  un 
angle  de  60*  un  arbre  planté  sur  la  rim  oppœée;  teesqu'elle  s'éloigne 
de  4(^,  cet  angle  n'est  plus  que  de  90*.  QvBet  e$t  la  hauteur  de  l'arbre 
et  la  largeur  de  la  rivière? 

(Voir  n*  627.) 

924.  'Un  pÊtraionmrre  d'une  longueur  connue  a  cil  pfmeé  mr  un 
édifice;  d'un  point  situé  à  une  dieêance  4  du  pied  de  l'éâiftee  €ià.wm 
hauteur  h  emdeesua  du  sol,  on  a  vu  le  paratonnerre  sotu  un  angle  a. 
Calculer  la  hauteur  de  la  pointe  du , paratonnerre  au^-dessus  du  soL 

(Voir  n*  628.) 

825.  Déterminer  la  grandeur  d'une  stcUue  placée  sur  un  piédestal 
à  l'intérieur  d'une  enceùUe  dans  laquelle  on  ne  peut  pénétrer. 

(Voir  n«  629,1*.) 

826.  Déicwntturia  kantéeur  éPune  tottt  siiuée  au^pied  d^$m  târmin 
péguUèreinent  incliné,  d»  qua4(ui  le  pied  t$t  nawtifef^,^  ^gmamd  U  es 

Tfl  flCf f  ttffrlt. 


(Voir-«*4»,t*.)  ''  '• 
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Jhm  .mkmmt  êmmiitimtée  dwne'êtaême  «^éttodisu  h<md.cPitutH* 
vière.  Un  obêervateur  placé  9ur  l'autre  bord  voit  sotê^UH  mUmôtm^iê 
ta  statue  et  le  piédestal  de  la  colonne.  Connaissant  les.  hauteurs  des 
trois  parties  du  monument,  calculer  la  largeur  de  la  rivière, 

(Voir  k'^eSÙi) 

tUi  Bnohseï  vmtHmtfiùttr  de  Irolt^nte  connus  A,  È,  CsHuéê'Sur 
une  même  droite  passant  par  son  pied,  on  a  trouvé  dès  angleà  d^éli* 
vmti&i^  Uh  ^ue  le  deuwième  et'  le  troiêième  soni  respedivemenéjhwble 
et  triple  du  premier,  Cohuhr  la  hauêeur, 

(Voir  »•  63!.) 

S29.  Un  mât  et  une  tour  éloignés-  d'une  distancé  a  sont  au  bord 
d'un  chemin  horisontal.  Du  pied  du  mât  on  a  mesuré  l'angle  d'élé- 
vation de  la  tour,  et  du  pied  de  la  tour  l'angle  d'élévation  du  mât 
cm,  a  kmiÊeè  p&wr  ses  desm  angles  2%  «I  a;  mais  en  m  piàçamtiau 
mititu  4e  là  àéstémêe  «,  ks  angles  d^lévaHon  sont  )flomtjiWiiimilawnw. 
Calculer  les  hauteurs  de  la  tour  et  du  wkât^ 

(Voir  no  632.) 

830'.  Trois,  points  B,  Ô,  C  scmt  à  dès  distarfces'égales  sur  une 
ligne  droite.  On  voudrait  àéterminer  la  position  dHtn  qtiqirième 
point  A  situé  sur  le  même  plan  et  d*où  Von  a  vu  la  longueur 
totale  BC  sous  un  angle  droit,  connaissant  ta  longueur  AO  et  la 
longueur  AD  de  la  bissectrice  de  l'angle  A ,  1*  par  li  oalcul  trigùno- 
méïrique  et  2*  par  une  construclion  graphique. 

,    (Voir  !!•  633.) 

831.  Un  observateur  placé  sur  les  bords  d'un  lac  a  ime  HiatUeur  h 
au-dessus  de  Veau  trouve  que  V angle  d'élévation  d'un  nuage  ejst  ot  et 
l'angle  de  dépression  de  son  image  réfléchie  sur  Veau  est  fi.  Calculer 
la  hatUeur  du  nuage. 

(Voir  n»  634.) 

888;  Une  persomne,  pléose  à  midieur  une  falaiae  à  urne  hauieur  b 
au-desstu  du  niveau  de  la  mer,  mesure  l'angle  d'élévation  a  d'un 
nuage  et  l'angle  de  dépression  ^  de  l'ombre  du  nuage  sur  Veau.  Au 
moment  de  l'observation,  le  soleil  est  derrière  la  personne,  à  un 
hauteur  marquée  par  VangU  d'éléoeUion.y,  Quelle  est  la  hauieur  du 
nuageS 

(Voir  !!•  635.) 

833.  Un  navire  faisant  voile  vers  le  nord  voit  sur  une  même  ligne 
4ems9phs0*es  danst  la  direction  de  l'ouest;  après  une  hetire  démarche, 
ks  phares  apparaisêent  V%tn  oM-sud-ouest  et  l'autre  au  sud-sud-ouesl. 
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Sachant  que  la  dUianee  de»  phareê  e$l  de  S  kUamètret,  eaieuUr  ta 
vitesêe  du  navire. 

(Voirn*  636.) 

834.  Un  baUon  a  éU  vuen  même  tempe  de  froû  eicUùmB  A,  B  cf  C 
êoue  des  angles  respectivement  égaux  à  49*,  45«  et  60*.  Sachani  çw 
B  est  au  nord  de  C  et  A  à  Vouest,  former  une  iquatian  qxU  dtoinmt 
ta  hauteur  du  heUton, 

En  général,  tes  angles  d'élévation  étant  a»  ^»  Yt  ^  eonnaiêêani  «, 
b,  c,  calculer  la  hauteur  du  ballon.  (Concoare  1872.} 

(Voir  n- 637  et  638.) 

wIBMmMMM  qo  vMobmvpm  QOsoi'ipuvd* 

835.  Les  traces  d^un  plan  font  des  angles  a  et  ^  avec  ta  ligne  de 
terre;  calculer  la  tangente  de  l^angte  de  ce  plan  avec  le  pian  hori- 
sonlaL  (SorboDoe,  22  juillet  1878.) 

(Voir  n*  639.) 

836.  Les  traces  d'un  plan  P  font  avec  la  ligne  de  terre  des  angles 
Qt  el  p  ;  exprimer  la  tangente  de  l'angle  que  fait  le  plan  P  avec  h 
ligne  de  terre,  au  moyen  des  tangentes  des  deux  angles  ol  et  ^  (Sor- 
bonne,  15  juillet  1876.) 

(Voir  n»  640.) 

837.  La  trace  verticale  d'un  plan  fait  un  angle  p  =  30*  avec  la 
ligne  de  terre,  et  sa  trace  horisontale,  un  angle  a  =  45*  avec  cette 
même  ligne.  On  demande  de  calculer  les  angles  de  ce  plan  1*  avec  les 
deux  plana  de  projection,  et  2*  avec  un  plan  de  profil,  (  Bacc.«  Dijoa, 
novembre  1873.) 

(Voir  n*  641.) 

838.  Une  droite  de  front  fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle 
donné  ;  on  la  fait  tourner  d'un  angle  connu  autour  d^une  verOcate. 
Calculer  l'angle  que  fait  sa  nouvelle  pi'i>Jection  verticale  avec  la  Hgne 
de  terre. 

(Voir  n*  645.) 

839.  Calculer  la  distance  de  deux  plans  paraUHes,  connaissant  les 
angles  que  font  leurs  traces  avec  la  ligne  de  terre  et  la  portion  de 
cette  ligne  que  ces  plans  interceptent  entre  eux. 

(Voir  n*646.) 

840.  Les  traces  horisontales  de  deux  plans  sont  parallèles;  elles 
forment  un  angle  y  avec  la  ligne  de  terre  et  leur  distance  est  d.  Ces 
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plané  font  avec  le  plan  horisonteU  de»  angle$  connus  a  ei  p.  Calculer 
ta  distance  de  leur  intersection  au  plan  HorUontal. 

(Voir  n»  647.) 

841.  Les  deux  pt*ojections  d'une  df*oile  A  sont  confondues  et  font 
avec  ta  ligne  de  terre  un  angle  ot  ;  les  projections  d*une  autre  droite  B 
sont  également  confondues  et  font  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  fk. 
Calculer  l'angle  des  droites  A  et  B. 

(Voir  no  648.) 

842.  Calculer  l'angle  que  fait  avec  un  plan  de  profil  un  plan  dont 
les  traces  sont  en  ligne  droite  et  font  un  angle  a  avec  la  ligne  de 
terre. 

(Voir  n»  649.) 

843.  Les  traces  d'un  plan  font  des  angles  connus  avec  la  ligne  de 
terre.  On  considère  un  point  de  l'espace  dont  les  projections  sont  sur 
les  traces  de  même  nom  du  plan.  Quel  est  le  rapport  des  distances  de 
ce  point  au  plan  el  à  la  ligne  de  terre  f 

(Voirn««îO.) 

844.  Calculer  l'angle  de  deux  droites  qui  rencontrent  au  même 
point  ta  ligne  de  terre  et  dont  les  projections  font  avec  cette  ligne  des 
angles  connus, 

(Voirn»651.) 

QuetUons  de  Connographie. 

846.  Calculer  le  rayon  de  la  terre,  sachant  qu'à  une  altitude  h  la 
dépression  de  Vhorison  est  ot. 

Coite  question  est  résolue  dans  le  cours.  (  Trig.,  n*  95.) 

846.  Calculer  le  rayon  du  soleil  en  fonction  de  celui  de  la  terre, 
connaissant  le  diamètre  apparent  et  la  parallaxe  horizontale  du 
soUiL 

(Voir  n»  653.) 

847.  Ccdeuler  la  distance  de  deux  villes  ayant  même  latitude  a, 
ctmnaissant  la  différence  ^  de  leurs  longitudes. 

(Voir  n*  654.) 

848.  Calculer  approximativement  l'épaisseur  de  l'atmosphère  ier^ 
rtstre,  sachant  que  le  crépuscule  commence  ou  finit  lorsque  le  soleil 
e$l  à  {%•  au-dessous  de  l'horizon, 

(Voir  n»  656.) 
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$49.  Biant  donném  la  hmuUur  h  d'une  tour,  la  laiitude  X 
et  la  déclinaison  B  du  90IM,  trouver  la  formule  de  la 
l'ombre  à  midi,  (Bacc.,  Alger,  17  avril  1885.) 

(Voir  n»  656.) 

850.  Quelle  est  la  longitude  du  soleil,  lareque  son  oaceimon 
est  égale  à  a? 

(Voir  n*  657.) 

851.  Combien  de  temps  le  soleil  reste-t-il  au-dessus  de  Vhorisom 
d'un  lieu  de  latitude  \  le  jour  où  la  déclinaison  est  DJ  DieeuMsian, 

(Voir  n«  658.) 

852.  A  quelle  heure,  ce  jour -là,  dans  le  même  lieu,  le  crèpueeuU 
a^'U  commencé  9 

(Voir  no  659.) 

853.  En  deux  points  X  et  B  situés  sur  un  même  méridien,  à.  dm 
latitudes  X  et  V,  on  a  mesuré  les  distances  zénithales  z  et  z*  iie  la 
lune  au  mornent  de  sa  eulmination.  Sous  quel  angle  ttn  observateur 
supposé  plaeé  ov  centre  de  la  lune  verraU-il  au  même  momeui  les 
m^fêns  terrtsireê  TA  e<  TB?  En  éééuire  la  pavmllmxe  horiMtmlale  de 
la  lune,  c^esl-à-dire  le  demi- diamètre  apparent  de  la  terre  vue  du 
centre  de  la  lune. 

(Voir  n»  660.) 

854.  Démontrer  que  la  vitesse  angulaire  du  déplacement  de  la  mé- 
ridienne par  rapport  à  la  trace  horizontale  du  plan  d'oscillaiion 
éTun  pendule  est  proportionnelle  au  sinus  de  la  latitude  du  Heu 
considéré. 

(Voir  no  662.) 

Qoestioiia  êm 


855.  Un  rayon  de  lumière  homogène  tombe  normcdement  sur  la 

face  AB  d'un  prisme  d'une  substance  transparente  donl  l'inHee 

K  4 

est  -7-  ;  l'angle  du  sommet  A  du  prisme  est  tel  que  sin  A  =  7 .  Qu^ 

marche  suivra  le  rayon  réfracté  lorsqu'il  se  présentera  à  la  seconde 
faee  du  priêmef  Comment  se  comporteront  à  leur  seHie  du  pwiene 
deux  rayons  incidents  tombant  de  part  ou  d'aulme  de  la  nermek^ 
(Sorbonne,  31  mars  1879.) 

(Voir  n- 663.) 
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856.  Un  prisme  ^Tune  substance  transparente  dont  l'indice  est 
pltu  grand  que  i  reçoit  nomiaiemenl  à  une  de  ses  faces  un  rayon 
de  lumière  homogène.  Quelle  doit  être  la  valeur  la  plus  grande  que 
Von  puisse  donner  à  l'angle  au  sommet  A  pour  que  ce  rayon 
réfracté  puisse  sortir  du  prisme  par  la  deuxième  face?  Calculer  la 
valeur  de  A  pour  le  cm  particulier  où  l'indice  est  v^.  (Sorboîme , 
15  juillet  1881.) 

(Voir  B*  664.) 

S67.  Oh  donne  un  disque  oireulaire  koriaonial  sn  verre  dans 
lequel  pénOre  un  rayon  lumineux  horisonlal  qui  se  ré/léchiL  Trouver 
l'incidence  de  ce  rayon  pour  qu'après  réflexion  il  sorte  parallèle  au 
rayon  incident.  (Bacc.,  Nancy,  1885.) 

(Voir  n*  665.) 

858.  Dans  la  section  droite  d'un  prisme  isocèle  d'indice  connu,  totU 
rayon  lumineux  qui  se  présente  parallèlement  à  la  base  et  pénètre 
par  l'une  des  faces  égales,  se  réfléchit  totalemenl  sur  la  b<ise  et  émerge 
dans  une  direction  parallèle  à  sa  direction  primitive.  Calculer  Pangle 
du  prisme, 

(Voir  no  666.) 

859.  On  sait  que  le  passage  d'un  rayon  lumineux  à  travers  un 
prisme  donne  lieu  ot».  système  suivant  d'éqiÂcUions  simuUanécs.: 

sin  s  =  n  sÎD  r 
8int'=:n8inr' 

A  =  r  +  r' 

dans  lequel  A  dénote  l'angle  réfringent  du  prisme,  n  l'indice  de 
sa  substance,  i  et  i*  les  angles  d'incidence  et  d'émergence,  r  et  r* 
les  inclinaisons  du  rayon  intérieur  sur  les  normales  aux  faces, 
enfin  D  la  déviation  totale  du  rayon  lumineux.  Cela  posé.,  on  de- 
mande d^éliminer  les  trois  qiuintités  r,  r*  et  i'  entre  ces  quatre 
équations, 

(V«ir  no  667.) 

859. 6w.  Un  prisme  a  pour  angk  au  sommet  60*,  pour  indicé  de 
réfraction  v^;  un  faisceau  de  rayons  lumineux  parcMèles  tombe  sur 
une  des  faces  du  prisme  sotis  un  angle  d'incidence  de  45«.  Calculer 
l'xmgle  d'émergence  et  la  déviation  desrayçns.  (Sorbonne^  iv.dé- 
iseipbre  18850    y. 

BttBt  le  lyslème  det  qm«tr«  équation»  du  problème  j[)réaédeAt,.;oii)a 


ta45*;    8inta.i^ 
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Doue  8inr=^.-— -=4-;    d'où    r=30* 

-      v*       * 

Parsoite,  r'=60»--30-=30*;    d'où    t'=45» 

AÎDsi,  l'angle  d'émergence  est  égal  i  45*.  La  dériation  D  est  dose 
égalai    90»-«)«=30*. 

8i0.  Un  rayon  lumineux  enire  dans  un  tube  noird  fermé  par  im 
prisme  de  verre  ABC  dont  Cangle  B  est  droit  H  ta  face  AB  perpen- 
dirulaire  à  faxe  du  tube.  QueUe  witeur  doit  avoir  l'angte  ACB  pour 
que  le  rayon  lumineux  ne  sorte  pasf  (Bacc,  Nancy,  1879.) 

(Voir  n*  668.) 

9êL  Quel  est  l'indice  d'un  prisme  d'angle  donné  qui  imprime  une 
déeiation  eonntte  au  rayon  normal  à  Vune  de  ses  faces  f 

(Voir  n*  669.} 

162.  Sous  quelle  incidence  un  rayon  lumineux  doit-il  se  présenicr 
à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  connus  pour  y  subir  une 
dévialion  donnée? 

{ Voir  n»  670.) 

863.  Un  point  lumineux  est  situé  sous  une  épaisseur  d^eau  connue. 
Quelle  est  sa  profondeur  apparente  selon  la  position  de  Cobservateurf 

(Voir  n*  671.) 

864.  Quel  angle  une  tige  reetiligne  plongée  dans  Peau  fait^etle  avec 
son  image,  et  quelle  indinaison  faul-il  donner  à  la  tige  pour  que  cet 
angle  soit  maximum  f 

(Voir  n*  672.) 

865.  Un  éleclroscope  de  Henley  se  compose  de  deux  boules  conduc- 
trices isolées,  égales  entre  elles,  fune  mobile  autour  d'un  point  dans 
un  plan  vertical,  l'autre  fixée  au  point  le  plus  bas  du  cercle  que  peut 
décrire  la  première,  Ln  deux  boutes  étant  en  contact,  on  eommu» 
nique  à  leur  système  une  certaine  quantité  d'éledrieité.  Calculer  la 
charge,  sachant  que  la  boule  mobile  s'est  écartée  d^un  angle  a. 

(Voir  n*  673.) 

866.  La  boule  mobile  de  la  balance  de  Coulomb,  après  s'être  élec- 
trisée  au  contact  de  la  boule  fixe,  s'est  écartée  d'un  angle  a.  Que 
deviefU  Vécart,  si  Von  enlève  à  la  boule  fixe  la  moHié  de  son  ëiec- 
tricité? 

(Voir  n»  674.) 
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887.  Entre  l'inclinaison  i  d*tm  lieu  el  Uê  inclinaUonê  apparentée  V 
H  i"  de  l'aiguille  aimantée  dans  deux  plans  rectangulaires ,  on  a  la 
rehtion 

colg*  t = colg*  i'  +  col  g*  i" 

(Voir  n*»  675.) 

868.  Une  aiguille  d'inclinaison  dont  Vaxe  de  suspension  ne  passe 
pas  exactement  par  le  centre  de  gravité,  ayant  été  aimantée  successi- 
vement dans  un  sens  et  dans  Vautt*e,  a  donné  des  inclinaisons  ï' 
et  î".  Démontrer  que  l'inclinaison  magnétique  i  est  donnée  par  la 
relation 

tgt  =  -2-(tg»'+tgr) 

(Voir  n»  676.) 

869.  Deux  aiguilles  aimantées  fixées  à  un  même  axe  perpendicu" 
laire  au  méridien  magnétique  font  entre  elles  un  angle  donné.  Dans 
quelle  position  le  système  se  tiendrait-il  en  équilibre  sous  l'action  de 
la  terre? 

(Voir  n*  677.) 

QuetUons  de  Bf  écaaîqae. 

870.  Décomposer  une  force  donnée  f  en  deux  forces  égales  faisant 
un  angle  a. 

(Voir  n»  678.) 

874.  Calculer,  dans  le  mouvement  de  rotation,  la  vitesse  d'un 
point  du  parallèle  terrestre  sur  lequel  Paris  est  situé.  On  suppose  le 
rayon  terrestre  de  6366  kilomètres,  et  la  latitude  de  Paris  égale 
à  AS^tXfii''.  (Bacc,  Lille,  19  norembre  1880.) 

(Voir  !!•  680.) 

872.  On  joint  un  point  quelconque  d'une  circonférence  aiuc  n  som- 
mets tPun  polygone  régulier  inscrit.  Si  ces  droites  représentent  des 
forces  concourantes,  quelle  est  la  direction  de  leur  résultante  et  quelle 
est  son  intensité  f 

(Voir  n*  681.) 

873.  Un  triangle  matériel  pesant  et  homogène  ABC  est  posé  par 
le  sommet  A  sur  un  plan  horizontal.  Etant  donnés  les  deux  côtés  b 
etcet  l'angle  A  compris,  calculer  les  deux  parties  x  et  y  de  l'angle  A 
formées  par  la  verticale  de  ce  sommet  quand  le  triangle  est  en  équi- 
libre, (Bacc.,  Lille.) 

(Voir  n*  682.) 
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fm-mét  de  deuao  ptûriieê  droilm  OA=sa^  OBssir  «ndMévAMs 
l'at*tre  d'tm  angle  9.  On  demande  de  calculer  les  onglée  a  et  p  qme 
fait  la  verticale  du  point  de  euepcfimoin  ame  Iw  detix  partiee  de  ta 
barre  quand  l'équilibre  eet  établi,  (  Bacc.,  Amiens.) 

(Voir  n*  683.) 

ffS.  Une  barre  homogène  forme  un  koier  omM  ei»  A  d  angte  droàC 
et  dont  lee  deux  partieê  ont  pmur  longmewm  AC=a  eit  ABssJk 
Troweer  1»  poeiHon  d'équilUtre  quand  on  mtepend  le  temer  1*  par  tt 
point  A,  2*  par  le  point  C. 

(Voir  n*  684.) 


FIN 
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ERRATA 


P«ge    88,  dernière  ligne,  aulieude:  x=z  ^^-^ ,  Uêez :  g  =  ^ "^  ^  sln  -^- 

COCÇ  C089  3 

Page    W,  ligne  14,  aulieude:  tgyAtg  jB,  lUez:  tg-^-Atg  — C 
Page  W4,  ligne    9,  au  lieu  de:  4-= —,«««.•  -5- =  -^ 
Page  2SS,  7«  ligne  en  remontant,    aulieude:    Sarcotg-^  A... ,     ;i«ez  ; 
S=r«ootgy  A... 

Page  827,  dernière  ligne  dn  n«  460,  aulieude:  diflTérents,  lisez:  différents. 
Page  860,  flgnre  da  n«  S08,  mettez  M  au  lien  de  PP'. 
Page  866,  flgnre  du  n»  5S0,  mettes  F  entre  A  et  P. 

Page  870,  ligne  5  en  remontant,  au  lieu  de  :  r — ^ — 3,  lisez  '        '"^ 


(«m  +  n)*'  *"""  «(tn-fn)* 
Page  389,  ligne  IS,  aulieude:  cosas,  lisez:  ooe^a; 

—         ligne  18 ,  lisez  :    8in*aî  +  2  ain  «  —  1  =  0,    etc. 
Page  898,  8*  ligne  de  la  âincuaion,  au  lieu  de  :  nombre.  Usez  :  membre. 
Page  899,  ligne  7  en  remontant,  aulieude:  R(2— toE).«,  lisez:  R(2— m)... 
Page  409,  4«  ligne  avant  le  n«  584,  au  lieu  de:  8a*,  lisez  :  Sa*. 
Page  415 ,  ligne  8  en  remontant,  au  lieu  de  :  &*—  oftsin  a...,  lisez  :  &*—  2àb  sln  au. 
Page  481,  ligne  4  id.  aulieude:  a  =  80*,  lisez:  a  =  60o 

Page  448,  ligne  15,  aulieude:  (b  +  c}ca,  lisez:  ib  +  e)ab 

Page  470,  ligne  15  en  remontant ,  au  {<«u  ^  ;  sln  as  =  0,  lisez:  Bin~=0 

Page  619,  ligne  8,  id.  aulieude:  2.6.8,  lisez:  2.4.8 

Page  629,  ligne  3,  au  lieu  de:  «  = -^i^^iJQjL ^  n^gz:  x=  ^^^"^^^^ 

3  8 

Page  660,  9*  ligne,  au  li^  de  :  possibilité,  lisez  :  ponil^lité. 


16770.  —  Tours,  impr.  ICame. 
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LIBRAIRIE  CH.  POUSSIELGUE 

Roe  Cassette,  IB,  PARIS 

PBIIICIPALES  PUBLICATIOIIS 
OUVRAGES   DE  M"  BAUNARD 

RECTEUR  DK8  FAClTLTlê»»  rATHOUQUBS  DR  LILLE 


■m  siècle  de  rfii^llse  de  France  (1800-1900).  5«  mille  in>4«  avec  24  portraits 
et  un  fac-similé  hors  texte lô  fr.     » 

-  Lk  hêmb  ouvrage,  $•  mille,  in-8»  écu 5  ft".  —  Franco 5  fr.  50 

S^  Vénérable  Louise  de  Marlllac  (M"*  Le  Oras),  fomlatrice  des  Filles  <le  la 

Gbaritë  de  Saint  Vincent  de  Paol.  5*  mille.  In-S*  écu  avec  portrait 5  Ar.     • 

«  Cardinal   Lavlfferle,  arcbevéque  d'Alger  et  de  Cnrthn(;<'.  prim;it  d'Afrique. 

6*  mille.  2  vol.  in-8*  ocu  avec  ?  jiortmlt^  et  3  cartes '.)  (t.     • 

Franco 10  fr.     » 

•e  Général  de  Sonls,  d'après  ses  papiers  et  sa  correspondance.  50*  édition 
augmentée  d'appendices  et  de  pièces  Justificatives  sur  les  opérations  militaires  du 
17*   corps  de  l'armée  de  la  Loire  dnrnnt  le  commandomont  du  général  de  Sonis. 

In-8»  écu  avec  portrait 4  fr.    • 

Franco 4  fr.  80 

»leii  dans  l'École. 

Tome  I.  Le  Collège  chrétien.  Instructions  dominicales  :  Les  Autorités  de  l'Ecole.  La 

Journée  de  l'École.  L'École  et  la  Famille.  7*  mille.  In-8*  écu ; 5  fr.    » 

Tome  IL  Le  Collège  chrétien.  Instructions  dominicales  :  L'Ame  de  l'Ecole.  L'Œuvre 

de  l'École.  La  sortie  de  l'Ecole.  6*  mille.  In-8*  écu 5  fr.    » 

tsp^rancc.  Un  réveil  de  l'idée  religieuse  en  France.  2«  édition  revue  et  augmentée. 

ln-12 2fr.  50 

^e  llirre  de  la  Première  Communion  et  de  la  Persévérance.  Édi- 
tion de  luxe,  plié  en  portefeuille  ou  brocbé.  4*  édition.  Grand  in-16  carré. .     5  fr.    » 

-  Lk  MéME  ouvRAQE,  édition  ordinaire.  6*  édition.  Grand  in-32  carré 3  fr.    • 

.e  clonte  et  ses  victimes  dans  le  siècle  présent,  in-12. 9«  ëdit.  3  fr.  75 
«a  Foi  et  ses  victoires.  Conférences  sur  tes  plus  illustres  convrrt!«  de  ce  siècle. 

Tome  I.  In-8«>.  4*  é^ation A^jtuisé.    —     iii-i2.  7«  édition 3  fr.  75 

Tome  IL  In-8» 6  fr.    —    ln-12.  6»  édition :i  fr.  75 

.'Apôtre  saint  Jean.  6»  édition.  In-12  avec  gravure 4  fr.    » 

listoire  de  saint  Ambroise.  3*  édition.  In-8*  écu  avec  portrait 5  fr.    • 

listolre  de  la  vénérable  Mère  M.-S.  Barat,  fondatrice  de  la  Société  du 
Sacré-Cœur  de  Jésus.  2  vol.  in-4»  avec  de  nombreuses  photogravures  il.ins  le  texte  et 

13  planches  hors  texte.  Reliés  en  toile  pleine,  tr.  Jaspée 25  fr.     • 

listoire  de  la  vénérable  Mère  M.-S.  Barat,  fondatrice  de  la  société  du 

Sacré-Cœur.  3»  éùilion.  2  forts  volumes  iu-8»  avec  portrait.  Prix  ufl ÎO  fr.  50 

Franco 12  fr.  50 

-  Lb  kémb  ouvrage.  6*  édition.  2  volumes  in-t2 5  fr.    » 

Ustoire  de  Madame  Duchesne,  fondatrice  de  la  société  des  Religieuses  du 

Sacré-Cœur  en  Amérique.  3*  édition.  Ir-12 3  fr.    » 

e  Vicomte  Armand  de  3lcIun.2«éilition  revue,  rn-8»  écu  avec  portrait.    4  fr.  50 

Franco 5  fr.  25 

Ustoire  du  cardinal  Pie.  6*  édition.  2  volumes  in-8«  avec  portrait.  15  fr.  » 
'anég^yrique  <le  sainte  Tbérèse.  15  octobre  1886.  2*  édition,  in-8*.  75  c. 
*le  Vil  h  Saint-Snipice.  Discours  prononcé  dans  la  cérémonie  du  26  Mai  1901,  à 

Saint-Sulpice.  2«  édition.  In-8» 40  c. 

e  Cardinal  Lavlserle.  Oraison  funèbre  prononcée  à  Lille  en  l'église  Notre- 
Dame  de  U  Treille,  le  7  décembre  1892.  In-8»  écu 1  fr.    I 

ntoor  de  l'Histoire  :  Scènes  et  réciti».  >  miilc.  1n>12 3  fr.  50 

-  Le  mrmb  ouvraoe.  In-8*  écu 4  fr.    • 
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Aellqiies  dllf 0i«tre  :  Notkes  et  portraits.  r»-12 3  Ir.  > 

—  Le  même  ouvrage.  In-8*  éeu 4  fr.   • 

Lettre  h  ViOMieIffBevrs  les  Ift^é^ioes  et  ^  Messieurs  les  Birec- 
team  de  séminaires  sur  l'atUité  de  rinstniction  «rieatiflqae  dans  le  Clerfs 

1»  tWijtion.  aiipment^fp.  Ïn-S*  raî«ln 75  c 

ŒUVRES  DE  M°'  D'HULST 

RECTEcrs  Di  L'institut  catholioot!  d»  tamis 


CONFÉRENCES     DE     NOTRE-DAME 

OIBÉME  de  1891.  Les  F ondemento  de  la  Moralité.  Io-8*  écn  avec  notes 5  fr. 

CARÊMB  de  1892.  Les  Devoirs  eavers  Dieu.  In-B»  écu  avec  notes s  fr. 

CARiMB  de  1893.  Les  Devoirs  envers  Diea  (iujto).  2* éd.  In-8«  écu  avec  notes.  &  fr. 

CARÊME  de  1884.  La  Morale  de  la  Famille  2"  édit.  In-8*  écu  avec  notes.. .  S  fr. 

OARftME  de  1895.  La  Morale  da  Citoyen.  2"  édit.  In-8«  écu  avec  notes »  fr. 

CARÊME  de  1896.  La  Morale  sociale.  2*  écfit.  In-8*  écu  avec  notes 5  fr. 


MÉLANGES 
PHILOSOPHIQUES 

In-8»  écu 5  tt. 


MÉLANGES    ORATOIRES 

Tomes  I.-II.2"  éd.  2vol. in-8*  écu.    8  fr. 

Tome  III.  In-8»  écu 4  fr. 

Tome  IV.  In-8"»  écu 4  fr. 

Tome  V.  In-8*  écu —  (En préparation.) 

Vie  de  Jnst  de  Bretenières,  missionnaire  apostolique,  martyrisé  en  Corée  09&5  • 

2*  ètiltlon.  In-12  avec  portrait  et  carte  de  Corée 3  flr.    « 

Vie  de  I»  Mère  Marie>Térèse,  fondatrice  des  Sceurs  de  l'Adoration  répar.r 

trice.  4*  édition.  In-12  avec  2  portraits 2  fr.  .'■ 

Une  Ame  royale  et  dirétienne.  Notes  intimes  sur  le  comte  de  Paris.  4*  é^i 

tlon.  lu-8«  raisin 1  ft-.    . 

M.  l'abbé  de  Broi^ile.  Brocliare  iii^«  raisin 75  ^ 

Uaisond  d'eH|>érer  nne  renaissance  chrétienne.  Dlscoars.  in-18.    15  r 


Monscli^neur   d'HoIst,  député,  par  M.  l'abbé  E.  Cav^.  }n-i2 3  ft-.  :.«■ 

]||6nseigneur  d'Halst  intime,  par  M.  Loais  Thieblin.  in-12 40  « 

A  la  mémoire  de  Mipr  Maurice   Lésais  d'Hauteroclie  d'Hnlst. 

Lettre  «le  S.  E.  le  GardinaTRichard.  Oraison  ftinèbre  de  Mgr  l'Evôquc  d'Orléans.  Dis- 
conrs  de  M.  le  comte  Albert  de  Mun.  Allocution  de  M.  l'abbé  Clerval.  In-8*  raisin  avec 
portrait  en  bcliogravure 1  tt.  ik 

Monseigneur  d'HuIst  et  le  P.  Lacordalre  :  impresaiaoSf  récits  et  aouve- 
uirs  de  prédications  et  de  conférences  recueillis  par  uk  oousix  d'O'Connel,  revus  ft 
publiés  par  M.  le  chanoine  Philippet.  archiprêtre  de  Complègne.  In-8*  raisin.     1  fr.  5,1 

L'Apostolat  intellectuel  de  M|^r  d'Hulst.  Discours  prononcé  par  le  n.  i'. 
ItACDUiLLAKT,  de  l'Oratolre.  professeur  h  l'Institut  catholique,  à  l'inauguration  dj. 
mouoment  érigé  à  la  mémoire  de  Mgr  d'Hulst,  le  26  novembre  1901.  In-8*. . .     50  c 

Oraison  funèbre  de  Min*  d'Hulst,  prononcée  en  l'église  &aint-SuIpire  i 
Pnris  le  24  novembre  1896,  par  Mgr  Todchbt,  évoque  d'Orléans.  In-8*  raisin.     1  fr. 

Portrait  de  Mflrr  d'Hulst.  Format  gr.  in*^* S  £r.    « 

Fornat  petit  iu-> 2  tt.    • 

ŒUVRES   DE  M"  BOUGÂUD 

ivÊOlTE   DE   LAVAL 

HUtOire  de  saint  Vincent  de  Paul,  ftmdatev  de  la  CongrégaUan  des 
Pr#trM  de  la  Mission  et  des  Filles  de  la  Charité.  2  vol .  in-8*.  2  portraits. ...     15  fr.     . 

-- La  Màm.  a*  édition.  2  volumes  &n-12  avec  2  portraits 6  fr.     • 

Diseours,  publiés  par  son  firère  et  précédée  d'une  notiec  historique  par  Mgr  Lao«a««e 
2»  édition.  In-8*  avec  portrait 7  fr.,  ^ 

—  X.BS  uiutn.  3»  édition.  In.l2  avec  portrait 4  fr.     , 
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i  ClirisUanisme  et  les  temps  présents.  5  volumes  in-S» 37  fir.  50 

Lb  ïtÂMit  OUVRAGE.  5  volumes  in-12 20  ft.     » 

Extraits  de  l'onvrage  «  lb  ch&istiakismx  xt  les  temps  nitsKVSs.  » 

résus-Christ.  3*  édition.  In-32.  Texte  encadré 1  fr.  25 

!>»  la  Douleur.  6*  édition.  In-16,  format  carre 3  fr.  75 

À  stoire  de  sainte  Monique.  12*  édition,  in-12 4  fr.    » 

-is^^oire  de  sainte  Ciiantal  et  des  origines  de  la  Visitation.  10*  édition.  2  vo- 
lumes in-8*  avec  2  portraits i5  fr.     « 

I^A  MSKB.  13*  édition.  2  volumes  iB-12  avec  2  portraits 8  fr.     » 

iMtoIre  de  la  blenlMnrense  Mar|rnerlte4tfarle  et  des  origines  de  la 

^ddrvotion  an  Cœur  de  Jésus.  Beaa  volume  in-8* 7  fr.    » 

:  La  KâMB.  10*  édition.  In-i2 3  fr.  75 

BIBLIOTHÈQUE    DOMINICAINE 

ŒUVRES  COMPLÈTES  OU  R.  P.  LACORDAIRE 

Précédées  d*ane  notice  snr  sa  Tie 

9  vol.  in-8°.  50  fr.  —  Les  mêmes  9  vol.  in-12 30  fr. 

On  vehd  séparément  : 

'ie  de  saint  Dominique.  In-12  avec  portrait 3  fr.    » 

:oilférences  préchées  à  Paris  (1825-1851)  et  à  Toulouse.  5  volâmes  in-12  (Tomes 

II  à  VI  des  Œuvres.) 20  fr.     » 

lEirvres  philosophiques  et  politiques.  ln-12 3  fr.    » 

Notices  et  pané^yriQu^s.  in-12 3  fr.    » 

aélanses.  in-12 3  fr.    » 

Votice  sur  le  P.  Lacordaire.  in-12 50  c. 

^ie  de  saint  Dominique,  illustrée  d'après  le  P.  Bbssok.  in-8*  raisin.  12  fr.  50 
Lettres  À  un  Jeune  homme.  10*  édition,  joli  volume  in-32  encadré.  1  fr.  25 
3a.iiite  Marie-Madeleine.  12*  édition,  joli  volame  In-32  éneadré. ...      1  fr.  25 

ŒUVRES  POSTHUMES  DU  R.  P.  LACORDAIRE 

Conférences  de  Nancy,  prêcbées  en  1842  et  1843,  publiée»  par  le  R.  P.  Tkipibr, 

de»  Frères  Prêcheurs.  2  volumes  in-12 6  fr.    « 

Lettres  À  Madame  la  baronne  de  PralUy.  in-8* 7  fr.    » 

Lettres  à  M.  Th.  Folsset.  2  volumes  in-8» 12  fr.  50 

Semions,  Instructions  et  Allocutions.  Notices,  Textes,  Fragments,  Ana- 
lyses. 
^  Tome  I.  Sermons  (1825-1849).  In-8* 7  fr.    » 

—  Tome  U.  Sermons  (1850-1856).  Instructions  données  à  l'École  de  Sorèze  (1854-1861). 
In-S» 7  fr.    » 

—  Tome  m.  Allocutions  et  écrits  divers.  In-8"» 4  fr.    »» 

—  Lk  mémb  ouvkagb.  Tome  I.  3»  édition.  In-12 3  fr.  75 

—  Tome  n.  3*  édition.  Ib-12 3  fr.  75 

—  Tome  lU.  3*  édition  augmentée.  In-12 3  fr.  75 

LE  R.  P.  H.-D.  LACORDAIRE 

SA  VIE  INTIME  ET  RELIGIEUSE 

Par  le  R.  P.  CHOCARNE,  des  FRèREs  Prêcheurs 
5*  édit.  2  vol.  inrS%  portrait.  10  fr.  —  8*  édit.  2  vol.  m-12 5  fr. 
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VIE  DU  RÉV-  PÈRE  A.-V.  JANDEL 

SOI  XANTE -TREIZIÈME     MAÎTRE      céNÉRAL    DE      l'oRDRE     DES     FREBBS       PRÂCBEO* 

Par  le  R.  P.  CORMIER 

3»  édition  revue.  Beau  volume  in-8»  avec  portrait.     4  fr. 



Pensées  choisies  du  R.  P.  Lacordaire,  extraites  de  ses  œoTres  et  pot  j^ 

sous  la  direction  du  R.  P.  Chocasvk.  9*  édition.  2  vol.  in-32  encadré 3  &    . 

Lectures  pour  eiiaqae  Jour,  extraites  des  écrits  des  saints  et  des  bîe^n- 
reuxsoas  la  direction  du  R.  P.  Chocarîcb.  des  FF.  Prêcheurs.  2  vol.  in-32  jésas.     5  fr. 


R.    P.    BARTHIBR 

PE  l'ordbb  j>r.n  vbrreh  prêcheurs 


DE    LA    PERFECTION    CHRÉTIENNE 

ET  DE  LA  PERFECTION   REUSIEUSE 

d'après  saint  THOMAS  ET  SAINT  FRANÇOIS  DE  SALES 

2  volnmes  iD-12  (sous  presse) 


CONFÉRENCES 


R.  P.  DE  RÂVIGNAN 

5»  édit,  4  vol.  in-12 12  fr.  50 


ŒUVRES 

DE  M.  AUGUSTE  NICOLAS 

12  volumes  in-8' 64  fr.  ^ 

10  volumes  in-12 37  fr. 


R.    P.    GHABIN 

DE      LA      COHPAOKIK     DB      JB8US 


LA  SCIENCE  DE  LA  RELIGION 

2-  édit.  In-8« 5  fr. 


M.    AMÉDÉE  DE  MARGERIE 

DOrSV  DK  LA  FACULTS  CATHOUQDB  DBS  LBTTRKS 
OM  LILLB 

H.   TAINE 

2' édition.  In- 8*  écu 5  fr. 


ABBE  G.  FIAT 

rBOrXSSBUB  a  l'institut  CATHOUQUB  DB  PAIIS 

L'IDÉE 

ou  CRITIQUE  DU  KANTISMB 
2*  édition.  In-8*  écu 6  fr. 


R.    P.    L.EGANUBT,  de  FOratoire 

MONTA-LEMBERT 

D'APRÈS  8B8  PAPIERS  BT  SA  CORRBSPOITDAKOB 

Tome  I.  Sa  Jeunesse  (1810-1836).  h*  mille.  In-8*  écu  avec  portrait. 

Tome  II.  La  liberté  d'Enseignement  (1836-1850).  4*  mille.  In-8''  éca  avec 

portrait. 
Tome  III.  L'Eglise  et  le  second  Empire  (1850-1870).  3*  mille.  In-8  écu, 

1  portrait,  1  gravure. 

Chaque  volume...     5  fr.    Franco...    5  fr.  50 
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VIE  DE  S.  E.  LE  CARDINAL  GUIBERT 

ARCHEVâQUB  DE  PARIS 

Par  m.  L'ABBé  PAGUELLE  db  FOLLENAY 

▲KCIBN  VICB-BECTBUR  DE  L'tKSTITUT  CATHOLIQUE  DB    PARIS 

2  volumea  in-8*  écu  avec  2  portraits 10  fr. 

Abbé  Félix  KLEIN 

PROFESSEUR     A    L'IKSTITUT     CATHOLIQUE    DE     PARIS 


VIE  DE  MONSEIGNEUR  DUPONT  DES  LOGES 

ÉVÊQUK    DE    METZ 

Ouvrage  couronné  par  V Académie  française 
'S"  mille.  In-8»  écu  avec  portrait 5  fr. 

UEnvres  choisies  de  Mi^r  Dapont  des  Loi^es,  évoque  de  Metz,  publiées  par 
M.  le  chanoine  Willeitmier,  précédées  d'une  lettre  de  S.  E.  le  cardinal  Lakgbxikux. 
arohevëque  de  Reims.  In-8*>  écu  avec  gravure 6  fr. 

Vie  de  Mur  Jaqaemet,  évoque  de  Nantes,  par  M.  l'abbé  Victor  Habtin,  profes- 
seur aux  Facultés  catholiques  d'Angers,  précédée  de  lettres  de  S.  £m.  le  Canlinul 
Richard,  archevêque  de  Pari»  et  de  LL.  GG.  Mgr  Lrcoq,  évoque  de  Nantes,  et  de 
Mgr  Laborde,  évoque  de  Dlois.  In-8"  avec  portrait 7  fr.  50 

ITn  Curé  d'autrefois.  L'abbé  de  Talhoaet  (1737-1802).  par  M.  Gbopprot  de 
Orakdmaison.  In-18  Jésus 3  te.  50 

OUVRASES  DE  M«"  F.  UeRANSE,  ÉVÊQUE  DE  CHARTRES 

vie  de  Mer  Dapanlonp,  évêque  d'Orléans,  membre  de  l'Académie  firançaise. 
/•  édition   3  volumes  in-12 10  flr.  50 

Histoire  de  saint  Paulin  de  Noie.  2*  édition.  2  volumes  in-12,  avec  gra- 
vure, plan  et  vue 6  fr.    » 

Histoire  de  sainte  Paule.  7*  édition,  in-12 4  fr.    > 

Lettres  choisies  de  saint  Jérôme.  Nouvelle  traduction  française  avec  le 
texte  en  notes.  5»  édition.  In-12 •. 3  tr.  50 

Histoire  de  la  vie  et  des  œuvres  de  Mi^r  Darboy,  archevêque  de 
Paris,  par  8.  Em.  le  cardinal  Foulok.  In-8*  avec  portrait  et  autographe. ...  7  Ar.  50 
Exemplaire!  sur  papier  de  Hollande 20  fir.    • 

BIBLIOTHÈQUE    FRANCISCAINE 

R.  P.  NORBERT,  francisccdn 


LES    RELIGIEUSES    FRANCISCAINES 

NOTICES  SUR  LES  DIVERSES  CONGRâOATICn«8 

DB  SCBtJRS  DU   TIERS-ORDRE  RÉGULIER  DE  SAINT-FRANÇOIS 

ÉTABLIES  ACTUBLLBUENT  EN  FRANCE 

I«-12  illustré ,g,,,,.b^  (c3C^lê<^ 


LIBRAIRIE    CH.    POU88IELGUE 


R.    P.    LEOPOLD    DE    CHERANCÉ 


S.  FRANÇOIS  D'ASSISE 

?•  édit.  In-12  avec  portrait. . .  2  fr.  50 

S"  MARGUERITE  DE  CORTONE 

2«  édition.  In-12,  gravure 1  fr.  75 


s.  AlîTOINE  DE  PADOUB 

la»  mille 

In-12,  gravure.  1  fr.  25  franco  1  fr.  50 

s.  BONAVENTUBE 

In-i2,  gravure.  1  fr .  50.  Franco  1  fr.  80 


ANNÉE  FRANCISCAINE 

ou    COURTES    MÉDITATIONS    SUR    L'ÉVANGILE 

A  L^USAGE  DES  TERTIAIRES  DE  SAINT  FRA!«Ç0I5 

2  forts  volumes  in-12 8  fr. 

COURTES  MÉDITATIONS  ASCÉTIQUES 

POUR  TOUS  LES  JOURS  DE  L'A^TNÉE 
Par   LE  R.    P.   JOSEPH    DE    DREUX,    des    Frères    Mnaums    GAPocras 

OUVBAGB  IKBDIT  DU  XVII*  8IB0LS,  REVU  «T  PUBLIS 

PAR  LE  R.  P.  SALVATOR  DE  BOIS-HUBERT,  CAPUCIN 
In-12 2  fr.  50 

OEUVRES     COMPLETES 

33TJ     :E>.     JLlv^BKOISE     IDE     LOIiyfllZBIESZ 

Recueillies  et  publiées  par  le  P.  FRANÇOIS  DE  BENEJAG 

Traité  de  la  Paix  intérieure,  ln-12  avec  portrait 1  fr .  50 

Lettres  spiritaelies.  2»  édition.  ln-12  avec  gravure l  fr.  50 

Traité  delà  joie  de  l'â^me  clirétienne.  iii-12  avec  gravure l  fr.  50 


LES  MÉDITATIONS  DE  LA  VIE  DU  CHRIST 

Par  Saint  BONAVENTURE 

Thaduttes  par  M.    H.   dk   RIANCEY 
8«  édition.  In-18  raisin 3  fr. 

R.    P.    MARIE-BOIf AVEZfTUIŒ 

FRAKOiaCAIR 

L'EUCHARISTIE  ET   LE    MYSTÈRE   DU   CHRIST 

d'après  L'ioaiTURX  BT  LA  IRADITIOX 

ÉLÉVATIONS   ET   CONSIDÉRATIOKS 
Fort  volume  in-4*,  avec  gravure 7  fr.  50 

R.  P.  LADISLAS  DE  VANNES 

DE     l'ordre     des     FRÈRES     VINEURS      CAPUCDÎB 


VIE  DE  LA  BIENHEUREUSE  SŒUR 

MARIE-MAGDELEINE  MAETINENGO 

Comtesse  de  BARCX) 
Patricienne  de  Venise  et  de  Bresoia,  Clarisse  capacine  du  monastère  de  N.-D.  des  Neigea 
___^ In-8'* 3  fr.     Franco 3  fr.  75 

"  ~  Digitized  by  VjOO^  ' 


PAINCiPALES    PUBLICATIONS 


Saint  François  d'Assise,  étude uédicale,  parle  docteur  Cotelle.  ln-12.    1  fr.  50 

L>e  R.  P.  Gailha-c,  fomlatevr  de  l'iastitat  du  8acré^Gœur  de  Marie,  Vierge  Inuna^ 
#ilce,  à  Bézicrs,  par  le  R,  P.  Maymabd.  Petit  in-g»  avec  portrait 3  fr. 

Cantiques  et  Hymnes  en  l'honneur  de  saint  Antoine  de  Padoue,  publiés  sons  la 
direction  des  Pbrks  Franciscains  Riêcollets. 

Paroles  seules.  2*  édition  in-18. ...     10  c.  —  Le  cent,  net 7  fr. 

Plain-chant  et  musique.  2"  édition.  In-18 ...     30  c.  —  Le  cent,  net 20  ft". 

La  France  catboilqae  en  Orient,  par  le  P.  Hu^ibe  m  Barentqk.  Un  rolume 

in-8»  Jésus 3  fr. 

Franco 3  fr.  75 

Histoire  populaire  de  saint  François  d'Assise,  par  u.  le  marquis 
Anatole  db  S^oub.  5«  édition.  In-18  raisin 1  fr,  25 

L.e  poème  de  saint  François,  par  M.  le  marquis  Anatole  u£  Seguk.  5*  édition. 

In-lS  raisin 1  fr.  30 

Édition  de  luxe,  photographie 2  fr.  60 

Vie  du  Serviteur  de  Dieu  Fr.  Jérdme  de  Corleone,  profès  de  l'Ordre 
des  Frères  mineurs  Capucins  par  le  R.  P.  Assène  dk  Ghatkl.  In>12  avec  por- 
trait      2  fr.  50 

Légende  des  trois  eC(Upa{|:iiOns  :  La  vie  àe  saint  François  d'Assise  racontée 
par  les  Frères  Léon,  Ange  et  Rufln,  ses  disciples.  Traduite  pour  la  première  fois  du 
latin  avec  une  introduction  de  M.  l'abbé  Huvklis.  In-18 1  fr.    » 

La  Piété  sérapllique  proposée  aux  personnes  de  bonne  volonté,  par  le  R.  P. 
Bsiri  DB  Nantis,  des  Frères  Mineurs  Capucins.  In- 18  encadré  rouge 1  fr.  50 

Pensées  et  alTeetloffts  sur  la  Passion  de  N.-S.  Jésus-durfst»  pour 
tous  les  jours  de  l'année,  par  le  R.  P.  Gaëtan-Maria  de  Bbboahb.  2  voL  gro«  in-d2 
Jésus 3  fr.  50 

Pensées  et  affections  sur  les  mystères  et  sur  les  fêtes,  par  le  R.  P. 
Gaëtan-Marie  de  Bkboame.  2  vol.  in-18  raisin 4  fr.    ■ 

NOUVELLE  BIBLIOTHÈQUE  FRANCISCAINE 

HAGtOfilAPHIE  ~  IIBLI06IAPHIE  —  ASC£TISM£  —  MÉLANGES 

VOLUMES   DÉJÀ  PARUS   : 

Vie  de    saint  Frsmçois,  par  le   R.   p.  Bebnabd  d'andebmatt.   2  volumes 

in-12,  :i  fr Franco,    3  fr.  65 

Sainte    Claire  d'Assise,    par   le    K.    P.  Léopold   dk   Ghbkancé.  1   volume 

in-i2,  1  fr.  50 Franco.     1  fr.  75 

Saint  Fidèle  de  Siinnarin^en,  par  le  R.  p.  ¥u>iui  dk  la  MoTT£-S£BVi>Lcx. 

1  volume  in-12, 1  fr.  50. Franco.    1  fr.  75 

Fioretti  de  saint  François  d'Assise.  Tradoctiou  nouvelle  par  le  baron 

Chauldï.  1  volume  in-12,  1  fr.  50 Franco.     1  fr.  90 

Le  Saint  Joyeux  ou  vie  du  blenlieureux  Crispin  de  Viterbe.  par  le 

T.  IL  P.  Pie  de  Langogne.  1  volume  in-12,  1  fr.  50.  Franco.     1  fr.  80 

R.  P.  HENRI  DE  GRÈZES,  capuqn 

Histoire  de  l'Institut  du  saint  Bnfant-Jésus,  dit  de  saint-Maur, 

de  1700  à  1877  et  Vie  de  la  R.  Mère  de  Fandoas,  Supérieure  Générale 

(1837-1877).  In-8»  avec  2  portraits 1  fr.  75 

Un  srand  M isslonnafa^e  Capuein  an  XVIP  sièele  :  Vie  et  missions 

du  R.  P.  Honoré,  de  Cannes  (1692-1694).  In-8* 4fr.    » 

MÉDITATIONS    8UB    TOUS    LES   ÉVAJJIGILES 

DU  CARÊME  ET  DE  LA  SEMAINE  DE  PAQUES 
Pae  le  r.  p.  PÉTÉTOT,  supérieur  général  os  l'Oratoikb 

PJUCKD^EB  D'uvb   KOTIOB   BIOGBAPXIQUB   SUR  l'autkus  pab   ls   P.    LESGGEUR 

Fort  volume  in-12 4  fr. 

Digitized  by  LjOOglC 
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M.  J.  GUIBERT 

FRÊTRI  DK  8AIKT-9ULPICI,  BUPÉRIKUH  DU    8IÉMIXAIRE  DE    I.*lKSTmTT   CATHOX.2Qn  X  :d 


HISTOIRE 


SAINT  JEAN-BAPTISTE  DE   LA   SALLE 

Fondateur  de  rinstitut  des  Frères  des  Écoles  dirétieutes 

2»  édition.  Gr.  iii-8%  avec  portrait €  fr. 

Le  même  ouvrage.  Petit  in-4*  illustré.      15  fr. 


VIE  ET  VERTUS 


SAINT  JEAN-BAPTISTE  DE  LA    SALLE 

2»  édition.  In-8*  écu  avec  portrait.     3  fr.  50 


L'Éducatenr  apôtre  :  Sa  préparation,  l'exercice  de  son  apostolat.  I3«  railk  j. 

mente  de  la  «  Direction  spirituelle  dans  les  maisons  d'éducation.  ■  In-i8  raisin,    i  t. 

La  Direction   spirituelle   dans    les    malsons    cl'édacâUioa.  i - 


raisin . 


La  Culture  des  vocations.  7*  mille.  lu- 18  raisiu î  fr 

Conseils  sur  la  vocation,  offerts  à  la  jeunesse  chrétienne.  fo-tS  raisin.        -> 
Devoirs  d'un  Séminariste.  In-32  encadré  rouge b 

VIE  DU  VÉN.  PÈRE  LIBERMAIflf 

prbmibb  supérieur  eéneral  de  là  congrâgation  du  sautt-espiui 

et  du  8aint-cgeur  de  marie 

Par    s.    E.    le    Cardinal    PITRA 

3*  édition.  In-8» 8  fr.  —  4»  édition.  In-12.  4  fr. 


LETTRES   SPIRITUELLES 

DU    V.    P.    LIBERMANN 

2«édit.  3  vol.  in-12.     10  fr. 


ÉCRITS  SPIRITUELS 
DU    V.    P.    LIBERMANS 

In-12 3  fr.  50 


Le  Très  Honoré  Frère  Joseph,  supérieur  de  l'institut  des  Frères  des  Ei  :■  ^ 
clirétiennes.    Son  action   personnelle    dans    l'œuvre  de  l'édacation,    par  M.  )'•' 
Paguelle  de  Follenat.  In-8»  raisin t.» 

Vie  de  M.  le  Prévost,  fondateur  de  la  Congrégation  «les  Frères  de  Saint- VîccttJ 
de  Paul,  précédée  d'une  lettre  de  Mgr  Gay,  évoque  d'Autbédon.  In-8*  orné  de  3  }0f- 
traits 5r 

Vie  de  Frédéric  Ozanam,  par  son  frère  C.-A.  Ozanam,  3*  édition.  ln-12..    i  t 

OUVRAGES    DS    M.    liE    VICOMTE    DE    BfEZ.Uir 

Vie  de  la  Sœur  Rosalie,  flile  de  la  charité.  10*  édition.  In-i2  avec  pr- 
trait 1  fr.5( 

Vie  de  Mademoiselle  de  Melun.  4*  édition.  In«8*  avec  portrait 6  fr.  ■ 

La  Marquise  de  Barol,  sa  vie  et  ses  œuvres,  aoivi  d'une  notice  sor  Siln^ 
PelUco.  In-8»  arec  portrait 6  fr.  —  In.l2  avec  portrait.  2»  é*it 2  fr.  5* 


Digitized  by  LjOOQIC 


PRINCIPALES    PUBLICATIONS 


Histoire  de  sainte  Jeanne  de  France  (i464-itt0»),  dnchMM  d'Orléans 

et  de  Berry,  p«r  Mgr  Hkbbard.  2*  édition.  In-8«  écu 5  ûr.    ■ 

Géoi^rapiiie  de  l'Afrique  clirétieune,  par  Mgr  Toulotte,  de  la  Société  des 

Pères  Blancs,  vicaire  apostolique  do  Sahara.  Proconsulaire.  In-8*  avec  carte.  4  fr.  t 
Les  Apôtres  on  Histoire  de  l'Éi^iise  primitive,  par  Mgr  D&ioox,  vicaire 

général  de  Langres,  etc.   Ouvrage  honoré   de    plusieurs  approbations  épiscopales. 

In-8* 7  ûfc  bO 

ÉLIZABETH    8ET0N 

ET  LES  COMMENCEMENTS  DE  L'ÉOLISE  CATHOLIQUE  AUX  ÉTATS-UNIS 

Par   Madame  db  BARBERëY 
5*  édition.  2  volumes  in-12,  avec  portrait.    5  fr. 

ABBÉ    LBROT 

AUMOBIBR  DBS  PETITES  9<BURâ  DES  PAUVSBS  A  LA  TOU&  SAIMT» JOSEPH 


HISTOIRE  DES  PETITES  SŒURS  DES  PAUVRES 

Un  volume  in-8"  écu.     5  fr.    Franco.     5  fr.  50 

HISTOIRE    DE    M""    LE    GRAS 

fondatrice  des  filles  ob  la  chariti 
Par  Madame   la  comtesse  de   RIGHëMONT 

rKiCÉDÉR  DE  LETTRES  DE  S.  E.  LE  C^>-  MeBICILLOD  ET  DU  BUP^BIBUR  DBS  PRETRES  DE  LA  lUSBIOH 

4«  édition.  In-18  jésus.  3  fr.  50.  —  In-8» 7  fr.  50 

fflSTOIRE  DE  LA  VÉNÉRABLE  MÈRE  MARIE  DE  L'INCARNATION 

PREMIÈRE  SUPERIEURE  DU  MONASTÈRE  DBS  UR8ULDIEB  DE  QUiBEO 

D'après  Dom  Claude  MARTIN,  son  fils 

Ouvrage  entièrement  remanié,  complété  à  l'aide  de  plusieurs  autres  historiens 
et  de  nouveaux  documents 

PRECEDE  d'une  INTRODUCTION  GENERALE  PAR    M.   L'ABBjf  UoN  GHAPOT 
AUMONIER  DU  MONASTERE  DE  8AINTB>UR8ULE  DB  NICE 

2  vol.  in-8»  écu  avec  2  portraits 8  fr. 

CONSEILS  AUX  RELIGIEUSES  SUR  LA  POLITESSE 

Par  l'auteur  du  Manuel  de  la  Qarde-malade 
In-12 

VIB  INTÉRIBURB 

JEA.ISriSrE     D^iLRC 

Par  m.  olivier  LEFRANC 
In-16  carré,  encadré  bleu ,    J^X^vi^J? 

_^___ ^ Jiqitized  bv  VjOOQ  LC 
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Christophe  Colomb,  d'après  les  travaux  historiques  du  comte  Roselly  de  Lor^rn». 
par  M.  rabbé  Ltons,  aumônier  des  Religieuses  du  Saint-Sacrement  à  NU'c.  In-jt. 
éco i  fr. 

Glorification  religieuse  de  Christophe  Colomb,  par  M.  l'abbé  Ca^j^- 

BiANCA,  premier  vicaire  de  Saint-Ferdinand  des  Ternes,  à  Paris.  In-12 2  fr.  j<i 

Vie  de  la  Aévérende  Mère  Camille  de  l'Enfant  Jésas,  née  de 
Soyecourt,  Religieuse  Carmélite,  avec  préface  de  Mg.  d'Hclst,  In-8*  «t«: 
portrait 7  fr.  5*1 

Marfl^nerite  de  ***.  Récit  d'un  oncle,  chanoine,  ancien  vicaire  général.  2*  èditioa. 
Petit  in-8»  avec  2  portraits 3  fr.  ô<i 

Histoire  de  sainte  Anyèle  Mérlcl  et  de  tout  l'Ordre  des  Ursulines  depuis  u 
tondation  jnsqu'à  nos  jours  par  M.  l'abbé  V.  Postkl.  2  beaux  volumes  in-8»  aver 
portrait 1Z>  fr. 

VIE 

DE   ÎA   VÉNÉRABLE   MÈRE  MARGUERITE-MARIE 

PAR    Mo»  JEAN-JOSEPH   LANGUET 

NOUVELLE  ÉDITION 

PiiR  M.  l'abbA  L.  GAUTHEY,  Vicaire  gènéiial  d'Autuw 

PJUGXDifB  D'UKK  XPITBE  D^DIOATOIBB  ▲  SA  SAINTETE  LIÎOM  XIII  PAR  MGR  PBRRAUD 

In-8*  raisin  avec  portrait  et  autographes 6  fr. 

Édition  ordinaire.  In-12 4  fr. 

HISTOIRE  DU  P.  CLAUDE  DE  LA  COLOMBIÈRE 

PAR  LE  P.  E.  SEGUIN 
3*  édition.  In-12  avec  portrait 3  fr.  50 

VUS  DE  QUATRE  DES  PREMIÈRES  MÈRES  DE  LA  VISITATION 

PAR  LA  R.  MÈRE  DE  CHAUGY 

REPRODUCTION    INTÂ6RALB    DE    L'ÉDITION    DE    1659,     ENRICHIE    d'bXTRAITS    QfâDITS 

DES  MANUSCRITS  ORIGINAUX 

PUBLIÉE  PAR  LES  SOINS  DES  RELIGIEUSES  DE  LA  VISITATION  D'ANNECY 

In-8*  éou 5  fr. 

Saint  Jean  Cbrysostome  (Antioche).  par  M.  l'abbé  c.  mabchal.  professeur 
au  petit  séminaire  de  Langres.  In-12 2  fr.  50 

Saint  Antoine  le  Grand,  patriarche  des  cénobites,  par  M.  i'abbo  Vkkckb.  Iu>S« 
écu 4  fr. 

Saint  Gréi^oire  de  Nazianze  :  Sa  vie,  ses  œuvres  et  son  époque, 

par  M.  l'abbé  Benoit.  2«  édition.  2  vol.  in.l2 7  fr. 

VIE  DE  SAINT  PAUL 

Par  m.  l'abbé  VIX,  docteur  en  théologie,  du  diocèse  de  Strasbourg 
Un  beau  volume  in-8*  raisin 4  fr. 

Sainte  Marcelle  :  La  vie  religieuse  chez  les  patriciennes  «le  RADJc  au  iv^  sW'tIc, 
par  M.  labbé  L.  Pauthe.  2'-  édition,  ln-1 ..' igîie.d  byvJSJ.M^.lk  ...     4  fr. 


PRINCIPALES   PUBLICATIONS 


VIE  DE  M.  OLIER 

fondatedr  de  la.  compagnie  et  du  séminaibe  saint-sulpice 

Par  m.  paillon,  prêtre  de  la  même  compagnie 

4*  édition.  3  volumes  in-8»  raisin  avec  30  gravures 22  fr.  50 

HISTOIRE  DE  M.  ÉMERY  ET  DE  L'ÉGLISE  DE  FRANCE 

PENDANT  LA  RÉVOLUTION  ET  L'EMPKE 

PAR  MoB  MÉRIC 
5*  édition.  2  volumes  in-12  avec  portrait 5  fr. 

ŒUVRES  SPIRITUELLES  DE  M.  OLIER 


Catéchisme  chrétien  poar  la  vie 
intérieure.  In-32  raisin 75  c. 

Esprit  d'an  directeur  des 
limes  (L*).  In-33  raisin 70  c. 

Lettres  spirituelles.  NouveUe  édi- 
tion. 2  volumes  in-32  raisin 2  fir.  50 


Explication  des  cérémonies  de 
ia  fprand'messe  de  paroisse, 

selon  l'usage  romain.  In-32  raisin.  1  fir.  25 
Journée    chrétienne    (La).    Nou- 
YcUe    édition    augmentée.    In-32    rai- 
sin       1  fr.    ■ 


MÉDITATIONS    SUR   LES   PRINCIPALES   OBLIGATIONS 

DE  LA  VIE  CHRÉTIENNE  ET  ECCLÉSIASTIQUE 

PAR   M.  L'ABBÉ  CHÉNART 

Rkvubs  pab  m.  GOSSELIN  et  par  M.  ICARD,db  la  Compagnie  dk  Saikt-Sulpicb 

2  volumes  in-18 2  fr.  50 

Vie  de  M.  de  Courson,  12*  supérieur  du  séminaire  et  de  la  compagnie  de  Saint- 
Sulpice.  In-12  avec  portrait 4  fr . 

JM.  Teysseyrre,  fondateur  de  la  Communauté  des  Clercs  do  Salnt-Sulpice,  par 
M .  l'abbc  Paguelle  de  Follbnay.  In- 12  avec  portrait 4  fr . 

Jésus  mieux  connu.  Entretiens  adressés  aux  enfants  des  catéchismes  de  première 
communion  et  de  persévérance,  par  M.  l'abbé  Casabianca,  premier  vicaire  de  Saint- 
Ferdinaud  des  Ternes,  à  Paris.  In-12 2  fr.  50 

Résurrection  (De  la)  à  l'Ascension  et  du  Cénacle  à,  Rome.  Médita- 
tions avec  une  introduction  par  Mgr  d'Hdlst,  In-i8  raisin 4  fr.     » 

Le  Chemin  de  Croix  des  Enfants,  précédé  d'une  lettre  de  Mgr  d'Hulbt.  3*  édi- 
tion. In-18  avec  gravures,  relié  toile  de  couleur,  ornements  en  noir 25  c 

Le  cent.  Net 20  fir.    ». 

Zèle  de  la  perfection  relif^ieuse  (Du),  par  le  P.  Joseph  Batwa.  .<^.  j.  Traduit 
par  le  R.  P.  Olivaint.  8»  édition.  In-32  raisin 75  c 

Philosophie  et  Athéisme,  par  E.  Hbllo  (GBuvres  posthumes).  In-12. .    3  fr.  50 

R.   P.    TH.   RATISBONNE 


NOUVEAU   MANUEL   DES   MÈRES    CHRÉTIENNES 

19*  édition.  In-18  raisin 2  fr.  50 


HISTOIRE  DE  SAINT  BERNARD  ET  DE  SON  SIECLE 

10*  édition.  2  vol.  in-12 6  fr. 

'igitizod  byVjQQ^ 
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Le  Mysticisme  &  la  Renaissance  on  Marie  des  Vallées,  dite  la  sainte  de 
Goutances,  par  M.  l'abbé  J.  L.  Adam,  ricaire  à  Notre-Dame  d'Alleaume.  2«  édltiw 
ornée  de  42  graTorcs  dans  le  texte.  Petit  in-S* 4  ft. 

Monsienr  Frère  et  Félix  Dapanlonp,  par  M.  l'abbé  Dais,  in-12 3  fr. 

Brizeax  :  Sa  Tie  et  ses  ceavres,  par  M.  l'abbé  Lbcioke.  ln-8«  raisin  stk 
portrait 1  fr.'Ji 

HISTOIRE  DU  P.  DE  CLORIVIÈRB 

DE   LA  COMPAGNIE   DE  JESUS 

Par  le    P.   JACQUES   TERRIEN,   de   la  môme  Compagrnie 
In-8*  éou  avec  gravure .' 5  fr. 

ALBÉKIC      DE      FOKESTA 

FONDATEUR      DES      ÉCOLES      APOSTOLIQUES 
8A  Vie,  ses  VERTUS  ET  SON  ŒUVRE 

Par  le  R.  P.  Régis  de  CHAZOURNES 
3»  édit.  In-12 3  fr.  —  Le  même  ouvrage,  avec  portrait 3  fr.  B9 

VIE  DE  LA  VlÊlrtlRABLE  MÈRE  AGNÈS  DE  JÉSUS 

.  Par  m.  de  LANTAGES 
Édition  sevob  kt  auombntMe  pas  M.  l'abbé  LUGOT 
2  volumes  in-8*  avec  portrait,  gravures  et  autographe 1 2  fr.  50 

Vie  dn  Vénérable  Frère  Jean  de  Saint-Samson,  religieux  carme,  par 
le  P.  Seskin  Maxib  db  SAnn-AiroBR,'  carme  déchaussé.  In-8<*  raisin  arec  por- 
trait      7  ft.  50 

Vie  de  saint  Vincent  de  Paal,  par  L.  Abbllt,  évêque  de  Hodez.  Nouvelle  édi- 
tion. 2  volumes  in-12  avec  gravures 6  fr.    • 

Castelli  (Le  Vénérable  serviteur  de  Dieu  François-Marie).  Clerc  profès  barnabite,  par 
le  R.  P.  L.  M.  Fbbrabi.  In-i2  avec  portrait 1  fr.  25 

Vie  intérieure  du  Frère  Marie-Raphaël  Mejsson,  diacre»  de  rordre 
des  FF.  Prêcheurs,  par  le  R.  P.  Pib  Bbbhabd.  3»  édition.  In-i2 3  fr.    t 

Vie  de  saint  Philippe  Néri,  par  S.  E.  le  Cardinal  Capbcblatbo.  traduite  sur  la 
seconde  édition  par  le  P.  P.-H.  BBznf,  prôtre  de  l'Oratoire.  2  vol.  in-12 8  fr.    ■ 

La  conversion  d'un  maréchal  de  France  (Pages  intimes).  Précédée  d'une 
préface  de  Mgr  Fava,  et  suivie  d'un  discours  de  M.  l'abbé  J.  LiMAKN.  Ia-i2  illus- 
tré      2  fr.    ■ 

DISCOURS  DU  COMTE  ALBERT   DE   MUN 

de    L^ACAftéMIE  FRANÇAISE 
AOCOKPAGNKS  DE  NOTI0K8   PAE  Ch.  GEOFFROY  DB  GRANDMAlSON 

Questions  sociales.  In-8«. .    (Epuisé).  —  In-18  jésus.  3*  édition 4  fir. 

Discours  politiques.  2  vol.  in-8«.  15  fr.  —  2  vol.  in-12 8  fr. 

Discours  et  écrits  divers.  2  vol.  in-S».  15  fr.  —  2  vol.  in-12 8  fr. 

LA    DOCTRINE    SOCIALISTE 

Par  m.  MAISONABE 
In-12 2  fr.  50^  , 

— . iiGitiTndhyklOOg' , 
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coolisme  et  décadence,  par  m.  Vabbé  Camille  Ract,  vicaire  à  Saint-Lambert 

le  Vauprirard,  h  Paris.  2*  édit.  ln-8*  avec  24  gravures 3  fr.  50 

^tAlité,  par  LR  MftwB,  avec  préface  de  M.  G.  Fonseohivk.  In-S"  illustré 4  fr. 

MANUEL  DES  ŒUVRES 

INSTITUTIONS      BELIGIEUSES      ET      CHARITABLES      DE      PABIS 

ET  PRINCIPAUX  ETABLISSEMENTS  DES  DÉPARTEMENTS 

>UVANT     BECBVOIR    DES    ORPHELINS,    DES     INDIGENTS    ET    DES    MALADES    DE    PARIS 

NOUVCLLC  EDITION  (1900) 

In-18  Jésus  broché. .    4  ftr.  —  Relié  toile  pleine. .    4  flr.  50 
ABBÉ  GRENET 

CHA.N01ÎÎE,     SUPERIEUR     EGCLifSlJLSTIQUB    DK8    8<BUH8     DE    LA    MISERICORDE     DE     fBBZ 


MANUEL 

DE  LA  GARDE-MALADE  A  DOMICILE 

Nonyelle  édition  refondue 

4«  mille.  In-12.  Broché 2  fr.  50 

Relié  toile  pleine 3  fr. 

L'avenir  de  Jérasalem  :  Espérances  et  chimères,  par  M.  l'abbc 
Augustin  Lbmamn,  chanoine,  professeur  aux  Facultés  catholiques  de  Lyon.  In-18 
Jésus 3  fr.  50 

LA  PRATIQUE  DU  RATIO  8TUDI0RUM 

POUR  LES  COLLÈGES 
Par  le  R.  P.  PASSARD,  S.  J. 

Nouvelle  édition.  In-8« 3  fr.  50 

R.  P.  EMMANUEL  BARBIER,  S.-J. 
ALLOCUTIONS    DE  COLLÈGE 


MON  CRIME 

1  volume  in-12 3  fr.  50 


LA  DISCIPLINE 

DANS  LES 

ÉCOLES  SECONDAIRES  LIBRES 

In-18  Jésus 2  fr. 

L'INITIATIVE  AU  COLLÈGE 

In-12 60  c. 


Des  Toeations  sacerdotales  et  reliipleiises  dans  les  collèfres 
ecclésiastlqnes,  par  le  R.  P.  Delbrel,  s.  J.  3*  édition.  Ia-18  Jésus. . .     1  fr.  50 

La  question  de  la  vocation,  par  le  même.  In-S<*  rnlsin 1  fr.  50 

Aux  colléiplens  et  à  leurs  maîtres  :  Paires  amies,  par  le  r.  p.  suau. 
s.  J.  ln-18  Jésus 1  fr.  50 

Causeries  péda^offlqaes.  par  le  r.  p.  daibyel,  s.  J-.g^^-J^^^^OO^,:^''-^^* 


U  LIBRAIRIE    CH.    POUSSIELQUE 

L'État  et  ses  rivaux  dans  l'enseignement  secondaire,  par  le  R.  P.  Bukktchos 
S.  J.  In-18  Jésus 3  fr.  50 

La  Vie  dans  la  traurédie  de  Racine,  par  M.  G.  Lb  Bidois,  docteur  es  lettra. 
maître  de  conférences  à  l'Institut  catholiqne  de  Paris.  Ourratie.  couronné  par  r.Âcm- 
demie  française.  ln-12 3  fr.  ^ 

Des  moyens  de  développer,  par  Tédacation,  la  ili^iDdté  eC  la 
fermeté  da  caractère,  par  le  cbanoine  G.  Ginon.  ancien  fmperieur  du  peQî 
séminaire  du  Rondeau.  5**  édition,  ln-18  raisin 1  fjr.  £ 

L'Éducation  de  la  jeunesse,  par  le  prêtre,  par  len.  p.  t.avbert,  miasMe- 
naire  apostolique.  In- 12 2  fr. 

La  Jeunesse  chrétienne^   par  m.   l'abbé  p.  Barbieb,  premier  aumônier  àe. 

pensionnat  Saint-Euverte  d'Orléans.  In-16  raisin. 

!'•  série  :  Ses  Dkvoiks 2  £r.    » 

2«  série  :  Ses  Te^jtations 2  ft.    » 

3»  série  :  Ses  Sauvegardes ^ 2  tr.    ■ 

4«  série  •  Av  secil  de  l'Avenir. 2  fr.    ■ 

Centenaire  célébré  à  l'église  des  Carmes  en  l'honneur  des  victimes  de  septembre  1791 
Compte  rendu  des  cérémonies  du  Triduum  :  Discours  prononcés  par  Mgr  de  GASRiàu», 
évêque  de  Montpellier,  M.  l'abbé  Sicard,  du  clerpé  de  Paris  et  Mgr  dUclst. 
In-8»  raisin 1  flr.  5U 

Frères  des  Ecoles  chrétiennes  (Les)  et  ronseijcnement  primaire  après  la 
Révolution  (1797-1830).  par  M.  A.  Chevalier.  In-8* 5  ft.     • 

La  Question  homérique.  Variétés  littéraires,  par  M.  l'abbé  Bestrct, 
professeur  à  l'Institut  catholique  de  Paris.  In-12 3  fr.  50 


VIE  DE  N.-S.  JÉSUS-CHRIST 

Par  M.  l'abbé  PUISEUX,  auuÔnieb  dd  collège  de  chalons-sdb-marks 
2*  édition.  In-12  illustré.  Broché. ...  1  fr.  50.  —Relié toile  pleine 1  fr.  80 


ABBÉ    S.    VERRET 

SUPëUIEUU  du   l'ETIT   SKMISAIUK    DE  HOOENT-LE-ROTROU 

LES  QUATRE  ÉVANGILES 

Traduction  de  ZjEMAXSTRE  DE  SACT,  corrigée,  avec  introdactlon,  notes,  iQdex. 
une  carte  de  la  Palestine,  plans  et  gravures 

2'  édition.  In-18  jésus  broché. . .     3  fr. 
Relié  toile  pleine  avec  fers  spéciaux  dorés 3  fr.  75 

VERS  L'ÉVANGILE! 

In-i2 -2  fr.  50 

NOVUM     TESTAMENTUM 

JUXTA  EXEMPLAR  V.\TICANUM 
Iq-32  raisin.  Texte  encadré.  Broché...   1  fr.  25  —  Relié  toile  pleine...  2  fr. 

Digitized  by  LjOOQIC 
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COURS   D'INSTRUCTION  RELIGIEUSE 

Par  Monseigneur  B.  CAULY,  vicaire  général  de  Reims 

Ouvrage  honoré  d'un  bref  de  Sa  Sainteté  Léon  XIII 

I.  Le  Catéchisme  expliqué.  3ô«  édition.  Iq-i2 3  fr.    » 

IL  Histoire  de  la  Religion  et  de  l'Église.  8*  édit.  iu-12 3  ft.  50 

UI.  Recherche  de  la  vraie  relif^ion.  10*  édition,  in-12 2  fr.  75 

IV.  Apoloipétique  chrétienne.  6«  édition.  ln-12 2  fr.  75 


APOLOGIE  SCIENTIFIQUE  DE  LA  FOI  CHRÉTIENNE 

Par    Monseigneur    DUILHÉ    DE    SAINT-PROJET 

BBOTBUK  DK  L'UNIVERSITi  CATHOLIQUE  DE  TOnLODBB 

20*  mille,  mis  au  niveau  des  derniers  progrès  de  la  science.  In-12.    3  fr.  50 

Considérations  pour  la  méditation  quotidienne,  par  M.  l'ubbé  Gat- 
RASD.  2*  édition.  4  volumes  in-i2 ^ 12  fr. 

Explication  du  Pater.  Ouvrage  suivi  Uc  méditations  sur  le  Sacré  Cœur  de  Jésus 
et  le  Saint  Cœur  de  Marie,  par  le  mkme.  Jn-12 2  fr.  50 

Guide  pour  l'explication  littérale  et  sommaire  du  catéchisme  de 
Paris,  par  le  même.  9»  édition.  In- 18,  1  fr Cartonné.     1  fr.  25 

Commentaire  littéral  du  catéchisme  de  Paris,  par  le  même.  8*-  édition. 
In-I8, 1  fr.  50 Cartonné.     1  fr.  75 

PLANS  D'INSTRUCTIONS 

POUR     UN     CATÉCHISME     DE     PERSÉVÉRANCE 

(paroisses  et  institutions) 
Par    M.    l'abbé  LE   REBOURS 

DOGME    -       MORALE    —    CULTE    —    HISTOIRE    DE    l'ÉGLISE 
3*  édition.  Chaque  brochure  in-S**.    50  c.  —  Les  quatre  années  réunies.    2  fr. 

IMITATION   DE   JÉSUS-CHRIST 

TRADUCTION    INÉDITE    DU    XVIP    SIÈCLE 

PUBLIÉE  PAR  AD.  HATZFELD 

Un  volume  in-8»  raisin,  papier  glacé  avec  gravures 20  fr. 

La  MEME  TRADUCTION,  saos  le  texte  latin,  avec  des  relierions  tirées  des 
œuvres  de  Bourdaloue.  (>  édit.  Gros  in-32  rais,  avec  grav .    1  fr.  50 


DE  LA  BÉNÉDICTION  A  TRAVERS  LES  TEMPS 

ÉLÉVATIONS  SUR  LES  BIENFAITS  DE  DIEU 


In-18  raisin 


PAR  MICHEL  LOUENEAU 

Mgitized 


bvLjOOQle 

3  fr.  50  o 
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LIBRAIRIE    CH.    POUSdIELQUE 


LA    FEMME    RAISONNABLE    ET    CHRÉTIENNE 

Par  m.  l'abbb  ROCHER 

CHAXOIMI,   TIOAIRS    OkîTÛUX   D'ORLiIaMS 

2- édition.  In-12 3  fr.  50 

ABBÉ    FONSSAGRIVBS 


CONSEILS  AUX  PARENTS  ET  AUX  MAITRES  SUR  LtOUCATION  DE  U  PURETt 

In-lS  raisin 1  fr. 

VIE  CHBJÉTIENNE  D'UNE  DAME  DANS  LE  MONDE 

Par  le  R.  P.  de  RAVIGNAN 
5»  édition.  In-12 3  fr. 

ABBÉ  DB  GIBERGUBS 

SUPÉRIEUR  DBS  MISSIONKiOBKS  DlOOéSAlNt  DB  FARI8 


LE    MARI,     LE     PÈRE,    L'APOTRE 

loBtructions  aux  liommes  du  monde 

PRÊGHÉES     A     8AIMT-PHILIPPE    DU     ROULE 

3«  mille.  In-18  raisin 2  ftr.  50 


ABBÉ  LBNFANT 

MISSIONITAIRB     DIOClESAIN    DX     PARIS 


LE  CŒUR 

Retraite  préohée  aux  Dames  dans  TégUse 

de  Sainte-Madeleine»  k  Paris 

(Carôme  de  1900) 

2-  édit.  In-16  carré 2  fr.  50 


LE   CŒUR  VAILLANT 

ou  LE  COURAGE  CHRÉTIEN 

Retraite   prtehée   aux   Damas 

(Carême  de  1901) 

2«  édit.  In-16  carré 2  fr.  50 


M édItaUons  selon  la  mëthade  de  saint  Ignace,  sur  les  principaux  Mysières  de  U 

T.  S.  Vierge  et  pour  les  fêtes  des  saints.  9*  édition.  In-i2 2  fr. 

Exercices  spirituels  de  saint  lirnace  traduits  parle  R.  P.  P.  jBvvBaaBACx. 

S.  J.  15«  édition.  In-12 3  fr. 

—  Lb  même  ootraob.  In-32  encadré,  sans  notes 80  c. 

Pensées  choisies  de  sainte  Thérèse,  publiées  par  une  Religieuse  Carmé- 
lite. In-16  broché 50  c. 

Traité  de  l'amonr  de  Diea,  de  saint  François  de  Sales.  Édition  reme  et  publiée 
par  le  P.  Marcel  Bouix.  Très  beau  yolume  in-8»  Jésus,  arec  gravure 12  fr. 

Offices  de  l'Eiplise,  complets,  expliqués  et  annotés.  sulTis  <ie 
prières  tirées  des  œuvres  de  saint  Augustin,  sainte  Thérèse,  saint  François  de  Sales. 
Bossuet,  Fénelon,  etc. ,  par  Madame  de  Bakbe&et.  6*  édition .  Gros  in-^  Jésus.    4  fr.    t 

Petits  Offices  en  français,  précédés  d'une  courte  méthode  pour  entendre  la 
sainte  Messe  les  Jours  de  communion  :  dédies  aux  Jeunes  personnes  pieuses.  36*  édi« 
tion  encadrée  sur  papier  teinté,  ln.32 ^.^.^.^^^ «^^rtOOgle  •         50  r. 
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MÉDITATIONS 

POUR    TOUS     LES     JOURS     DE    L*ANNÉE    SUR    LA    VIE     DE 

NOTRE-SEIGNEUR  JÉSUS-CHRIST 

Pab  lb  R.  p.  HAYNEUVE,  de  la  Compaonib  de  Jisirs 
ABRÉOÉ    A    L.'USAGB    DU    GLBRGÉ    STT    DBS    FIDAl.BS 

Pab  m.  GUILLEMON,  PrAtre  de  Saint-Sulpicb 
4  volâmes  in-12 12  fr. 

OUVRAGES  DE  M.  L'ABBÉ  BIBET 


L'ASCETIQUE     CHRETIENNE 

3*  édit.  1  vol.  iii-8»  écu.     5  fr. 

LA  MYSTIQUE  DIVINE 

DisTmeuÀB  DBS  contrefaçons  diaboliques  et  DBS  analogies  humaines 

Tomes  I  et  II.  2  vol.  in-8*  écu 10  fr. 

Tome  m.  In-8» 

MARTYROLOGE    ROMAIN 

Traduction  db  l'édition  la  plus  récente 
•    approuvie  par  la  s  agrée  conorégation  des   rltes  en  1873 

Publiée   avec  l'approbation   de  l'Ordinairb 
Nouvelle  édition  (1898  avec  supplément  1900).  In-8» 6  fr. 

M.    OOUL.BEAUX 

PRâTBE       DE       LA       XTSHIOX 


UN     MARTYR     ABYSSIN 

ABBA    GHEBRA  — BflCHAEL 

In-18  raisin.  {Sous  presse) 

R.  P.  GRÉGOIRE  de  SAINT-JOSBPH 

DES  PKEBS   CARMES  DiCHAUSSÏS 


LEHRES  DE  SAINTE  THÉRÈSE  DE  JÉSUS 

Réformatrice  du  Garmel 

Traduction  augmentée  de  pins  de  70  lettres  et  400  fragments,  d'après  les  autographes 

de  la  Sainte  et  les  copies  authentiques  des  Pères  Carmes  déchaussés 

qui  se  trouvent  à  la  Bibliothèque  nationale  de  Madrid 

Édition  publiée  sous  le  haut  patronage  de  S.  E.  le  Cardinal  LECOT 

ARCHEVÊQUE   PB   BORDEAUX 

3  volumes  in-8* 15  fr. 


iigitigod  by  VjQOW  ; 


18  LIBRAtRlE    CH.    POU8SIELQUE 

La    Sainte    Bible,    tradoction  de  rAncien  TesUmesS  d'après    les.  S<7txrr 
P.  GiorET.  Revue  et  annotée.  4  volumes  Ib-12 ' 

L'Oaveriare  de  Coaaeiesee,  les  confessiona  et  coaammioBS  ^aaa  iei  :^f 
nautés.  Texte  et  commentaire  du  décret  de  la  S.  Congrégation  des  evéqae»  ârr:: 
du  17  décembre  1890,  par  le  R.  P.  Pie  de  La^oooxe,  des  Frèraa  «ûikemr»  -.  ^ 
3*  édition,  revue  et  augmentée.  In-18  raisin " 

Le«  Trésors  de  Comélfus  &  Lapide,  extraita  de  ses  coomeàis^' 
rEcritore  sainte,  par  M.  l'abbé  Bammxem.  6*  édition.  4  ferta  ▼»L  iiH-8*  riiân    Ut 

Dictionnaire  universel  des  sciences  eccl^^t  m  stig^ea,  fx^  •>■■ 
Olairk.  2  fort!  voiomes  in-8»  raisin  à  2  colonnes îi  ^ 

Méditations  pour  tous  les  Jours  de  l'année,  par  M.  l*wàéét  v 
docteur  en  théologie.  4  volumes  in-12 *  j  t 

ABBÉ  PLANUS 

CBAKOUTE,  VIOAISX     OÏKiSAL     D'aCTW 


3L.B      :PI^ETI^E3 

I.  Une  KKT&Ain  pastorale.  4*  édition.  In-12 

II.  Seconde  retraite  pastorale.  3'  édition.  In-12 

III.  Conférences  bcclésiatiqurs.  3*  édition.  In-12 

ALLOCUTIONS  ET  DIS00UB8 

2'  édition.  In-J2 J  fr.  50 


PAGES  D'ÉVANGILE 


I.  Déclarations  et  8enten(;es  de  Notre-Seionkcr  Jésus-Christ.  3"  éd.T;. 
In-12 Bi- 
ll. Récits  et  paraboles,  ln-12 . 

III.  De  la  dernière  cène  a  L'AsctssioK (Ln  préparatia* 

Lettre  de  Mf(r  Latty,  évêque  de  Cti&lons,  aux  élèves  de  son  grand  sé^ 
m-S" 

Lettre  de  Me*"  Latty,  évêque  de  caiâloDS,  aux  direetests  de  sos  grand  sésoiz^ 
1  n-S» -  -   * 

L'Ami  da  prêtre,  entretiens  sur  la  dignité,  les  devoirs  et  les  consoUli^  - 
sacerdoce,  par  M.  l'abbé  Rouzaud.  cbanoine  de  Toulouse.  In-12 

Traité  de  l'administration  temporelle  des  paroisses,  saiv. 
tableau  chronologique  des  lois  et  règlements  sur  la  matière,  par  Mgr  Affre,  .  i 
v6que  de  Paris,  par  Mgr  Pelgé  évêque  de  Poitiers.  !!•  édition  (1890).  In-12 

Œuvres  choisies  de  Marr  Hovérié  de  Cabrières,  évêque  de  MoatpeL 
m- 8» 

ŒUVRES      CHOISIES 

ORATOIftES  £T  PAâTOiLALES 

MONSEIGNEUR   TOUC^ET 

BVÊQUE  D*0RL£Alf8 

Tomes  I-U.  2*  édit.  In-12 

,     ToMEm.In.l2 (v.r.rrhP^fr.  W 
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ABBÉ   DBSERS 

OUBi    DE    BAINT-YINCENT    PE    PJLUL,    A    FABIS 


INSTRUCTIONS  D'APOLOGÉTIQUE 

Dieu  '     Le  Christ 

et  r  Homme 

I11-I2 2fr.  50 


Jésus 

In-12 2fr.  50 


Saint  orOce,  considéré   an   point  de   Tue  de  la  piété,  par 

Baoubz,  directeur  an  séminaire  de  Saint-Sulpice.  4*  édition.  In-18  Jésas  avec  gra- 
are 3  fr.    » 

LA    SAINTE    VIERGE 

ÉTUDES  ARCHÉOLOGIQUES  ET  ICONOGRAPHIQUES 

PAB  M.  Ch.  rohault  de  FLEURY 

IX  volumes  in-4'',  imprimés  avec  luxe  sur  très  beau  papier  de   Hollande, 
rnéa  de  157  planches  gravées  et  de  600  sujets  dans  le  texte 100  fr. 

LES  CARACTÉRISTIQUES  DES  SAINTS 

DANS  L'ART  POPULAIRE 

Énuicérées  et  expliquées  pâb  le  p.  Ce.  CAHIER,  de  la  C^*  de  Jésus 

2  vol.  gr.  în-4»,  ornés  de  nombreuses  gravures  sur  bois.  Net.    64  fr. 

IJABBÉ   J.    MAIXET 


COURS  D'ARCHEOLOGIE  RELIGIEUSE 

Ouvrage  honoré  d'une  médaille  d'argent  par  la  Société  française  d'archéologie 

Ireliitectare.  In-8<'.  6*  édition  avec  260  figures  dans  le  texte 4  fr. 

9  Mobilier.  In-S».  3*  édition  avec  130  figures  dam  le  texte 4  fr- 

L'ART   CHRÉTIEN 

In-i2 3  fr. 

Abl>é  Mo¥se  CA6NA1U) 

DOCTEUR     DE      L'UITI  VEE  Sixi      DE      PARIS 


FÉNELON 


DIRECTEUR       DE      CONSCIENCE 
In-8»  raisin 6  fr. 

'ancienne  maîtrise  de  Notre-Dame  de  Cliartres,  do  V«  siècle  à 
la  Révélation,  avec  pièces,  documents  et  introduction  sur  l'emploi  des  enfants 
dans  l'offlce  divin  aux  premiers  siècles,  par  M.  l'abbé  Clekval,  professeur  h 
rinstitat  catholique  de  Paris.  In-S^  raisin,  avec  chromolitbographie 6  fr . 
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LE  GOUVERNEMENT  DE  L'ÉGLISE 

OU 

PRINCl!>ES   DU    DROIT   ECCLÉSIASTIQUE  EXPOSÉS  AUX  GENS    DU  MOKDS 
Par    M.    l'abbé    P.-A.    LAFAB6E 

DU  DIOCiSB  D'OELiAVa 

I.  Droit  pubUo.  In-S* 7fr.50 

II.  Droit  privé.  In-8» 7  fr.  50 

Guide  du  pèlerin  au  Sanctuaire  séculaire  de  rimmaculée-Conception,  dans  l'église 
Saint-Sérerin,  à  Paris,  par  M-  l'abbé  db  Madauitb.  Iii-12 1  fr . 

La  Maison  des  Carmes  (1610-1875).  par  M.  l'abbé  Pisaki.  professeur  à  Jlnatltat 
catholique  de  Paris.  Joli  volume  in-18  avec  plan 1  fr.  2'* 

Notre  Relifl^ion,  par  M.  l'abbé  H.  Delob,  curé  de  Saint-Pierre  à  Limoges,  apprea- 
vée  par  plusieurs  Archevêques  et  Evêques.  2*  édition,  m-8* 4  fr.     ■ 

Catéciiisine  simplifié  dédié  aux  catéchistes  volontaires.  ln-32  raisin. .        25  c. 

M.   T.   CRÉPON 

COirSBILLSB    A    LA    COUB    DB    0AS8AT1OK 

FEÏ^SÉES    D^XJN    Cim:ÉTIEIS^ 

SUR    LA    VIE    MORALE 
In-12 3  fr. 

ABBÉ    PIERRE    VIGNOT 


CONFÉRENCES 

Faites    dans    la    Cbapelle    de    l'£cole    Fénelon 

LA  VIE  POUR  LES  AUTRES.  4«  édit.  In-12 3  fr.  50 

LA  VIE  MEILLEURE.  2«  édit.  In-12 3  ftr.  50 

ÉLOGE    DE   RACINE 

Prononcé  en  l'église  de  N.-D.  de  La  Ferté-Milon,  le  23  Avril  1899 

In-12 iflr. 

OUVRAGES  DE  M.  L'ABBÉ  CHEVOJON 

CUU  DB  NOTRB-DAICB  DBS  YIOTOIBBB 

Le  Manuel  de  la  Jeune  fille  chrétienne,  approuvé  par  Mgr  rarcheveqae  <*.e 
Paris,  il*  édition.  In-32  raisin  encadré i  fr.  50 

La  Perfection  des  Jeunes  filles,  approuvé  par  Mgr  l'archevêque  de  Paris. 
12*  édition.  In>32  raisin  encadré A 1  fr.  50 

Le  Souvenir  des  morts  on  moyen  de  soulager  les  âmes  du  Purgatoire.  3*  édition 
entièrement  remaniée  par  l'auteur.  In-32  raisin 1  fr.  2^ 

CHOIX  DE  LBCTTJBES  CHRÉTIENNES 

3.  édition  angmeaMe.  In-i8  raisin mjtEedbyltaOOgle  •    3  fr. 


PRINCIPALES    PUBLICATIONS 


OUVRAGE  DE  M.  CH.  SAINTE-FOI 

Heures  sérieuses  d'un  Jeune  homme.  13*  édition.  iii-^2  encadré.    1  Ar.  25 

Heures    sérieuses    d*nne    jeune   personne.  10*  édition.  ln-32  raisin 
encadré .* 1  fr.  50 

Heures  sérieuses  d'une  Jeune  femme.lO*  édit.in-i8  raisin  encadré.    2(t.    » 

Marie  Jenna,  sa  yie,  ses  œuvres,  par  Jales  Làcointa..  Etude  saivie  de  lettres  de 
Marie  Jenna.  2»  édition.  In-12 3  fir.  50 

Élévations  poétiques  et  religieuses,  par  Marie  Jknka..  5*  édition  augmen- 
tée de  pièces  inédites,  ln-12 ; 3  tr.    » 

Pensées  d'une  croyante,  par  llarie  Jenna.  2*  édit.encadrée.In-32  raisin.    1  fr.    » 

Livre  de  messe  (Le  premier),  offert  aux  enfants,  par  Marie  jsnna.  In-32. .    1  fr.    r 

Les  Sermons  laïques  de  M.  Huxley  ou  l'AfinnotlcIsme,  par  Jtf.  l'abbé 

BOCLAT,  profensenr  à  rUniversité  cntholiq««  dft  T.llle.  Fn-S»  ramln 1  fr.  5iO 


LE  DOGME  DE  LA  VIE  FUTURE 

ET  LA  LIBRE  PENSÉE  CONTEMPORAINE 

Par    le    R.    P.    LES  CŒUR,    prêtre    de    l'Oratoire 
In-12 3  fr.  75 


AU  CIEL  ON  SE  RECONNAIT 

LETTRES  DE  CONSOLATION 
Écrites    par    le    R.    P.    ULOT 

36»  édition.  In-IS 1  fr. 


CLEFS  DU  PURGATOIRE 

RECUEIL  DE  PRIÈRES 
Par    A.    R. 

In-82  jësus,  avec  gravure 2  fr. 


R.  P.  TERRADE,  d«  U  Société  de  Marie 


ÉDUCATION    ET    PATRIOTISME 

DISCOURS  ET  CONFÉRENCES 

111-12 3fr. 

Le  Grand  Jubilé  de  l'an  1300  et  la  Divine  comédie  de  Dante. 

Conférence  faite  au  Cercle  du  Luxembourg,  h  Paris,  le  9  février  1900.  In-8». ...  1  fr. 

Qno  vadis?  de  Senkiewicz  et  les  Martyrs  de  Chateanhriantl.  Conférence  faite 

au  Cercle  du  Luxembourg.  8  février  1901 .  In-S- |  fr . 


DÉVOTION  AU  SACRÉ  CŒUR 


Mois  du  Sacré  CcBsr.  Extrait  des 
écrits  de  la  Bieubeureuse  Marguerite- 
Marie.  13«  édlt.  In-32  Jésus 1  fir.  25 

Mois  du  Sacré  Cœar  de  Jésus. 

A.  M.  D.  G.  37«  édit.  In-32  raisin.    75  c 

Pratique  de  l'amour  envers  le 
Cœur  de  Jésus.  ?•  édition,  in-32 
raisin 1  tr.  50 


Mois  (Petit)  du  Sacré  Cœurde  Jé- 
sus, A.  M.  0.0. 7* édit.  In-32  raisin.  50c. 

Une  Retraite,  préchée  aux  Adoratrices 
du  Sacré-Coeur  de  Montmartre,  précëdèe 
d'une  lettre  du  P.  Lbhic»,  chapelain  «le 
la  Basilique  du  Sacré-Cœur.  In-16.  2  tr.  hO 

L'Heure  sainte.  Modèle  oflertaux  amis 
du  Sacré-Cœur.  In-18.  Franco...     15c. 

1.0 ceut, "r«^%f,-,;y{:^aog[c  * '■'■• 
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MOIS  DE  MABIE 

Entretiens  pratiques  pour  les  mois  de  Marie  et  d«  Rosaire,  pv 

M.  l'abbé  DE  Lappakejtt,  missionnaire  diocésain  de  Paris.  In-16  carre 1  flr,  5C 

Mois  de  Marie  à  l'usage  des  femmes  chrétiennes,  par  M.  dk  Uézamum  de  Saxr- 
AHDai.  In-16  carré,  encadré  bleu 2tr.  !<0 

Mois  de  Marie  de  Notre-Dame  i  Mois  de  Marie  da  Clergé,  par  u 

de  Séez,  par  M.  Vêbbé  Cq/ouyal.  3*  édi-       P.  Covbxaxt,  de*  Frèrea  PrMeon^  1b> 
tion.  In-18 ; .     i  fr.  50  '     32  raisin 1  fr.  5U 


MOIS  DE  SADÏT  JOSEPH 


Le  Mois  de  saint  Joseph,  d'après 
les  docteurs  et  les  saints,  etc.  ;  par 
Mlle  Nbttt  du  Bots.  5*  édition.  In-32 
Jésus l  fr.     » 


Mois  de  saint  Joseph,  le  preatkr 

et  le  plosparfUt  des  ^àanUmn,  esttaii 
des  écrits  da  P.  Etkam».  4*  éditioa.  la- 

32  Jésus 90  c. 


ENCYCLIQUES 


DE 


N.   T.    S.    P.    LE   PAPE   LEON   XIII 


Snr  le  mariage.  Texte  français  oflBciel  seul.  ln-8* 30  c 

Sur  les  principaux  devoirs  des  clirétiens  iSapUntim  ehrUUanx).  Texte 

latin  et  traduction  française  officielle  en  regard.  In-8* 40  r 

Sur  l'abolition  de  resclavaipe  (GathoHete  EcclesùF).  Texte  latin  et  tradnctioo 
française  officielle  en  regard,  ln-8"». 25  c 

Sur  la  condition  de»  onvriers  (Rerum  norarupt).  Texte  Utin  et  traductloa 
française  officielle  en  regard.  In-S" 50  c. 

Aux  Catholiques  de  France.  Texte  français  officiel  sênl.  In-S* 15  f- 

De  l'étucie  «le  la  sainte  écriture  (Provié^ntissimus  Amu).  Text«  latto  et 
traduction  française  en  regard.  In-6* 30  c. 

Aux  princes  et  aux  peuples  de  l'univers  (Prmtlmra  çrattUttUamii).  Texte 
latin  et  traduction  française  en  regard.  In-8* 30  c.  —  In-4' 35  c. 

Sur  le  rosaire  de  Marie  (Juennda  semper).  Texte  latin  et  traduction  franaûsf 
en  regard.  In-8» 20  c.  —  In4» " 25  e. 

Sur  la  propa||:ation  de  la  foi  (ChrùU  nomeh).  Texte  latin  et  traduction  fran- 
çaise en  regard.  1b-8»... ^c.  — ln-4* 2bc 

De  l'unité  de  l'Eiplise  {SatU  cognitutn}.  Texte  latin  et  tradoctioa  fkançals»  to 
regard.  In-8* 50  c.  —  In-4" 60  c. 

Snr  llnter diction  et  la  censure  «les  livres  (O/^eim-nm  me  mmunm) 
Texte  latin  et  tradaetion  française.  In-8* 25  c  —  In-4» •    30 


Sur  le  Saint-Esprit  (Dtvtinm  iltud  munm).  Texte  lathi  et  tradnctfom  l 

'"-S" 25c.~ln-4o (..^.^.^-j^....    »c. 
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MADAGASCAR 

HISTOIRE   ET    GÉOGRAPHIE    ÉLÉMENTAIRES 
TEXTE  FRANÇAIS  ET  MALGACHE 

Par  les  RR.  PP.  CADET  et  THOMAS,  S.  J. 

ln-4«  carré  de  88  pages,    avec  46  cartes  et  plans  en  noir  et  en 
couleurs  et  89  gravures 4  fr. 


LES 

ŒUVRES  CATHOLIQUES 


DE    FRANCE 


L'Engei^neMient  primaire  eatholicfiie.  Histoire  et  Législation  (1789-1900). 
—  Rapport  par  le  comte  i>b  Foitiaike  d£  Rbsbecq,  ancien  sous-directeur  de  rensei- 
gnement primaire  au  Ministère  de  Hnstruction  publique.  In-S»  jësus 2  fr. 

Rapport  sur  les  établissemenU»  catholiques  d'Ensei^nneinent 
secondaire,  par  Alfred  Satour^,  ancien  chef  d'institution,  ancien  maire  du 
XX"  arrondissement  de  Paris.  In-8«  Jésus 1  fr.  25 

Rapport  sar  l'Enselflineinent  libre  de  l'Agrriculture  ea  France. 

par  Paul  Blaîtchkhain,  Tice-président  de    la  Société  des  Agriculteurs  de  France. 
ln-8'  Jésus 1  fr.  5t) 

Rapport  sur  l'Enselfl;nenient  de  l'Art  en  France  an  XIX-  siècle 
dans  les  institutions  rellsienses,  par  Emile  etpe  et  p.  vingbot- 
Dasasse.  In-8«>  Jésus 50  o. 

Rapport  sur  les  Œuvres  charitables,  par  Henri  tissier.  in-8«  Jésus 
illustré 50  c 

Mouvement  économique  au  XIX*  siècle,  par  André  hua,  avocat  à  la  Cour 
d'Appel.  In-8»  Jésus 1  fr. 

L'Efflfse  et  les  Œuvres  sociales  en  1900,  par  E.  Vkdie.  in-8«  Jésus, 
illustré 2  fr. 

Le  Catholicisme  à  l'Exposition  de  1900,  par  o.  Gotau.  In-8  raisin,  avec 
les  tableaux  des  récompenses 1  fr. 

Les  Patronages  et  les  Œuvres  de  Jeunesse  an  Palais  des 
Congrès,  Congrès  international  officiel  du  Patronage  de  la  Jeunesse  ouvrière.  — 
Compte-rendu  in  extenso  rédigé  par  M.  Pierre  ORirrATOK.  ancien  STOcat  à  la  Cour 
d'Appel  de  Paris,  président  de  la  Commission  des  Patronages  et  OEurres  de  Jeunesse. 
In-S"  raisin.  Illustré b  tt. 
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L'ENSEIGNEMENT    CHRciiEI 

?P  .lUiîfîT^ lu 


LE     MONDE    CATHOLIQUE     fLLUSl 

Herae  $eml- me  usuelle  paraiBBant  les  15  et  30  île  ehaquit  i 

4"  année ... ,    .,,..,..     2^  ir.  piu^  i 

l.K  DIItECTElUl  .SPIRITUEL  DES  MAISONS  D'ÉDl 

Bévue  lï^ensueUe  paraissant  le  1    de  cîiai{iije  imoi> 

3*  anode. ..,...*,**.,.-  5  fr,  p»r  on 

REMIE  DE  L  INSTITUT  CATUOLiyUE  DE  P| 

Ptiblicàtioii  périodique, 
l^raUsaut  le»  5  féFriert  5  avril.  5  jnm.  S  âoùt  et  5 
T"-  jiimi-e. . . -         S  fr.  par  êia 


■  BULLETIN  MENSUEL  DES  ŒUVIIES   DE  lA  Jfil 

iVtfi/if'  ,ïo(/s  /ff  tîifriîûm  du  Cimxtii  Gênerai  éel  (Euvrtdtr  Pût 


ANNALES     FRANCISCAIN 

If  A  ahimnemenh  mj*d  d*un  m\  el  cîtmmrncfui  m  itmt^icr. 
Parait  une  foii  par  mol* 

■'+n"  piutK^i' 3  f î    pi»r  *H 

LA    COURONNE    DE     MARIE 
AimaleB  du  5aiat>Hoiaire 

'^-  42*  aUMt'e 2  fr.  Stt  par  au 

L'ÉDUCATION   CHEÉTISNNE 

RcTue  pédagogicnie 

6  fi'.  prir  an  ;  avec  stippk'meiit.     10  fr. 

Xi'ECKO     IDES     SYlhTIDXCA^ 
Ortjan^  mtKKtàel  des  a^fkwtaitofis  p'*f^it>iwnndlri^  fierté. 
5  fr.  y*nr  f>tv 

1*  |4  nommclAture  rnmplète  ëe»  livre*  «le  ftmd*  j 

*•  J,ei  puirilii^ntiatiA  lJtari$Uiuet  el  ùe  tantlqua  reliai tUAt; 

A*  Le-*  auvriit?!*»  d'lit*»îcjfi»*R  prfinftli"»^  l't  f  ercindnirr^. 


l'ATk*,  «>  iRlp.  1>S7AL<»I«, 


iu.*v,  d«m*/S^ft^^<^ 
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CODES  DE   MATHÉMATIQUrS  ÉLÉMENTAIRES 


ia>HPRHNri  LV^  iUrvnAuES  fttJtVAVt» 


Livres  ûv  TÉlèv*?  : 

Ec^aiENTS  rrARJTiTMÈTiijUK;  io-lâ. 
—        ii'ALCfciiBE;  in- 12. 

^*'      ij  Ahpeî»4Tao«,   hzvt  i>m   Plans   kt  Nivr:M,f:wEM  ; 

^  IJK  GÉOMÉTIilR  DKSCRlrtlfEî  in- l^. 

Ta  «Itt  »E  LotîA  n  in  i  «  t  s  ;  i  n  •  lï. 


rj\t*€is  du  Mai  II"**  : 

Kx  ÊR  Cl  CES  i>  A  II  n  11  v<  ^:i  i  (jIt  î  :  ;  in  - 12 . 
^  TrAiii^mii-:;  in- 12. 

—  i*K  TrtiuôNOîiÉTHïi*,  iii-l*i* 

—  DE  CÊOMKTBIE  oESGiiipnvi:,  în-S", 


fourt.  ^  Irîiprimpi'ïe  Mtmio. 


.^i#ii0Aé 


■  r:^n>r|T^: 


